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hm  iä)  ^^nett  i^ete^ttefter  Sekret  btefe§  Sud^  tnibme,  fo 
gefi^te^t  biefe^  tiii^t  nur  au§  Slntvieb  bet  tiefen  SSetel^tung  unb  bet 
innigen  !j)an!&ar!eit,  t>on  benen  ii)  ptx\M\i)  feit  einet  fo  großen 
9lei:^e  üon  ^al^ren  für  ©ie  erfüllt  bin,  fonbern  e^  fd^ien  mir  anä) 
in  bcr  9^Jatnr  ber  ®aä)t  p  liegen^  ba§  ein  Snd^,  ba§  bagu  U^ 
ftimmt  ift,  Beizutragen  ber  neueren  ©eontetrie  bie '  i^r  gebül^renbe 
23erü(Jft(^tigung  unb  SSerbreitung  p  i^erfd^affen ,  i^l^ren  Spanten  an 
ber  (Bpxi^t  trage.  ®enn  nid^t  nur  l^aben  @ie  bie  Oreuäen  biefe^ 
gmeigeg  ber  ©eontetrie  tpefenttii^  ertx>eitert,  fonbern  aud^  ba§  ßon 
;S^ren  SSorgängern  auf  biefent  ®ebiete  ©eleiftete  in  ein  nad^  aßen 
aiii^tungen  tr)ol^Igefügte§  ®t)ftent  gebrad^t.  2ßa§  ben  erften  "ipunft 
betrifft^  fo  fei  l^ier  nur  bie  eine  folgenrei^e  ®ntbedEung  ^eroorgel^o^ 
ben,  bur^  toel^e  ba§  imaginäre  ber  ©eontetrie  in  einer  äöeife 
eingefügt  mürbe,  ba^  man  füglid^  :^infic^tlid^  ber  ©oibenj  unb  ®i^ 
c^er^eit  in  ber  Sel^anblung  be^  imaginären  ber  ©eometrie  nun 
ben  SSorrang  oor  ber  3lnalt)fi§  einräumen  lann.  Sag  ben  2ten 
^un!t  anlangt  f  fo  ift  nxi)t  genug  ^eroorju^eben  unb  auäuerfennen, 
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mtijtn  ®ett>ttttt  bte  fijftentattfd^e  ©tttottflung  ber  neueren  ®eo^ 
ntettte  an§  htx  !onfequent  butd^gefü^tten  ©d^eibung  beffen  gejogen 
1)atf  wa^  ber  ®eometrte  ber  Sage  b.  1^.  ben  allgemeinen 
ßagenüer^äUntffen  ber  geometrtfd^en  ®eWlbe  unb  beffen,  tva^ 
in  ba§  (55e6iet  ber  ®rö§ent)erpltniffe  gel^ört.  Qtdax  ^at  fd^on 
^oncelet  bnri^  ben  Siter  feinet  epod^emad^enben  SBer!e§  sur 
les  proprietes  projectives  des  figures  biefen  fpecififd^en  Untere 
fd^ieb  angezeigt,  a6er  tr>eber  er  nod^  feine  S^ad^f olger  l^aben  biefen 
Unterfd^ieb  feft  int  5lugc  p  behalten  für  tüünfd^en^tx)ert]^  ober  not^== 
tpenbig  gefunben.  SBenn  id^  felBft,  ba§  fei  mir  nod^  erlaubt  ^ier 
anpfügen,  biefen  Unterfd^ieb  aud^  im  l.  Z%  ber  nad^folgenben 
®d|rift  nid^t  fd^arf  aufredet  erl^alten  l^abe,  fo  gefd^al^  biefen  getoi^ 
ni^t  au^  35er!ennung  feiner  ffiebeutung  für  bie  f^ftematifd^e  ^nU 
mdflung,  fonbern  toeil  ber  Smedf  biefer  ©d^rift  felbft,  toeld^e  ia 
jeigen  foü,  me  überaus  frud^tbar  biefer  gmg  ber  ©eometrie  ge:= 
rabe  bei  räumlid^en  Unterfuc^ungen  überl^au))t  fid^  ertoeife,  auf 
eine  berartig  abmeii^enbe  SSe^anblung  l^intneifen  mu^te. 

erlangen,  ben  15,  5!l^}r«  1867. 
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^te  neuere  ©eometrte,  mte  fie  t>on  ^oncelet  gegrünbet,  i)on 
@t einet  unb  Slnberen  fortentetdfelt  unb  t>on  t>.  ©täubt  ju  bem 
in  fi(^  gef^Ioffenen  unb  t»ottenb.eten  @t)[tem  feiner  (Seometrie  ber 
Sage  au^geWlbet  unb  gleid^fant  üoßenbet  tnurbe,  n^ar  feit  melen 
Saluten  meine  8ie6Iing§befd^äftigung,  unb  xi)  1:)atk  mxi)  getnö^nt, 
!einen  ®a|,  tneld&er  aUgemeine  8agent)erl^ältniffe  ber  (Seßilbe 
Ifter  unb  2ter  Drbnung  betraf,  anzutreffen,  oI}ne  für  i^n  bie 
rid^tige  ©teile  in  ber  neueren  Geometrie  au^gemittelt,  b.  1^.  o^m  ben 
aügenieinen  ^Sai^  am  beut  ®eBiete  ber  neueren  ©eontetrie,  t>on 
bem  er  aU  6efi?nberer  g^aß  erfc^eint,  ermittelt  unb  bemiefen  gu  ^aben. 
®ie  auffaltenbe,  mir  faft  unerflärlid^e  ©rfi^einung,  baß  bie  neuere 
Geometrie  fo  f:pärlid§en  (Eingang  in  mat^ematifd^en  Sreifen  fanb, 
l^at  mid^  beftimmt,  bie  Slefultate,  n^elij^e  ficE)  ber  2lrt  bei  mir  an^ 
gefammelt  ^^atten,  bur^  ben  S)rutf  ju  J^eroffentlid^en ,  um  fo  mel 
an  mir  lag,  bie  Slufmerffamfeit  auf  einen  matl^ematifd^en  Qmx^  ju 
tt>enben,  beffen  Sultiöirung  für  mid^  fd^on  feit  fo  lange  eine  reid^e 
Quelle  toiffenf(^aftIid^en  ®enuffe§  geworben  toar.  @§  ift  nid^t  ju 
t)er!ennen,  ha^  in  neuerer  3^^^  ^^^^f^^  S^^^  ^^^  matl^ematifd^en 
©iffenfd^aft  mel^r  unb  tfieilne^menber  in  Angriff  genommen  ju  n)et== 
ben  fd^eint,  toie  xä)  benn  überl^aupt  überzeugt  bin,  ia^  bie  luf^ 
nal^me  ber  neueren  (Seometrie  in  bie  l^öl^eren  ©d^ulen  eine  ebenfo 
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fegert^ret^e  ate  not^tücnbige  tft;  x$)  fettft  ^aU  bte  ^tx  etnfi^lägtgen 
2(t6etten  Ü)txU  nx^t  tietfolgen  !önnen,  Ü)dU  ntd^t  t>etfoIgen  tDoIten, 
um  nt(^t  in  SScrfui^ung  ju  getat^en,  mein  fd^on  tr)iebet^olt  umge^ 
atfceitete^  SÄanufW^t  nmäuänbetn. 

3Ketnen  utf:ptüngli(i^en  $Ian,  filo^  bie  3lntt)enbungen  bet 
neueren  Geometrie  auf  bie  Untetfud^ung  aügemetnet  ßagenüet^ält^ 
ntffe  geometrif(^er  (Sebilbe  pfammeuäufteKen^  unb  bei  ben  33etr>eifen 
mid^  auf  t>.  (S>tanhV§  ©eometrie  bet  Sage  unb  'ißaulu^  neuere 
©eometrie  p  bejiel^en,  l^abe  id^  Balb  aufgegeben  unb  fo  tt)urbe  benn 
aui)  bie  f);)ftemattfc^e  ©ntinidEIung  ber  neueren  Geometrie  biefen 
StuiDenbungen  afe  I.  '^.  i)orau§gefd^idft. 

SBa§  bie  3lufgaben  unb  ^t^x\&%t  be§  IL  S^eile^  anlangt,  fo 
finb  mit  tnenigen  Slu^na^men  bie  Setreife  t)on  mir,  'voa§>  au§  il^rer 
®ntfte:^ung  fic^  erüärt,  in  fo  ferne  fxe  urfprüngli(^  blo^  gu  meiner 
Hebung  ober  gu  meinem  3Sergnügen  für  mid^  äufammengefteßt 
tourbeu;  biefelbe  ©ntfte^unggtoetfe  erttärt  e§  aud^,  toe^toegen 
bei .  einjelnen  ^ert>orragenben  ®ä|en  toeber  ber  Ort  no(^  ber 
Slutor,  bem  ber  betreff enbe  @a|  entnommen  ift,  genannt  ift, 
aud^  bin  id^  felbftänbig  p  einer  großen  Slnja^I  biefer  ®a^e 
gelangt,  ol^ne  fie  gelaunt  gu  l^aben,  toie  biefe  Erfahrung  lieber 
gemad^t  ober  mad^en  toirb,  ber  ftd^  eingefjenb  mit  neuerer  (Geometrie 
befd^äftigt.  ^i)  glaube  aud§,  ba§  in  biefem  93ud§e  nod^  einige  in^ 
tereffante  neue  @ä|e  enthalten  fein  toerben,  tote  too^I  bei  hem  äJfangel 
an  geometrifd^en  Süi^ern  unb  Journalen,  iÄ  mi^  "hierin  aui)  t'äu^ 
fc^en  Ißnnte,  toie  ic^  benn  über^au:pt  toef entließ  nid^t  auf  bie  ®ä^e 
felbft,  [onbern  auf  bie  SSetoei^art  unb  auf  bie  geometrifi^e  ®ru:p^ 
pirung  in  bie  biefelben  oom  ©tanb^unfte  ber  neueren  (Geometrie 
an^  gebracht  mürben,  ba§  §auptgetoid^t  lege. 
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lum  ®(^lu§  toixh  ber  Sejer  gebeten,  bte  uad^folgenb  jufam^ 
meuöeftellten  finnprenben  ©rudffel^ler  forrtgtren  ^u  tüoUen.  @te 
finb  nö(^  fielen  geblieben,  ba  ber  3Serfaf|er  nt^t  nnr  alle  Äorreftn^ 
ren  unb  Df^et>tftonen  felbft  ju  beforgen  l^atte,  fonbern  aud§  bte  j^i^u^ 
ren  jelbft  jeii^nen  mugte,  2  Sefc^äftigungen,  bte  i^m  gleichmäßig 
fremb  töaren. 
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§.  1.    Elemente  unb  ©rttubgeBilbc. 

1»  S)er  unbegreuäte  Staum,  ber  Äor:per,  bie  gläd)e,  bie 
Sinie,  ber  ^un!t,  ftnb  bie  ©runbbeörtffe,  auf  wel^e  jebe  geome= 
tvif(^e  a3etrad)tung  Ba[irt  ift. 

5)en  Staunt  beulen  tx)ir  un^  unenblid^  nai^  aCen  9^i(^tungen. 

S)er  Äi)r))er  ift  ein  t^oöftäubig  begrenzter  Z^dl  be^  Stauntet; 
feine ©renjen  fiubSläd)eu;  bte@reuseu  ber  gldd^en  finb  Sinien; 
bie  ©renjen  ber  Sinien  finb  fünfte. 

2ßir  fagen  i)om  fflaum  ober  t)om  ^ßr^er,  er  fei  räumli(^ 
auj^gebel^ut  nad)  3  S)imenfionen,  nad)  ber  §ö^e,  ber  S3reite  unb 
ber  Sänge.  Sie  gläi^e  ift  aui^gebe^nt  nac^  2  ©intenfionen ,  ber 
aSreite  unb  Sänge,  tt)äl)renb  t^re  Slu^bel^nung  nad^  ber  3ten  S)i^ 
menfion  unenbli(^  flein  ift;  bie  Sinie  ift  au^gebe^nt  nur  mä) 
lS)imenfion,  ber  Sänge,  ti^ä^renb  il)re  2lu!^be:^nung  na(^  ben  bei=^ 
ben  üMgen  ©imenfionen  unenblid^  !Iein  ift;  ber  ^unft  enblic^ 
ift  bai6  räumtic^  unenblic^  kleine  nad^  aüen  ©intenfionen. 

2»  Unter  ben  Sinien  l^ebt  \iä)  für  bie  geometrif(^e  SSetrad^^^ 
tung  afö  fcefonber^  ti)i(^tig  bie  gerabe  Sinie  ober  ©erabe  l^er- 
i)or,  gegekfx  b.  1^.  c^arafterifirt  burd)  ben  33egriff  ber  3t ic^ tung, 
teffen  geometrifc^e  Sarftellung  fie  ift.  SSon  einem  fünfte  A  nai^ 
einem  anbereuB  üinnen  toir  nn^  nur  eine  einzige  9^i(^tung  beulen, 
burd)  2  ^un!te  gibt  e;^  ba^er  blo§  eine  einzige  ©erabe,  ba^er  2 
i)erf($iebene  »©erabe  l)oä)\kn^  1  ^unlt  mit  einanber  gemein  ^aben 
lönnen. 

SBie  bie  ©erabe  unter  ben  Sinien,  fo  erf($eint  bie  ©Bene 
unter  ben  S^i^^tt  cil^  befonber^  tx)i(^tig ;  eig  ift  biejenige  %V(xä)t,  in 
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mlä)QX  xtaä)  allen  9iid)tungen  ^in  ©erabe  \iä}  stehen  laffen,  bte 
ganj  in  tl)r  liegen,  ©ine  ©erabe,  bie  bal)er  mit  einer  ©bene 
2  fünfte  gemein  l)at ,  liegt  ganj  in  il)r ,  nnb  eine  ©iene  ift  alfo 
bnrd)  3^unöe  ABC,  bie  ni(^t  in  einer  ©eraben  liegen,  i)olt[tan= 
big  6e[timmt,  benn  bnrcE)  2  fünfte,  'vok  BC,  la^t  fi(^  eine  anf 
beiben  Seiten  in^  Unenblid)e  [ic£)  erftrecEenbe  ©erabe  jie^en  bie  ganj 
in  bie  @bene  fäGt,  nnb  burd)  leben  Sßnnft  biefer  ©eraben  nnb  A  ift 
tt)ieber  eine  ©erabe  beftimmt,  bie  ganj  in  ü)x  liegt  2  (Sbenen  !ön- 
nen  bal)er  l)ö(^|ten!3  atte  fünfte  einer  ©eraben  gemein  I)aben« 
2  (Sbenen,  tDelc^e  1  ^nnlt  gemein  ^abtn,  f(^neiben  einanber  in  einer 
©eraben,  benft  man  fii^  nämlic^  buri^  ben  gemeinji^aftlii^en  ^i^unlt 
beiber  eine  ©erabe  gebogen,  bie  blofe  in  einer  ber  beiben  ©benen  liegt, 
fo  erftredt  fi(^  biefe  auf  beiben  ©eiten  ber  anberen  in^Unenbli(^e, 
lebe  ber  beiben  ©benen  erftrecft  fid)  bal)er  auf  beiben  Seiten  ber 
anbem  ing  Unenblid)e,  ii^orau^  unmittelbar  folgt,  ba§  beibeföbenen 
meljr  al^  einen  ^unlt  gemein  l)aben  muffen, 

3,  Ser  nnenblid)e  3laum  faßt  in  fi(^  unenbltc^  i^iele  ©benen, 
nnenblic^  i^iete  ©erabe  unb  unenblid)  i)iele  ^unlte,  3)ie  ©bene  ent- 
t)ält  unenblid)  t)iele  ©erabe  unb  nnenblii^  üiele  ^imöe.  Surc^ 
einen  $un!t  ge^en  unenblid)  t)iele  ©erabe  unb  unenbli(^.  t)iele 
©benen,  ^n  einer  ©eraben  liegen  unenblic^  i^iele  fünfte  unb  burd) 
eine  ©erabe  laffen  fii^  unenblic§  i^iele  ©benen  legen,  S)en!t  man 
fic^  ber  2lrt  SRaum'*,  ©bene,  ^un!t,  ©erabe  aU  S^räger  ober  ate 
geometrtfd)en  Ort  a'Uer  in  il)nen  liegenben  ober  buri^  fie  ge^^enben 
©benen,  ©eraben  unb  fünften,  fo  finb  fie  felbft  geometri|d)e  ©e- 
bilbe,  bie  aK  au^  ©lementen  jufammengefei^t  ju  betrad)ten  finb, 

3)iefen  ):oic§tigen  Uuterf d)ieb  Ijat  bie  neuere  ©eometrie  anä)  in 
t^^re  Terminologie  eingefül)rt:  ©ie  nennt  nämlid^  ben  ^^begriff 
aUer  im  unenbli(^en  Sftaum  entl)a(tenen  ©benen,  5ßun!te  unb 
©eraben  ein  räumlid)e^  ©  ^ftem;  afö  ©lemente  eine^g räum- 
lichen ©^ftem^  erjd)einen  bemnac^  ©benen,  fünfte  unb  ©erabe, 
©ie  nennt  ben  S^begriff  alter  in  einer  ©bene  entf)altenen  fünfte 
unb  ©erabe  ein  ebenei^  ©eti^ebe;  atö  ©lemente  einest  ^bzmn 
©etDebeig  erfd)einen  alfo  fünfte  unb  ©erabe,  ©ie  nennt  ben  S^be^ 
griff  aEer  burd)  einen  5[5un!t  gel)enben  ©benen  unb  ©eraben,  einen 
©tral)lenbünbel;  afö  ©lemente  einest ©tral)lenbünbel^  erfd)et? 
nen  bal^er  ©benen  unb  ©erabe.     ©en  ^unö  burd^  ben  aße  @te^ 
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ntente  0et)en,  nennt  fte  (Sentrum  be^Bünbefö.  ©te  nennt  benStite^ 
griff  aller  bnri^  eine  ©erabe  gel^enben  (Sbenen,  @l)enen'6üf(i)el 
nnb  jene  ©erabe  beffen  31  x^»  (Slemente  beg  (gBenenl)iifd)ete  finb 
©benen.  ®te  nennt  ben  S^begriff  aller  in  einer  ©eraben  liegenben 
^nntte,  ein  gerabe^  ©efcilbe*  ©lentente  beg  geraben  ©ebilbe^ 
finb  5ßnn!te, 

S)a  fe:^r  i)änfig  bie  25etra(^tnng  aller  berientgen  ©eraben  eine^ 
©tral)tenbünbe§ ,  wetd^e  gn  gleii^er  ^dt  in  einer  (Sbene  liegen, 
'om  S5ortt)eil  i[t ,  fo  ^at  auä)  §iefür  bie  nenere  ©eometrie  eine 
befonbere  33ejei($nnng  afö  für  ein  nene^  geometrif($ej§  ©ebilbe  ein^ 
gefül)rt, 

©ie  nennt  ben  ^ttiegriff  aller  ©eraben  einer  ©Bene,  bie  bnr(^ 
einen  ^nnlt  gelten,  ©tral^lenbiift^el,  beffen  SiJlittel^nnö  ekn 
biefer  ^unÖ  l^eißt;  ©lemente  eine^  ©tral)lenbiif(J)efö  finb  ©erabe. 

Sitte  biefe  6  fotx)eit  nät;er  d)ara!teriftrten  geometrif^^en  ©ebilbe 
nennt  man  geometrtfc^e  ©rnnbgebilbe. 

S)er  nnenblid)e  Dtannt,  bieföbene,  bie  ©erabe  Ijei^en  bie2:ra== 
ger  ber  3  in  i^nen  entf)altenen  ©runbgeBilbe :  Uß  ränmltc^en 
(St)ftem^,  ebenen  ©ett^ebe^,  unb  geraben  ©ebilbe^.  ^ei  ben  3  anbern 
©rnnbgebilben  bem  ©tra^lenbiinbel,  ©tra^lenbüfc^el  nnb  ©Benenn 
büf($el  ^at,  n)ie  ft^on  eben  angeführt,  bie  nenere  ©eometrie  eine 
befonbere  Sejeii^nnng  feftgefefet  für  ba^  (Slement,  bnrii)  ba^  alle 
©lemente  be^  ©rnnbgebilben  gel)en,  namltt^  Sentrnm  nnb3l):e,  SBir 
tüerben,  tx)enn  tx)ir  i)on  ©rnnbgebilben  im  2lffgemeinen  f^prei^en  ben 
2lnnbrn(S  „Xrager''  auä)  in  biefen  le^tern  3  gätten  nn^  ju 
gebrani^en  erlauben,  ba  eine  Unöerftänblid)Mt  babnrc^  ni(^t  tt)o^l 
entftel^en  lann. 

4,  (gin  ©tra^lenMnbel  erfüllt  mit  feinen  ©tral)len  ben  gan= 
jen  nnenblid)en  3ftanm  i^ollftanbig,  ber  Slrt,  ba§  bnr(J)  ieben  ^nnft 
be^  a^laume^  auf3er  bem  Zentrum  ein  einziger  ©tral)l  be^  SJünbefö 
ge:^t,  3fi  nämlic^  S  ba^  ©entrnm  nnb  A  ein  au§erl)alb  be^felben 
liegenber  ^unö,  fo  ift  bnri^  biefe  beiben  ?ßunfte  eine  ©erabe  nnb 
fomit  ein  ©ral)l  be^  Snnbefö  beftimmt,  ba  jebe  hmä)  S  ge!)enbe  ®e= 
rabe  ber  @r!tärung  nac^  ein  ©tral)lenelement  be^Sünbete  barftettt 

©anj  auf  biefelbe  Söeife  ftnbet  man,  ba§  ein  (Sbenenbüfc^el 
mit  feinen  (Slementen  ben  unenblid)en  3ftaum  ^ottftänbig  au^füttt 
ber  2lrt,  ba|  huxä^  jeben  5pun!t  au^er  ber  3l^e  eine  einjige  ©bene 
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ge!)t,  unb  ba^  ein  (StraI)IenBüfc^el  mit  feinen  ©tral^Ienelementen  fei= 
nen  S^räger  DoIIftänbtg  au^fiifft,  ber  2lrt,  ba^  burd^  jeben  ^un!t 
au^er  bem  Zentrum  ein  ©trat)!  ge{)t. 

§at  man  in  einer  ©Bene  einen  ©trat)Ienbnf(^el  mit  bem 
gentrnm  P  nnb  ein  gerabejg  ©ebilbe  mit  bem  S^räger  Q,  \^oM  P 
fein  ©lement  t)on  Q  fein  \oU,  \o  gef)t  offenbar  bnrc^  iebei^  ^nn!t== 
element  i^on  Q  ein  ©tra^lenelement  i)on  P,  einen  einzigen  ©tra^l 
aufgenommen,  tDel4)er  in  Q  feinen  ^un!t  finbet,  burc^  ben  er  ge^t, 
unb  biefe^  tft  berjenige  ©tra^l  be^  23üf(^ete  P,  tt3el(^er  mit  bem 
S:räger  Q  :parallel  läuft.  J)a  biefeig  i)on  jebem  geraben  ©ebilbe  unb 
t)on  {ebem  ©tra^lenbüfi^el  berfelben  ©bene  gilt,  toenn  fie  nur  ber 
obigen  ®ebingung  entf:prec^en ,  unb  ttjir  in  einer  anbern  ßbene, 
tx)el(^e  bie  erfte  f(^neibet,  biefelben  ißetrac^tungen  in  SSejug  auf  bie 
i^erfi^iebenen  (Stra{)lenbüf(^el  unb  ba^jenige  gerabe  Oebilbe,  tx)el(^e^ 
in  ber  ©(^nittlinie  Beiber  liegt,  aufteilen  !önnen,  fo  folgen  "^ier 
folgenbe  2  ti^ii^tige  ^un!te. 

1)  OBti)o{)l  bie  ©lemente  eine^  ©tra^lenbüfc^el^  fott3ol)l  al^ 
eine^  geraben  ©ebilbe^  in  unenbli(^  großer  2lnjal}l  t)orI)anben  ftnb, 
fo  f)aben  bo(^  1)  alle  geraben  ©ebilbe  unb  2)  ebenfo  alle 
(5tra^lenbüfd)el  unter  \iä)  genau  glei(^t)iele  ©lemente 
unb  3)  ieber  ©tra^lenbüf (^el  l)at  genau  ein  (Straljlen- 
element  mel)r  aB  jebe^  gerabe  ©ebilbe  ^unftelemente 
l^at  Setrac^tet  man  ebenfo  ein  gerabe^  ©ebilbe  unb  einen  (Sbenen^ 
büf(^el,  tüobei  ber  Sräger  be^  erfteren  in  feinem  (Sbenenelemente  bei^ 
le^teren  liegen  barf,  unb  betrad)tet  man  no(^  fc^lieglic^  ebenfo  einen 
©tral)lenbüf(^el  unb  einen  @benenbüf(^el,  tDobei  ha^  Kentrum  be)8 
erfteren  in  ber  2l):e  be§  jtrieiten  liegen  foK,  o^ne  ba§  ber  S:räger 
beiS  erfteren  ein  ©lement  be)8  letzteren  ift,  fo  finbet  man  gan^  auf 
biefelbe  SBeife  nod)  folgenbe  @runbtDal)r^eiten:  4)  alle  @benen  = 
büfd)el  l}aben  glei(^  t)iele  ©lemente,  5)  Jeber  ©benen- 
iüf(^el  ^at  genau  fot)iele  ©lemente  aB  Jeber  ©tral)^ 
lenbüfc^el,  6)  jeber  ©benenbüfc^el  l^at  genau  1  @le^ 
ment  mel)r  ali8  ein  gerabeig  ©ebilbe, 

©iefe!^  fü^rt  un^  ju  bem  eigentlichen  3^^*  ^^^  ©ntti^tölung 
bief er  Stummer :  bie  neuere  ©eometrie  t^^eilt  jebem  geraben  @e^ 
Silben  in  unenbli(^er  ©ntfernung  ein„unetgentlic^e^" 
^unftelement  ^u,  inbem  fie  fagt,  2  ^araüeUinien  fc^netben 
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\iä)  in  einem  nnenblii^  fernen  ^nn!te.  ©enfen  tt)tr  nnö 
bei  ber  obigen  35ergleid)ung  ber  ©lementen^al)!  i)cn  gerabem®ebilbe 
nnb  ®tra{)lenbüf(i)el  einen  ©tral)l  be^23üf($eB  huxä)  [tetige  £)rel)nng 
dlmä^lii^  bnrd)  aGe  ^nnltelemente  be^g  geraben  ©ebilbe^  \xä)  betx)e' 
gen,  nnb  jtt^ar  ba^  eine  Wol  bur(^  eine  ©reljnng  t»on  red^t^  nac^ 
lin!^,  ha^  anbete  ?!KaI  bnr(^  bie  entgegengejefete  ©rel)nng  t)on  lin!^ 
na(^  re(^t)^,  fo  ift  jn  erfennen,  baß  bajg  nneigentli(^e  ^nnftelentent 
fotx)oi)l  lin!^  im  Unenblid^en  afö  re(i)t)g  im  Unenblid)en  angenommen 
tijerben  mn§  b.  1^.  }ebe)6  gerabe  ©ebilbe  f(i)lie6t  fic^  im 
Unenblid^en  jn  einer  gefdjlojfenenSinie  in  il)rem  einen 
nneigentlic^en  ^nnftelemente  jnfammen,  eine  gerabe 
Sinie  ift  m^  bief er SSorfteünng gleid^f am  ein^rei^  i)on  nnenb== 
li(^  großem  §albmeffer. 

£)ie  33e!§an))tnngen  bie  oben  nnter  3.  unb  6.  anfgefteüt  tonr= 
ben,  muffen  nnn  offenbar  baljin  abgeänbert  derben,  ba^  aKe  gera^ 
ben  ©ebilbe,  alle  ®tral)lenbiifd)el  nnb  alle  ©benenbüfc^el  genan 
gleich  i)iele  (Slemente  entl)alten. 

©teilen  n)ir  eine  ä^nli(^e  SSetrac^tnng  mit  ben  Elementen 
zim^  ebenen  ©eii;)ebe6  nnb  eine^^  ®tral)lenbünbel^  an,  fo  gelangen 
tx)ir  anf  biefelbeSSeife  jn  ben  nneigentlic^en  ©lementen  eine^g  ehtmn 
©etoebei^,  benn  wenn  für  jebe  ©erabe  ein  nneigentlii^e^  ^nnltele- 
ment  in  3lnf^rn(^  genommen  toirb,  fo  mnfe  not^ti:)enbig  ein  ebene)3 
©etoebe  ebenfaK^  fold)e  nneigentli(J)e  Elemente  l)aben,  33etra(^ten 
toir  jn  biefem  ^\ozä  einen  ©tra^lenbünbel ,  beffen  (Sentrnm  anßer^^ 
l^alb  bej^  jn  betrac^tenben  ebenen  ©ettiebei^  liegt,  fo  gel^t  Jeber  ©tral)l 
bei§  33ünbel)8  bnrc^  ein  eigentlid)e^  ^nnftelement  be)3  ©etoebe^  mit 
Slni^na^^me  aller  ©tral)len  be^  ©tral)lenbüfc^efö ,  ber  in  ber  (Sbene 
beig  @tral)lenbünbel)a  liegt,  bie  mit  bem  2^räger  beig  ebenen  ©eti:)e^ 
be!8  ))araEel  ift  äöä^lt  man  aber  in  bem  ebenen  ©etx)ebe  eine  ©e- 
rabe  P,  bie  felbft  mit  einem  ©tral)l  P  be^  ertoäl)nten  S3üfd)el)8 
:paraM  ift  (nnb  für  febe  ©erabe  be§  ebenen  ©e^i^ebeig  giebt  e^  gerabe 
einen  foli^en  ©tra^l  beig  ®üf(^ete),  fo  entl)ält  P  nnb  alfo  anc^ 
ba^  ebene  ©ettiebe  ein  nneigentli($e^  ^nnltelement,  ba^  bem  @tral}l 
P  ebenfalls  angeprt 

§ieran^  folgt  ebenfo  toie  oben  ©*4:  1)  SlUe  ebenen  ©etoebe 
l)aben  glei(^  i)iele  ^nnftelemente,  2)  alle  ©tra^^lenbünbel  l)aben 
gleid^  i)iel  Stral^lenelemente,  3)  bie  2lnjal)l  ber  ^nnttelemente  einei^ 
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ebenen  ©ett^eBe^  t[t  genau  aletc^  ber  3lnja^l  ber  ©traf)'lenelemente 
einei^  ©tra^lenbixnbefe ,  4)  bte  unetgentli(^en  ^unöelemente  etne^ 
ebenen  ©etDebe^  ftnb  in  berfelben  älnjal}!  i)orI)anben  aU  bie  ©tral)= 
len  eine^  ©trai)len6njcE)efö. 

Betrachten  'voix  alle  (Sbenenelemente  eine^  6tral)len6nnbefö, 
fo  ji^neibet  iebeßbene  be^felben  ba^  ebene  ©etöek  in  einem  eigent- 
lichen ©tral)lenelement  mit  2ln^nal)me  iDer  einzigen  (Sbene  be)g  ffiün- 
beB,  vodä)^  mit  bem  &äger  be^  ebenen  @etx)ebe)6  :paral[el  tft,  nnb 
in  ber,  tt)ie  fo  eben  gefunben,  fämmtlii^e  nneigentlid)e^un!telemente 
be^  ebenen  @etx»ebe^  liegen.  S5a  nun,  ^enn  2  (Sbenen  eigentlidje 
^unftelemente  gemein  l)aben,  biefe  immer  in  einer  ©eraben  liegen, 
fo  Jönnen  ^ir  in  feinen  2öiberf^ruc^  geratl)en,  ^enn  toir  fagen: 
bie  uneigentlid^en  ^unÖelemente  eine^  ebenen  @e\t)ebe^  liegen  in 
einer  uneigentli(f)en  ©eraben,  §ierau^  folgt  nun  ferner :  1)  atte 
ebenen  ©e\t)ebe  l)aben  gleii^  i^iele  ©tral^ilenelemente  (barunter  1 
uneigentli(^e^)  /  2)  aöe  ©tra^lenbünbel  l)aben  gleid)  i)iele  ©benenn 
elemente ,  3)  bie  3Inja^l  ber  (Stral)lenelemente  eine^  ebenen  @^\^^- 
be^  ift  genau  gleii^  ber  2lnjal)l  ber  ©benenelemente  eineg  ©traljlen^ 
bünbefö,  ©a  in  ieber  ©bene  unb  in  jeber  ©eraben  ein  uneigent^ 
li($e^  ©tral)len:=  unb  ^unltelement  ent^^alten  ift,  fo  fann  man  fc^lie^^ 
li(^  fragen,  it)ie  oiele  uneigentlic^e  ^unÖ^  unb  ©tra^^len^  unb  ©be^ 
nenelemente  ein  räumlid)e^  ©t)fiem  enthalt.  Betrachten  toir  p  bie^^ 
fem  ^votäe  einen  beliebigen  ©tra^lenbünbel ,  fo  bat  jeber  ©tral)l 
be^felben  mit  bem  räumlichen  ©t)ftem  ein  einjige^  unetgentlic^eg 
^unltelement  gemein  unb  auf^er  biefen  !ann  ba^  räumlidje  ©i)ftem 
fein  uneigentlic^e^  ^unftelement  entl)alten,  benn  U)dre  j,  39.  haß 
uneigentlid)e  ^unftelement  i^on  einer  ©eraben  P,  bie  nicit  jum 
Biinbel  gel^ört,  noc^  i^orljanben,  fo  Mrbe  ber  (3tral)l  be^  Siinbete, 
ber  mit  P  :parallel  ift,  [a  ba^febe  uneigentlid)e  ^unltelement  ent=^ 
'galten.  33etrad)tet  man  ferner  bie  ©benenelemente  bej8  Bünbefö  fo 
l)at  iebe  mit  bem  räumlichen  ©t)ftem  ein  uneigentlic^eig  ©trabten^ 
element  gemein,  unb  au^erbem  lann  bai8  räumliche  ©t)ftem  feine 
uneigentlic^en  ©trablenelemente  cntlialten,  benn  toäre  ba^  uneigent^ 
lid)e  ©tral)lenelement ,  ber  nic^t  jum  ffiünbel  gel)örigen  ©bene  P 
ein  folcSe^,  fo  toürbe  bie  ju  P  iparallele  ©bene  P  beig  Bünbete  ba^- 
felbe  entbalten. 

®a  im  galle  blo§    eigentlid)e  Elemente   in  Setraci)t  fom= 
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men,  ber^n^egrtff  ber^ßunfte  unb  ©tra!)ten,  tt)el($e  mit  einer  ®era^ 
h^n  nur  einen  ^un!t  gemein  l)aben,  unb  bte  mit  jeber  ®ene  [tet^ 
eine  nnb  nur  eine  ©erabe  gemein  ^aben,  eine  ©Bene  i[t,  fo  ^aBen 
tt)ir  feinen  2ßiberf:pru(^  ju  Befüri^ten,  tx)enn  \t^ir  annehmen,  ba§  aKe 
uneigentlic^en  ^^un!t=:  unb  ©traljlenelemente  eine^  räumlid)en  Qt)^ 
[tem^  in  einer  uneigentlid)en  @bene  liegen* 

SBaig  ben  großen  SRui^en  Betrifft,  ben  bie  (ginflx!)rung  biefer 
uneigentli($en  Elemente  betrifft,  jo  tr>irb  ber  weitere  3Serlauf  felbft 
hierüber  genügenb  2luff(f)lu^  geben,  wag  aber  bie  ißerec^tigung  ju 
i^rer  ©infü^rung  anlangt,  fo  mögen  fie  t>ortäuftg  blo§  ate  S^eben^- 
arten  ober  llmfc^reibungen  ber  bigi)erigen  23egriffe  oon  ^parallel 
fein  iz.  betrachtet  werben,  bie  ^u  gebrau(^en  fo  lange  ni(^t  oer^ 
we^rt  werben  &nn,  aU  ni($t  bie  @ntwic£lung  felbft  baburc^  auf 
2Biberf:prfl(^e  geleitet  Wirb. 

5.  SBir  wenben  unsS  ju  einer  näheren  9lngfü^rung  beffen, 
wag  in  ber  legten  Stummer  über  bie  Slnja^l  ber  ßiemente  ber  t)er^ 
fi^iebenen  ©runbgebilbe  fcl)on  gefagt  worben  i[i 

35erftel)en  Wir  unter  u  bie  unenblic^  gro^e  ^ai)l ,  welä)e  bie 
3lnja^l  ber  eigentlichen  ?ßun!telemente  eineg  geraben  (Sebilbeg  unb 
bal)er  auc^  ftetg  getrau  benfelben  2öertl)  barfteßt,  fo  l)at  fid^ 
fc^on  in  ber  legten  Plummer  bag  Slefultat  ergeben,  baJ3  bie  2Injal)l 
ber  ^xmäelemente  eineg  geraben  Oebilbeg  "^0 ,  ber  ©tral)lenelemente 
eineg  ©tral)lenbüfc^elg,  ber  ©benenelemente  eineg  (gbenenbüfc^efö 
genau  u  +  1  finb.  Um  bie  2lnjal)l  ber  ^unftelemente  eineg  ebenen 
®tvo^bt^  ju  ermitteln,  waf)le  man  einen  ©tral^lenbüf($el  berfelben 
©bene;  Jeber  ^unlt  beg  @^xo^b^^  mu§  in  irgenb  einem  ©traljl  beg 
Süf(^efö  liegen  unb  bur(^  leinen  ^unft  beg  ®t\^^i>t^  gel)t  me^r 
wie  ein  ©tra'^l  beg  Süfc^efö  mit  Slu^na^me  beg  (Sentrumg  iuxä) 
ben  u  +  1  ©trauten  gel)en,  ,  Setrac^tet  man  ba^er  äffe  (Stral)len 
beg  23üf(^efö  afö  gerabe  ©ebilbe  bereu  fämmtlid^e  fünfte  man  ju^ 
fammenjä^lt  unb  bebenö  man,  ba^  bag  Zentrum  ein  gemeinfdjaft^ 
lii^eg  (Slement  affer  u  +  1  (Strahlen  ift,  fo  finbet  man  alg  genaue 
3a^l  für  bie  ^unftelemente  eineg  ebenen  ®tvo^bt^  (u  + 1) .  (ii  +  1) 
—  n  b*  ^  u^  +  u  +  l**).     Um  bie  5lnjat)l  ber  (Stral)lenelemente 


*)  Unb  btefe§  gilt  auc^  für  ein  iineigentlid§e§  geraben  ©eBilbe. 
**)  S)a  bie  fünfte  eine^  ebenen  (SeireBe^  ekn  fo  t>iele  aU  bie  6tra^len 
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etne)8  efienen  ®ett)eBe^  ju  ermitteln,  tDa^Ie  man  ein  gerabe;^  ©efcilbe 
berfelben  ©bene;  jebe  @erabe  ber  @bene  mu^  buri^  einen  ^nn!t 
bei^felben  gelten  unb  leine  ©erabe  bej^  ebenen  (S^vozbz^  enti)ält  mei)r 
aU  einen  ^unlt  jeneig  geraben  ©ebilbe^  mit  Sln^^na^me  beig  Zxh 
ger^  beigfetten  ber  burd^  alle  u  + 1  fünfte  be^jelkn  ge'^t.  23etra(^= 
tet  man  bal)er  jeben  ^nn!t  be;g  geraben  ©eBilbe^  aU  ben  ?iJlittet 
:pnn!t  eine^  (Stral)lentiijd)efö  beffen  ©tral)len  in  bem  S^räger  be^ 
ebenen  -©eti^ebe^  liegen,  ja^lt  aUe  @trat)len  biefer  jämmtlii^en 
@tra{)lenbüj($el  jnfammen,  inbem  man  kröcffii^tigt,  baj3  ber  5:räger 
beig  geraben  ©eMbeiS  in  jebem  jolc^en  ©traI)lenMf(^el  Imal,  alfo 
al^  ©tra^l  beiS  ebenen  ©eti^teiS  u  +  Imat  al^  Clement  i^orfommt  ftatt 
Uo^  Imal,  fo  finbet  man  al^  3lnja^I  ber  (Stra^^Ienelemente  be^S 
ebenen  ®^vo^b^^  (u  +  1)  .  (u  +  1)  —  üb,  !),  u^  +  u  +  1. 

3uf.  ©^  ift  Ijiebei  jn  ieac^ten,  bafe  unter  ben  u  +  1 
©tra^lenbüf(^eln,  beren  SiJlitteI:pun!te  bie  u  +  1  ^unftelemente  besg 
geraben  ©eBilbe^  finb,  anä)  einer  fi($  ftefinbet,  beffen  S[Rittel:pünft 
ba)6  uneigentli(^e  ©tement  be^  geraben  ©eHlbe^  ift,  bie  ©tral}ten 
eineiS  folc^en  23üfc^eli8  finb  aüe  einanber  :paraGel ,  man  nennt  einen 
foli^en  ba^er  tt)ol)l  anä)  ^aranelftraI)IenBüfd)el  5)em  ent- 
f:prec^enb  nennt  man  einen  (Sbenenbüfi^el,  beffey  "äx^  eine  uneigent^^ 
lic^e  ©erabe  barfteßt,  unb  beffen  ©benen  ba{)er  alle  unter  ft(i)  pa- 
raM,  einen  ^araltelebenen^üft^el  unb  einen ©tra^lenMnbel 
beffen  ©entrum  ein  uneigentlii^er  $un!t  ift  imb  beffen  @tra{)len 
ba^er  aüe  ^parallel  finb,  einen  ^araIIelftrat)IenbünbeL 

Wlit  ber  3lnjal)l  ber  ^^un!t=^  unb  ©tra^lenelemente  eine^ 
ebenen  ©etx^eBe^  ift  bie  2ln^at)l  ber  ©trat)len  unb  ©benenelemente 
eineig  Stral^tenMnbel^  jugleic^  erlebigt,  ba  biefe  ^<xi)kn  nad^  4) 
entf:pre(^enb  einanber  gleicE)  finb, 

äBa^  nun  bie  ©lemente  einejg  räumli($en  ©^ftem^  anlangt, 
fo  i)erfä^rt  man  am  einfad^ften  alfo:  SBäl^lt  man  einen  beliebigen 
©trat)lenBünbeI,  fo  liegt  jeber  ^un!t  be^g  räumlichen  ®i)ftem^  auf 
einem  ®tral)I  be^  Sünbete,  unb  burd)  feinen  ^unft  be^  rdumlid^en 
©^ftem^  gel^t  me^r  afö  1  ©tral)l  mit  Slui^na^^me  be;?  ßentrum^, 
burc^  ba^  atte  u^  +  u  +  1  (Strahlen  gel^n,    ^älß  man  nun  alle 


eineö  ^txa^knbixnhtU  finb,    fo  gilt  biefe  3a^l    na^  4)  am^  für  bk 
^unÜekmente  eine§  uneiß entließen  ebenen  ®en?el6e^. 
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fünfte  bief er  u^  +  u  +  1  ®tTa!)len  sufammen,  unb  tebenö,  ba§ 
man  ba^  (Sentrum  ftatt  bei  aGen  u^  +  u  +  1  ©tradiert  nur  Bei  1 
mit  jä{)len  bnrfe,  fo  erhält  man  aU  Slnja^  ber  fünfte  eineg  räum^ 
li(^en©t)ftem^(u+l),(ii2  +  u  +  l)— (u2+u)b.^,u^  +  u2  +  u+l. 
Um  bie  2lnjal)l  ber  ©benenelemente  einei^  räumlii^en  ©l)ftem^  ju 
beftimmen,  voa^k  man  eine  ©bene;  jebe  (Sbene  be^  räumli(i)en  ©i)=^ 
ftem^  f c^neibet  biejelbe  in  einem  ©tra^le  bei3  in  ii)r  enthaltenen  ebenen 
©etüebe^.  2Bät)lt  man  bal^er  fämmtli(^e  u^  +  u  +1  ©tral^ten  bie^^ 
fe^  @etx)ebe^  aU  2l):en  i^on  (gbenenbüfd^eln ,  fummirt  aGe  (gbenen 
biefer  (Sbenenbnfc^el  jufammen,  inbem  man  bead)tet,  baß  ber2:räger 
aEer  biejer  3l):en  in  jebem  ber  n^  +  n  + 1  gbenenbüfd)el,  unter 
ben  ebenen  be)8  räumlichen  ©^ftem^  aber  nur  Imal  aU  ©lement 
enthalten  i[t,  fo  finbet  man  aU  3lnsal)l  ber  ©benenelemente  eine^ 
räumlii^en  ®^[tem^  (u  +  1)  ,  (u^  +  u  +  1)  —  (u^  +  u)  b.  l). 
ii3  +  u2  +  u  +  1. 

Sie  2lnja^l  aEer  (Stral)lenelemente  eine^  räumlichen  ©t)ftem^ 
erhält  man  am  einfac^ften,  n)enn  man  bebenft,  ba§  jeber  ®tral)l 
irgenb  eine.,@bene  in  1  i^rer  fünfte  fd)neiben  mufe,  SSetrai^tet  man 
bal)er  jeben  ^un!t  biefer  ©bene  al^  Zentrum  eine^  ©tra^lenbün^ 
bete  Jap  alleu2  +  u  +  l  ©tral)len  biefer  n^  +  n+l  ©trapn^^ 
bünbel  jufammeU;  unb  bebenö,  ba^  man  auf  biefe  SBeife  feben 
©tral^l  biefer  &>znt  offenbar  u  +  Imal  ftatt  Imal  genommen  l)at,  fo 
erljältman  al^^Slnjaljl  ber  ©tral)lenelemente  eine^  räumlid)en(Si)ftem§ 
(u2+u+l)  .  (u^  +  u+l)  — n(u2  +  u  +  l)  b.  l). 
u^  +  u3  +  2u2  +  u  +  1, 

§ier  möge  ba§  ölefultat  biefer  3äl)lung  in  Äürje  jufamm^n^ 
geftellt  folgen: 
ein  gerabeig  ©ebilbe  l^at  5Pun!t=^(£lemente  u  +  1 


©tral)lenbüf(%el 

ff 

(Stral)len=  „ 

u  +  1 

ebenenbü[($el 

ff 

ebenen-     „ 

n  +  l 

ebeneig  @etx>ebe 

ff 

^mli-       „ 

u2  +  u+l 

ff           ft 

ff 

©tra'^len-  „ 

u2+n+l 

(Stral)lenbünbel 

ff 

(Stra^len^    „ 

U2  +  U        1 

ff 

ff 

ebenen^      „ 

11.2  +  U  +  1 

räumL  Softem 

n 

"^mli- 

u3  +  n2  +  u  +  1 

tt 

ff 

ebenen^      „ 

U^  +  U2  +  U  +  1 

ff 

ff 

©tral)len^    „ 

u*  +  u'^  +  2u2  +  n 

+  1 
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set  näherer    25etra(i)tung    biejer    S^f^^'^^^ft^^^^Ö   \oXitn 
2  ^untte  atebalb  auf ,  bte  afö  für  bie  golge  befonber^S  tx)t(^tig  :§ier 
befonber^  i)ert)orgel^oben  tt>erben  jotten: 

1)  §m[id)tUc^  ber  2lnjal)l  i^rer  (Slemente  jerfalten  btefe 
©runbgebilbe  augenf($einlid)  in  3  ®ru^:pen,  ber  Wct,  ba^  bie 
©runbgebilbe  berfelben  @ru^:pe  l&infi(f)tli(i)  i^rer  (Slementenanjai)l 
genau  iibereinftimmen,  n)ir  unterf(^eiben  hai)tv  au(^  ©runbgebilbe  ber 

I.  Orbnung:    gerabeig  ©efcilbe,  ©tra^lenbüjd)el,  @benenbüj(^el, 
IL        ,,  ebenem  ©etDebe,  ©tral)lenbünbel , 

III.        „  räumlich  e^  ©Aftern, 

2)  ein  ebenei^  ®etx)ebe  f)at  genau  eben  fo  t)iel  ^unft-  aU 
®trat)Ien=@lemente ,  ein  ©tral)lenbünbel  ^at  genau  eben  jo  i)iel 
©traijlen-  afö  (Sbenen^Slemente ,  ein  räumlic[)e^  ©Aftern  ^at  genau 
eben  fo  t>iel  ^un!t=  aU  @benen=^6lemente. 

6.  $ftad)bem  n)ir  bij^  ju  biefem  fünfte  angefommen  finb, 
tonnen  voix  bas^  gefammte  ©ebiet  ber  neueren  ©eometrie  in  feinen 
allgemeinen  Umriffen  überf(^auen.  §at  man  nämlid)  ein  Mittel 
au^finbig  gemad)t,  ti^oburc^  bie  oben  ertoä^nten  Elemente  eine^  ebenen 
®evoebe^  fo  auf.bieeine^  anbern  belogen  'voexhen,  ba^  entoeber  jebem 
^unft  beig  einen  ein  einziger  genau  ju  beftimmenber  ^^un!t  beg 
anbern  ober  iebem  ^unft  be^  erften  eine  einzige  genau  p  beftim^ 
menbe  ©erabe  be^  anbern  (5,  2)  entf:pricf)t ,  fo  ttiirb  anä}  jebem 
geometrifc^en  ^unftgebilbe  be^  erften  entttjeber  ein 
^un!t  ober  ein  (Stral)lengebilbe  he^  anbern  entf^re(i)en, 
uttb  e^  fragt  fic^  nun,  in  tt)eld)er  2öeife  'werben  bie  allge^ 
meinen  geometrifc^en  ©igenf (i)aften  be^  einen  ©ebilbei^ 
im  anbern  tt)ieber  jum  3Sorfc^ein  i'ommen, 

2Bie  man  bei  ber  (gbene  ^unü  unb  ^unft,  ober  ^unit  unb 
©erabe  einanber  ^uorbnen  fonnte,  eben  fo  fann  man  (nac^  5.  2) 
beim  ©tra^Ienbünbel,  ©tra^l  unb  ©tral)l  ober  ©tral}l  xmb  gbene, 
unb  beim  räumlichen  ©t)ftem  ^unö  unb  ^untt  ober  ^unft  unb 
(Sbene  einanber  juorbnen,  unb  au(^  I)ier  unterfuc^en,  voelä^e  2lb^ 
^ängig!eit  ber  altgemeinen  Sageni)erf)attniffe  geometri^ 
fd)er  ©ebilbe  barau^  entf:pringen. 

^e  na(^  bem  ?Dtittel,  tooburi^  bie  ^^f^^i^^^g^prigfeit  ber 
(glemente  2er  oerfi^iebener  ©runbgebilbe  berfelben  Orbnung  fi):irt 
toirb,   mn^   anä^  bie  2lbi)ängig!eit  ber  geometrifd)en  ©ebilbe  felbft 
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)om  einanber  i^erfiiiteben  t^erben.  @^  I)at  bie  ©eometrie  in  neuerer 
3ett  mel)rere  i}erfd)iebene  53leti)cben  auf juti^eifen,  xok  einem  ©lement 
ein  anbereig  jugeorbnet  ti^irb;  biejenic^e,  ti^elc^e  bie  2Bilfenfd)aft  ber 
©eometrie  bei  tx)eitem  am  meiften  gefßrbert  I)at,  unb  in  neuefter 
3eit  SU  einem'  i^oUfommen  in  fic^  abgefc^lofjenen  ©i)[tem  au^ge^^ 
arbeitet  lx>orben  i[t,  I)at  fi($  eben  be^tx)egen  i)orjug^tt)eife  ben  Flamen 
^,neuere  ©eometrie"  ert^orben,  unb  foö  mm  in  fl)|tematij(^em 
@ange  enttx)icfelt  ti^erben. 

I.  ©rbnung. 

7.  2)a§einfad)fte?irdttel,  bie  Sage  eine^  9ßun!teg  D.  in  einer 
(Seraben  ^u  beftimmen  i[t  bie,  ba§  man  feine  Entfernung  i)on  einem 
atö  feft  angenommenen  ((Slementar=)  fünfte  A  angiebt,  t^enn  nur 
noc^  bafür  geforgt  ii^irb,  unjtDeibeutig  bie  beiben  §älften  ober  ©ei- 
ten  ber  ©eraben  ju  unterfd)eiben,  in  tDelc[)e  fie  ali^  xmenblid)  ge= 
bad)t  bur(^  jenen  (Elementar  =)  ^un!t  getrennt  ober  getl)eilt  ift.  *) 
Selanntlid)  ^at  bie  ©eometrie  bi^{)er  biefe  Unterfd)eibung  babur(^ 
unjtt)eibeutig  erreid)t,  baß  fie  bie  Entfernungen  auf  ber  einen  (etn)a 
[tet^  ber  rechten)  ©eite  ate  :pofitioe  ^atjhn  betrai^tet  unb  in  3led)= 
nung  gebrad)t  !)at,  bie  auf  ber  anbern  ©eite  bagegen  aU  negatii)e 
3al)len ,  h.  f)>  baj3  bie  Sänge  AD  :pofitio  ift,  trsenn  D  reci)t^  oon  A 
aber  negatit)  ^enn  D  lin!^  i^on  A.  S)ie  neuere  ©eometrie  benü^t 
ein  allgemeinere^  SKittel,  um  bie  Sage  eim^  ^unfte^  in  einer  @e^ 
raben  ju  fiyiren,  ©ie  tx)dl)lt  2  fefte  (Elementar^)  fünfte  A  unb  C 
unb  beftimmt  nun  bie  Sage  eineig  3ten  ^unöe^  ^i>^n  fo  unä^ei:^ 
beutig  babur(^,  baß  fie  ben  SBertl)  bei8  95eri)altniffeig  AD:  CD 
angiebt,  unb  in  iSepg  auf  bie  Unterf (Reibung  ber  ©eiten  ober 
S^^eile,  in  \i3eld)e  bie  @erabe  gefreut  ti^irb,  fotx*oI)t  für  A  at^  aud) 
für  C,  ganj  auf  biefelbe  SBeife  i^erfci^rt,  n3ie  e^  fo  ^b^n  für  bie 
ajlet^obe,  bie  einen  (Elementar  =^)  ^unft  annimmt,  nät)er  angege= 
ben  tourbe. 


*)  S)«  I).  bie  2  ^^f)et{e  be§  getaben  @eBitbe^ ,  iDelc^e  ^\T)ifd)en  bem  eigent= 
Uelzen  (($Iementar|3un!t)  A  unb  hzm  unenbüd)  entfernten  uneigentlic^en  ^un!t= 
demente  ^ur  D^ed^ten  t?ün  A  unb  gur  £in!en  bon  A  liegen. 
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Um  ju  jetgen,  ba§  btefe  SJtetl^obe  eben  fo  unstDetbeutig  bie 
Sage  eine^  ^un!te^  befttmmt  ate  bie  bt^:^ertge,  t)etrad)ten  tx>tr 
ben  ®ang  ber  3©ertt)e,  n)et(^e  AD:  CD  annimmt,  tx^enn  ber 
g^unft  D  ba^  ganje  gerabe  ©ebilbe  ftetig  in  berfelkn  3^i($tung 
befc^reibenb  ober  bur(^laufenb  gebac^t  tx>irb. 

®et)or  voxx  l^ioä)  an  bie  Sßfung  biefer  Slufgabe  f(i)reiten, 
möge  jur  SSereinfac^ung  l^ier  einf(^altung!3n)eife  ein  für  bie  gan;^e 
ti^eitere  ©ntoiälung  ti?id)tiger  ^un!t  nä^er  bef:pro(^en  ti^erben. 

©a  na(^  ber  in  3ixA  naf)er  aufgeführten  2lnf(^auung  ein 
gerabe^  ©efiilbe  im  unenbli(^  fernen  uneigentlid)en  ^unftelement  ju 
einer  gefi^Ioffenen  Sinie  äufammenf)ängt ,  fo  ergeben  fi(^  l^ierauig  für 
bie  2lnf(^auung^tDeife  ber  neueren  ©eometrie  unmittelbar  folgenbe 
n)i(i)tige  ©äfee:  *) 

(Sin  einziger  in  einem  geraben  ©ebilbe  angenommener  ^unft 
tl^eift  i{)re  Elemente  ober  fie  ni^t  in  2  Z^tlk. 

2  beliebig  angenommene  ^unlte  A  unb  C  t^eilen  bie  @Ie=^ 
mente  eine^g  geraben  ©ebilbes^  unb  ref:p,  ba^Sfelbe  felbft  in  2  S::^eile, 
\5on  benen  ber  eine  S:t)eil,  toir  nennen  xljn  ben  enbli(i)en,  blof3 
eigentliche  ^unftelemente  entl}ält,  toäl)renb  unter  ben  Elementen  be^ 
anbern  S^ljeite,  tDir  nennen  il)n  ben  unenblic^en,  ficf)  baig  un^ 
eigentli(f)e  Clement  be^  geraben  ©ebilbe^  befinbet 

?Kan  !ann  oon  einem  ^^unöelement  A  ju  einem  anbern 
^unftelement  C  tim^  geraben  ©ebilbe^  bei  einer  ftetigen  SSetoe- 
gung  in  ftet^  unoeränberter  ölii^tung  gelangen,  fotool)l  tnbem 
man  bie  enbtii^e ,  aU  au(^  inbem  man  bie  unenblic^e  ©tretfe  AC 
bur(^läuft  ober  bef(^reibt,  SBir  nennen  in  bem  einen  ber  beiben 
le^t  ern)äl)nten  gäöe  ben  „©inn"  (3^i(^tung)  ber  aSetoegung  ent== 
gegengefe^t  bem  „©inne"  ber  Säeti^egung  im  anbern, 

©ur(^  2  ^un!te  einer  ©eraben  AC,  i^on  benen  ber  erfte  ate 
,2lui8gang^:pun!t  einer  ftetigen  in  ftet§  gleid^em  (Sinn  gefc^el)enben 
a3en)egung,  ber  le^te  al^  (Snb:pun!t  berfelben  angefe^en  toerben  foö, 
ift  ba^er  !ein  ©inn  (D^ic^tung)  ber  Setoegung  beftimmt;  foU  ein 
©inn  ber  SSetoegung  fi)iirt  fein ,  fo  mu^  noc^  ein  3ter  ^un!t  B  ber 
©eraben  angegeben  fein,  über  ben  man  oon  A  au§  mä)  C  gelangen 


*)  3)et  Sefer  mxh  gebeten  tiefe  einzelnen  fünfte  fid^  an  bem  ^ilbe  eine^ 
^etfeö  §u  Deranfd^aulid^en. 
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foE;  ber  <Bim  ABC  ift  ibentifd)  mit  bem  @mn  BGA  unb  GAB 
aBer  gerabe  entgegengefe^t  bem  ©irttt  AGB,  GBA,  BAG,  vodä^t 
3  leitete  ti^teber  tbentifif)  finb,  Äe:^ren  voiv  nun  ^nxM  jur  Se- 
trai^tung  be^  ®ang^  be^  2öertl)e^  i^on  AD :  GD,  SSor  SlHem  ift 
erfi(%tli(^ ,  ba^  [i(i)  bie  oben  nä{)er  kjei(^neten  ©treten  AG ,  t)in= 
fi(^tlid)  be^  2Bertl)e^  'oon  AD :  GD  tDefentli(^  unterf(^elben ,  ba  für 
alle  ^unÖe  ber  enbli($en  ©treife  AG  biefei^  9SerI)äItni§  einen  nega= 
tiijen,  für  alle  fünfte  ber  unenblic^en  ©tretfe  bagegen  einen  :pofi= 
tii)en  S[ßerti)  annimmt.  2öa^  bagegen  ben  abfoluten  3^^)^^^^^^ 
biefeig  SSer^ältniffeig  anlangt,  fo  änbert  \iä)  berfelbe  unb  jn^ar  für 
beibe  @ treten  glei{^mäi3ig  bei  einer  ftetigen  23etDegung  in 
ftetiS  gleid)em  ©inne  t>on  A  nad^  G  ebenfalls  ftetig  'oon  0 
bi^  00,  ©er  Sßertl^  t)on  AD:GD  beftimmt  alfo  unjtt^eibeutig  bie 
Sage  be^  ^unfte^  D,  'ü^znn  A  unb  G  feft  finb.  ©enn  1)  geprt  ju 
feinen  2  fünften  ein  unb  berfelbe  äBertl)  biefe;^  SSer^ältniffe^  unb 
2)  gel)ört  ^u  jebem  SBert^  biefeiS  SSer^ältniffe^  ein  3ßun!t. 

Sßir  nennen  2  fünfte  AG  hnxä)  einen  ^un!t  B  getrennt, 
t^enn  man  i)on  bem  einen  A  pm  anbern  G  bei  einer  ftetigen  ®e^ 
tDegung  in  bemfelben  ©inne  ber  SSetüegung  ni(^t  gelangen  fann, 
o^ne  über  ben  legten  B  l^intxieg  ^u  muffen,  2  5ßunfte  AG  finb 
bemnad^  buri^  einen  britten  B  nur  für  ben  einen  ©inn  ber  23etx>e:= 
gung  getrennt,  voiü  man  bal)er  2  fünfte  AG  üoUftänbig,  b»  ^, 
für  beibe  ®inne  ber  ffiett^egung  trennen ,  fo  mu§  man  nod)  einen 
4ten  ^^un!t  D  annehmen,  wobei  B  auf  ber  einen  ber  beiben 
©trecfen  AG,  D  bagegen  auf  ber  anberen  liegt,  Man  fagt  ba^er, 
tool}!  auc^ ,  unter  3  fünften  einer  ©eraben  finb  leine  2  getrennte, 
unter  4  fünften  einer  ©eraben  finb  2  ^aare,  i)on  benen  iebe;^  burc^ 
bai^  anbere  getrennt  ift, 

8,  ^yiad^bem  fo  tim  ba^  9Jlittel  angegeben,  toie  bie  neuere 
©eometrie  bie  Sage  eine^  ^unfte^  in  einer  ©eraben  fi):irt,  foU  nun 
angegeben  ti^erben,  in  toeti^er  2Beife  biefelbe  hierauf  geftü^t  bie 
^unftelemente  2er  geraben  ©ebilbe  einanber  juorbnet  ®inb  A  unb 
C  2  fünfte  beö  erften  unb  AjGi  2  qjunöe  be^  2ten  geraben  ®e= 
bilbe^,  fo  finb  D  unb  D^  auf  unjtDeibeutige  Söeife  al^  entfpre(^enbe 
fünfte  einanber  jugeorbnet ,  toenn  für  iebei^  fol(^e  5ßaar  bie 
@lei(^ung  gilt 
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:m, 


CA  ~  CD 
tüoM  D  unb  Dl  aU  3R;e:prajentanten  einei^  beliebigen  ^aaxc^  ju^ 
georbneter  fünfte  ju  betrai^ten  finb,  unb  m  einen  beliebigen  con^ 
[tanten  2öertl^  ^at,  i)on  be[fen  Sßa^I  bie  befonbere  %xt  bev  Se= 
^ie^ung  ober  ä^^^^i^^i^S  ^^^^^  f^  abljängig  ijt,  tx)ie  i^on  ber  Söa^^l 
ber  feften  fünfte  AC  AiCi, 

SSirb  bie  Slb^dngigleit  ber  Sage  entfpredjenber  ober  jugeorb- 
neter  fünfte  buxä)  obige  @lei(i)ung  fi>nrt,  fo  fagt  man  „bie  (Sit- 
mente  ber  beiben  geraben  ©ebilbe  feien  :proie!tii)ijd) 
jugeorbnef^  ober,, bie  beiben  geraben@ebilbe  feien  ^ro= 
ie!tioif(^  auf  einanber  belogen''  ober  lurjtoeg  „bie  beiben 
geraben  ©ebilbe  feien  ^rojeftioifd)/'  2öir  bejeid^nen  bie  :proiefttoifc^e 
Sejie'^ung  2er  geraben  ©ebilbe  P  unb  Pi  unb  überi)au:pt  2er  ©runb^ 
gebilbe  P unb  ?!  auf  folgenbe  Söeife  P[al>cd.,.]7i:Pi[ajbiCidi ...] 
in  tx)el(^er  Sef^eidjuung  immer  jugleii^  folgenbe  2lu^fagen  enff)alten 
finb  1)  P  unb  Pi  finb  bie  beiben  S:räger  (bei  Süfc^eln  unb  Sün^^ 
beln  bie  6entra,  bei  ©benenbüfi^eln  Sl^en  f.  5Rr.  3)  ber  beiben 
iprojeftioifi^en  ©runbgebilbe,  2)  abcd.*.  finb  Elemente  oon  P, 
aibiCidi...  finb  ©lemente  oon  Pi,  3)  bie  Elemente  ab  cd  entf^re^ 
,d)en  ben  (SIementen  aibiCidi  genau  in  berfelben  Orbnung,  in  ber  fie 
ftet)en,  alfo  a  bem  a;,  b  bem  \,  c  bem  q  ^c.  ©oltte  über  ben 
S:räger  ber  beiben  :proieftioif(f)en  ©runbgebilbe  nad)  bem  3ufammen= 
^ange  ein^i^^tfel  ni(^t  möglid)  fein,  fo  toerben  tx)ir  auc^  vool)l  ben 
Präger  P  unb  Pi  ioeglaffen  unb  einfad)  f(^reiben  a  b  c  d , .  ^  aibiqdi . ,, 
toobei  aber  aföbann  immer  atö  felbftOerftänbli(^  ooran^gefe^t  ift, 
ba^  abcd.,  fo^ol^I  aö  aibiCidi..  je  ©lemente  eine^  ©runbgebit 
be^  barfteEen. 

9.  Jöenben  ^ir  un;^  ^ur  Unterfuc^ung ,  xodä^e  Sebeutung 
bie  2öal)l  ber  4  feften  fünfte  AC  AiCi  unb  ber  ©ro^e  m  für 
bie  2lrt  ober  ben  ^oxatUv  ber  :proiefti^ifd)en  .öejie^ung  felbft  !)at 

gafft  D  mit  A  jufammen,  fo  toirb  AD  =  o ,  oermoge  obi= 
ger  @Iei(^ung  muß  alfo  au($  AiD^  -:=:  o  fein,  b.  I).  mä}  Di  mit 
Ai  jufammenf allen:  alfo  A  unb  Ai  fteffen  ein  ^aar  entf:prec^enbe 
gßunfte  bar.  gäff^t  D  mit  C  jufammen,  fo  toirb  CD  r=:  o,  nad^ 
obiger  ©leic^ung  muß  alfo  anä)  CiDi  =  o  toerben,  b.  ^.  Di  mit 
Ci  juf ammenfaUen :  alfo  C  unb  Ci  fteEen  ein  ^aar  entfprec^enber 
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fünfte  bat.  ^nx  S3e[ttmmung  i)on  m  reii^t  eine  ®letd)un9  !)m, 
tti  ber  au^er  m  alle  barin  'ooxtomxmnhe  ©rßßen  be!annt  finb,  biefe 
©letc^nng  erl)ält  man  am  einfad)ften,  )^>^nn  jn  einem  beftimmten 
D ,  j.  23.  jn  bem  fünfte  B ,  ba^  entj:pred}enbe  D^  b.  l).  ber  ent^ 
f:pre(^enbe  5ßnn!t  B^  gegeben  i[t    Man  finbet  atebann  m  an^  ber 

AiB.  AB 

@Ieicf)nng  -7^^5-^1:111.  -^p-;    tx>a^  für  m  ben  Sßerti)    ergiebt: 

m^rz-p;^—--:  .    ©e|en  ttJtr  nun  für  m  biefen  SBertt)  in  bie 

aUgemetne  Oleic^ung  ber  Sagen =2lbf)ängtgMt  eineg  beliebigen 
5ßaare^  enj^rei^enber  fünfte  DD| ,  fo  erl)aften  tx^ir  biefe  @Ieic[)ung 
in  fotgenber  t^ii^tigen  gorm 

A^Di    A^Bi   „    AD       AB  C,B,.AiDi_   OB.  AD 

qDi"  CA   ~     CD'^   CB     "^       AiBi.CiDi"   AB.  CD 

2In^  biefer  ©ntoicHung  ift  erfi(^tli(^,  1)  ba§  bei  ber  :proief^ 
tit)if(^en  23ejiel)ung  2  er  geraben  ©ebilbe  3  (Slemente  be^  einen  unb 

3  Elemente  bes^  anbern  afö  entf:pre(^enbe  fünfte  beliebig  angenom-^ 
umn  tx)erben  fönnen.  2)  S)a^  aber  hrnä)  bie  2lnna^me  3  er  ent^ 
fprec^enber  ^unften^aare  bie  ^roie!tii)ifc%e  Sejie^nng  ijottfommen 
\ij:ixt  ift. 

grfUrnng.  9la(^  bem  fo  eben  ©ntoiif elten  ift  atebalb  jn 
erfe^en,  ba^,  t^enn  entf^rei^enbe  (Elemente  :proie!tii)if(^er  geraber 
©ebilbe  ermittelt  werben  follen,  immer  ber  3 tibe  griff  i)on  4  (gle? 
menten  in  einer  beftimmten  Orbnung  genommen,  ber 
.Betrachtung  untertoorfen  toerben  mu%  S)er  J^ürje  toegen  toerben 
toir  bal)er  l)iefür  eine  eigene  Sejei(^nimg   einfül)ren;    inbem   toir 

4  fold)e  ©lemente  in  ber  Orbnung  genommen ,  in  ber  fie  fte^^en, 
einen  SS urf  nennen.  2Bir  nennen  babei  einen  Söurf  ABCD,  einen 
orbentlid^en  SBurf,  toenn  iebe^  ber  6lementen:paare  AC  unb  BD 
burd^  ba^  anbere  getrennt  ift,  ober  auä},  toenn  ber  ©inn  ABC,  bem 
©inn  BCD  unb  bem  ©inn  CDA  ibentifc^  ift.    Sffiir  nennen  ferner 

ben  Sßertl)  be^  obigen  Quotienten  -^at^  nn    ^^^  SBert:§    beig 

SSurfeig  ABCD,  fo  baß  toir  alfo  !urj  fagen  lönnen,  2  3tßürfeftnb 
:proieItioif (^ *) ,   toenn  il)re  Söert^e  glei(^  finb,    unb  ba  toir  mit 


*)  SSenn  man  i?on  proiefUi;)ifd)en  Sßürfen  ABCD  unb  AiB^CtD^   fi^ric^t, 
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aöert^en  öon  Sßürfen  im  SSeiiauf  ber  (gnttoiifluttg  nod^  öfter  ju 
t^^un  t)a'6en  toerben,  fo  wollen  wir  ber  Sequemlid^feü  wegen  ben 
Sßert^  eines  fo%n  SBurfeö  ABCD,    alfo    ben  Sffiert:^  beä 

Quotienten         '  ^^   lurj  fcejeii^nen  burc^  (ABCD)» 

10.  @ö  eben  in  9.  tDurbe  gezeigt,  ba§  bte  ©lemente  2er 
geraber  ©etilbe  :proie!tti)if(^  jngeorbnet  finb,  mnn  ju  3  ©lementen 
ABC  be^  einen ,  bie  3  entf))re(^enben  A^BiCi  be^  anbern  gegeben 
finb,  injoferne  ju  iebem  D  bej^  erften  geraben  ©ebilbe^  ba^  i^m  ent^ 
f:prec^enbeDiunätx)eibeuttg  gefunbenift,  tijenn(ABCD)=::(AiBiCiDi). 
(g^  fragt  ft(^  nun  aber,  ob  bte  :proie!tioif(^e  SSejte^ung  ber  beiben 
geraben  ©ebilbe  btefelbe  bleibt ,  toenn  man  oon  3  anbern  einanber 
jugeorbneten  Elementen  au^geljt  ober  mit  anbern  Sßorten:  toenn  ben 
4  55un!ten  DEFG  bte  4  fünfte  DjE^FiGi  entf^rec^en,  unter  ber 
SSoraui^f e^ung ,  ba§  bie  :proieItii3if(^e  33ejiet)ung  ber  beiben  geraben 
(Sebilbe  bur(^  bie  3  entf:pre(^enben^$un!ten))aare  AA^  BB^  CCi  i^oß^ 
jogen  ift,  ob  bann  immer  auc^  bem  ^4^unt!e  G  ber  ^unt  Gi  ettt- 
fprid)t  unter  ber  aSorau^fe^ung ,  ba§  DDi  EEi  FFi  aU  bte  ent^ 
f:pre(^enben  ^unlten))aare  angenommen  toerben,  burc^  toelc^e  bie 
gi):irung  ber  :proie!tioifd)en  SSejiel^ung  ijottjogen  tt)irb. 

©ie  Seanttoortung  biefer  ttJii^tigen  grage  jerfällen  toir  in 
2  2lbt:^eilungen ,  inbem  toir  biefe  grage  juerft  für  blo§  4  fünfte 
beantworten  unb  ti^enn  ba^S  erlebigt  ift,  ju  ber  allgemeinen  Stuf- 
gäbe  übergel)en. 

5Ra(^  bem,  toaiS  obeTt  über  bie  Sluffinbung  einei^  4ten  ent^ 
f:pre(^enben  ^un!tei3  gefagt  tourbe,  tt)enn  3  ^aar  entf:pre($enbe 
^un!ten:paare  bie  a3ejiel)ung  feftgefteüt  "Ratten,  gel^t  ^eroor,  ba§  in 
ben  gleichen  Sßert^en  berSBürfe  immer  bie  3  ^mäU  bur(^  tt)el(^e 
bie  gi^irung  ber  SSejiel^ung  gef(^tel^t,  ooranftel)en,  (ABCD)  = 
(AiBiCiDi)  bebeutete  bemjufolge  fooiel,  ate:  Wenn  burd)  bie  ent^ 
f))re(^enben(Slemente  ABC  unb  AiB^Ci  bie  :proie!tioifd)e  23ejtel)ung 
ijoEjogen  ift,  fo  entfi^rii^t  bem  g5un!te  D  ber  ^unft  D^.    ©^  lann 


fo  l^ei^t  bte[e^  fot)ie(,  aU  ba^  man  hk  beiben  Xxä^tx  t)on  ABCD  unb 
A^BiCiD^  fo  projeübifd^  auf  einanber  be^te^en  fann,  ha'^  ben  4  ^'lententen 
be§  einen  Sßurfä  bte  4  (Elemente  be^  anhtxn  in  berfelben  bnx6)  htn  Surf 
angegebenen  Orbnung  entf^re(^en. 
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unfere  erfte  ^rage  ba^er  !iirjlt(^  alfo  formulirt  ttierben:  SBentt 
(ABCD)  =  (AiBiCiDi),  jo  fragt  e§  ft($,  o1)  bem  SBertl)e  etne^ 
teließigett  2Burfeg  ^.  »,  (ADCB),  ben  man  au^  (ABCD)  buri^ 
BelieMge  SSerje^ung  ber  4  in  i^m  entl^altenen  ©lemente  erl)ält,  ber 
mtxti)  be^  SBurfe^  (AiDiCiBO  gleid)  ift,  ben  man  an§AiB|C^Di 
bnrd^  btefefte  S5er[e^nng  ber  entf:pre(^enben  (Slemente  txljoXt 

Sie  24  SSürfe,  ju  tt^elc^en  fi(^  4  ©lemente  ABCD  jufammen 
fteHen  lafjen,  jerfaüen  in  6  ®ru:p^)en  t)on  je  4  Sßürfen,  beren  3öertt)e 
fteti^  einanber  glei(^  finb;  e;^  ergiebt  nämlic^  bie  einfa(^fte  Setrac^- 
tnng,  bafe  immer  (ABCD)  =  (BADC)  —  (CDAB)  =  (DCBA) 
b,  I).  ieber  SSnrf  l^at  gleid^en  Söertl)  mit  einem,  ben  man  babur($ 
erhält,  ba§  man  2  Wlal  2  Elemente  ^infi^^tlic^  il)rer  ©teßnng  im 
SBnrf  gerabe  mit  einanber  t)ertauy($t.  SBir  ^ab^n  bal}er  bie  ffieant^ 
ti^ortnng  ber  oben  allgemein  für  alle  24  Söürfe  gefteßten  grage  bloß 
^infi(^tli(^  folgenber  6  Sßnrfe  burdjsnfn^ren,  1)  ABCD,  2)  ABDC, 
3)  ACBD,  4)  ACDB,  5)  ADBC,  6)  ADCB,  ti^ie  ft^  einfach 
baran^  ergieBt,  bafe  jeber  ber  24  SBürfe  unter  feiner  ©ru:p:pe  einen 
^at,  ber  mit  A  anfängt  unb  bafe  t)on  ben  ^kx  angeführten  6  SSürfen 
feiner  bem  anbern  gleich  ift,  )X)k  fi(^  aKBalb  ergeben  ti^irb»   ©e^en 

ti^ir  nun  (ABCD)  =  c,  fo  ift  (ABDC)  =  1-c,  (ACBD)  =~\, 

(ACDB)  =  j-3^,  (ADBC)=-^i  (ADCB)=-i-,  ttjie  biefe^ 

bie  einfa(^fte  ^lec^nung  ernennen  Iä§t,  'tt^tnn  man  nur  ben  au^  ben 
Elementen  ber  ©eometrie  Belannten  ©a^  antüenbet,  ba§  für  bie 
enblic^en  «Streben,  tt^elc^e  bei  4  fünften  ABCD  einer  ©eraben 
in  Betracht  fcmmen,  ftet^  AC .  BD  =  AB .  CD  +  AD  .  BC  ift,  unb 
bann  ^infid^tlid^  ber  SJorjeid^en  ber  in  entgegengefe^ter  Oti($tung 
in  Setra^^t  gezogenen  ©treten  ba^  in  5Rr»  7  ^eri)örgel^obene  ge:= 
^ßrig  berü(Sfi(^tigt,  "mmaä)  AB=  —  BA,  S)a  nun  biefeften 
gftefuttate  aui^  für  bie  SBürfe  (AiB^CiDi)  unb  bie  auf  ai)nli($e  äßeife 
au^  i^m  abgeleiteten  gilt ,  fo  mu§  unfere  oben  aufgeftellte  grage 
mit  ja  beantwortet  toerben* 

®el)en  tt)ir  nun  jur  2ten  grage  über,  fo  lautet  biefe  alfo: 
gßenn(ABCD)r=(AiBtCiD,),  (ABCE)=r(A,BiCiEj),  (ABCF) 
—  (Ai  Bi  Gl  Fl)  u.  (AB  C  G)  =  (Ai  B,  C^  Gi) ,  ift  bann  aEgemein 
(DEFG)=r:(DiEiFiGi)? 

^|5faff,  neuei-e  (Geometrie.  " 
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©toibirt  man  (BACD)  bur(^  (BACE),  fo  ergibt  ft(^  atebalb 
barau^  (BDCE),  ba  aljo  ttai^  bem  Sortgen 

(BACD)  =  (BiAiCiDi)  unb 

(BACE)  =  (BiAiCiEO, 

fo  ergieit  ftd)  I}terau^  unmittelbar  burd)  bte  ertüä^nte  Sii^ifion 

(BDCE)  m:  (BiDiCiEi)  ober,  m^  l)ieraue  nad^  bem  ajori^ 
gen  folgt  (DBCE)  =  (DiBiCiE.i).    2luf  biefetbe  SBeife  erhält  man 

^  (DBCP)  =  (DiBiC,i\)  unb 
(DBCG)  =  (DiBiCiGi). 

SSenbet  man  nun  I)ierauf  bai^felBe  2Serfa{)ren  ber  ©ii^ifton 
ber  Beiben  SBert^e  Don  SBürfen  an,  fo  i)erfd)ti)inbet  aud)  B  au^  ben 
mmn  SBürfen,  toie  f)ier  A  oerfi^tDunben  ift,  unb  fo  fortfa^renb  erhält 
man  afö  lefete^  SRefultat  (DEFG)  =  (D,EiPiG.O  to,  j.  K  tt). 

©g  f ollen  nun  bie  §au^teigenf(i)aften  unb  Oefe^e,  toeld^e 
bie  :projeftioif(^e  Sejiel^ung  2  er  geraben  ©eHlbe  nä^er  d)arafterifi^ 
ten,  enttoicfelt  toerben» 

11,  Segt  man  bie  Sebingung^gleid^ung  für  bie  :projeftiDif(^e 
Bejiel^ung  entf))re(i)enber  Elemente  in  il)rer  einfach ften  gorm 

~=r^  z=:  m.  -~Y^fr-  jn  ©runbe ,    fo  erfie^t  man,  ba§  bem  un^ 

mhliä)  fernen  5ßun!te  h^^  einen  geraben  ®ebilbei3  im  SlKgemeinen 
ein  eigentlii^er  ^un!t  be^  anbern  entf^ri(J}t  unb  umge'fe'^rt.  diMt 
D  iui^  Unenbli($e  unb  nennen  ^ir  ben  mhliä)m  lijm  bann  mt-- 

f))re(^enben  ?Pnn!t  M-i  fo  ift  ^^^  =  m,    mdtl)^  in^  Unenblid^e 

AM         1 

unb  entf))ri(^t  ibm  M,  fo  ift -piTF"  ^^  — ■  ^^^^  3Serglei(^ung  biefer 

beiben  Slu^brüde  ergiebt  ba§  mer!n3ürbige  JRefultat,  bafe  ftet^ 

*  AiMi.AM  =  CiMi,CM 
too  C  unb  Ci  fo  mt  A  unb  A^  je  ein  beliebige^  ^aar  entf^re? 
(^enber  ^unlte  barfteffen.  S)ie  Beiben  Sßunöe  M  u.  Mi  füf)ren  Bei 
manchen  Slutoren  ben  Flamen  „^aupt:pun!te"  unb  ber  vorige 
®a^  lautet:  ba^  $robu!t  ber  ©ntfernungen  ber  Beiben §au):)t:puntte 
^on  einem  ^aare  entf^rec^enber  ^^unlU  ift  !onftant,  ^u  einem 
aBnlidben,  toenn  auc^  toeniger  aögemeinen  S^efultat  gelangt  man, 
ii?enn  man  in  ben  Beiben  :pro}eltioifd)en  geraben  ©eBilben  biejenigen 
Beiben  ^45unlte  N  n.  N^  fud^t,    t^el^e  je  ben  Beiben  SRitten  mn 
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A-iCi  u,  AG  entf))re(^en,  benn  anä)  für  fte  ift  au§  o,ani  ä'^ttlid^em 
@runbe  ki  jeber  2lrt  ber  ))roie!tii)if(^en  ^ejtel}ung  ftet^ 
NiÄi.NA=NiCi.Na 

Sötrb  m  rzrl,  jo  fallen  M^  u,  M  in^  Unenblid^e,  b,  ^,  bie 
beiben  uneubli(^  fernen  fünfte  entf))re(^en  etnanber,  in  biefem  gaöe 
ift  junaii)ft  au^  Ih  AiDi:AD  =  CiDi:CD,  ba  aber  felbfteer^ 
ftänblic^  für  bie  ,gel)ßrige  3lenberung  ber  entf^rec^enben  (glemente 
auc£)  DiAi:DA=:BiAi:BA,  fo  ift  auc^  allgemein  BiAi:BA=: 
CiDiiCD  b,  B.  ie  2  entf:pre(i)enbe  ©treten  fte^^en  in  fonftantem  2Ser^ 
^ältni^  jn  einanber;  man  nennt  bie  geraben  ©ebilbe  in  biefem  be^ 
fonbern  galle  ä§nli($,  UmgeM)rt  finb  aber  anä)  bie  geraben  ©e^ 
bilbe  immer  ä^nlid),  tDenn  bie  nnenblii^  fernen  ^nnlte  einanber 
entf^rei^en,  infoferne  in  biefem  galle  m  ftetig  ben  SSertl)  1  ^aben 
mu%  ober  annimmt. 

3ufa^.  Offenbar  falf(^  bagegen  ^äre  jeboc^  ber  ©(i)lnfe, 
bafe  immer,  tt)enn  BiAi:BA  =  CiDi:CD,  bann  auä^  bie  ge- 
raben ©ebilbe  al)nlicl)  tüären,  biefe  Umfe^^r  gilt  oielme^r  nnr  bann, 
tDenn  bie  entf^rei^enben  ©treten,  bie  in  !onftantem  SSer^ältnife 
fielen,  in  beiben  ©eraben  benfelben  einen  ©renj^pnnft  ^aben,  b,  ^. 
wenn,  vok  oben  jnerft  gefnnben,  Di  A^ :  DA  =1;  D^  C^ :  D  C. 

12,  S)er  Sßertf)  eine^  orbentlid^en  SBnrfeg  (9.)  i)at  immer 
einen  negatii^en  SBertl)  nnb  umgele^rt,  jeber  negatii^e  äßerti)  geprt 
immer  jn  einem  orbentIid)en  Sffiurf.  yiaä)  7,  ift  nämlii^  oon  ben 
beiben  3Serl)aItniffen  AD:CD  n,  AB:  OB  \)on  benen  ber  Sßert^ 
bei^  aBnrfe^  AB  CD  abl)ängt  (9.),  ftet^  einer  negatio  nnb  einer 
:pofitii?  für  ben  gaß,  ba^  AC  bnrc^  DB  getrennt  finb,  tt)ä^renb 
beibe  entt^eber  :pofitii)  ober  beibe  negatit)  finb,  votnn  biefe^  nii^t 
ber ^aH  ifi  ^ieran^  folgt,  bti§  jebem  orbentlid)en  2önrf  in  ber 
einen  ©eraben  ein  orbentlii^er  2Bnrf  in  ber  anbern  entf^pric^t. 

ßnfafe,  Slnftatt  jn  fagen:  3^^^^  orbentlic^en  SBnrf  in  ber 
einen  entf:pri($t  ein  orbentlid^er  2önrf  in  ber  anbern,  fann  man  and^ 
fagen,  jebem  ©inn  in  ber  einen  entf:pric^t  ein  ©inn  in  ber  anbern 
ber  2lrt,  bafe,  toenn  p[ABCDEP]  rt  ^^[A^B^G^B^E^F.^]  ber 
©inn  AiB-iCi  nnb  DiEiFi  ibentifd)  ift  ober  ni(^t,  je  nac^bem 
biefem  bei  bem  ©inn  ABC  nnb  DEF  ber  gaU  ift. 

13.  ©emäönrfe  ABCD,  beffen  äöertl)=-™l  ift,  ^at  man 
n?egen  feiner  fonftigen  merlioürbigen  @igenf($aften  einen  befonberen 

2* 
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3R:amen  gegeben,  er  !)etfetem^armomj(J)er2öurf.  ©n!)armontf{$erSßurf 
ift  nad^  12.  immer  ein  orbentlii^er 2Surf,  ba!)ernennt  mann)ot)t  au(^ 
bie  fünfte  AC burd)  bie  ^un!te  BD  l)armonij(^  getrennt,  S)er äßert^  bei3 

AB 

SSer^^ältniffe^  "w^  ^^^  aBgefe:§en  i^om  SSorjeic^en  bem  2Bertf)e  Don 

AD 
—7:^  glei(^  fein.    ?tnn  ^aten  voxx  91r.  7  gefe:^en,  ba^  ber  SSert^ 

AB 
\)on  --577-"  fö^  ^"tte  fünfte  B  ber  enblic^en  ©treöe  AC  aCe  SBert^e 

BO 

AD 
t>on  0  biig  00  nnb  eBen  fo  ber  SBert:^  TtT'   ^^^  ^^^  ^un!te  D 

ber  nnenblid)en  ©trecfe  AC  aKe  SBert:^e  tjon  0  U^  00  annimmt, 
für  jeben  ^nnlt  B  ber  enbli(^en  AC,  giebt  e§  bal)er  immer  gerabe 
einen  ^nn!t  D  ber  nnenblic^en  ©trecfe  AC,  fo  ba^  ABCD  ein 
l^armonifc^er  2öurf,  S)er  ^Jlitte  i)on  AG  entj:pri(^t  aU  4ter  ^ar^ 
monifd^er  ^nn!t  ba^  uneigentli(ä)e  unenblic^  ferne  ^unftetement  be^ 
geraben  (SeBilbe^. 

14  ©inb  t)on  einer  beliebigen  Slnjal)!  geraber  ©ebilbe 
p[atc,.,],  Pi[aAci.,.],  P2[ct2i2C2*-]  jebe^  jn  feinem  na(^folgen^ 
ben  :proie!tii^if(^,  fo  ift  febe^  ^n  jebem  ber  iiktgen  ^proieftioifc^. 

(giS  genügt  ben  5yiac£)tx5ei^  für  3  geliefert  jn  l^aben.  Sft  aber 
l)p[aBcb..]7rpi[ail)iCibi..]  n,  2)pi[ail)iCibi..]  tt  psCag^äbg,.]  fo 
folgt  an!§  1)  (abcb)==:(aifciCibi)  unb  an^  2)  (aifeiCibi)=:(a2b2C2b2), 
alfo  ift  auä)  (abcb)  =  (a2B2C2b2)  b,  f).  [abcb,.]  7t  [a2b2C2b2. ,], 

15.  ^ebem  l^armonifc^en  SBnrfe  in  einem  i^on  2  :pro][e!tiois 
fd)en  geraben  ©ebilben  entf^rii^t  toieber  ein  l^armonifc^er  SBnrf; 
nnb  nmge!e^rt  ein  l^armonif($er  SBnrf  ift  jn  j;ebem  l§armonifcE)en 
äönrf  nat^  2lnm.  p  9.  :proie!tii)ifc^. 

16.  3ft  t)on  ben  folgenben  8  SBürfen  1  ein  ^armonif(^er,  fo 

ftnb  fie  ei3  aEe: 

ABCD  BADC  CDAB  DCBA 

ADCB  BCDA  CBAD  DABC 

S)ie  2öertl)e  aEer  8  ftnb  nmliä)zz:—-l^  wnn  einer  berfelkn  bte^ 
fen  Siöert^  ^at. 

17.  3ft  ABCD  TC  AiBiCiDi  fo  ift  mä^ 

ABCD  n  BiAiDiCi 
ABCD  TV  CiDiAiBi 
ABCD  ^  DiCiBiAi 
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5)enn  man  ftnbet  Idä^t,  U%  bie  Sßertl^e  ber  4  SBürfe  re(^tö  em= 
anber  gleid^  ftnb,  b.  ^.  eine  i)ün  ben  6  in  10»  ewäl)ntert  ®ru:p;pen 
Bilben, 

18.  23tg^er  ti?ar  angenommen,  ba^  bie  Beiben  ^roieltoif(i)en 
geraben  ©efcilbe  in  2  ^erfd)iebenen  S^rägern  gelegen  feien,  \^ix  Vooh 
len  nnn  ben  %ail  Betrai^ten,  ba§  bieje  beiben  S^räger  anf  ober  in 
einanber  gelegt  erf(^einen,  b.  l).,  ba§  ein  unb  biejelk  ©erabe  glei($' 
fam  bo:p:pett  geba(^t  ^irb,  inbem  Jeber  ?ßnn!t  berfelben  foti^ol)l  atö 
Clement  be^  einen  ali^  anä!)  aU  (glement  be^  anbern  geraben  @e^ 
Bilbejg  angefe'^en  "n^erben  mn% 

3lu§  17,  folgt  nnter  ber  fo  eBen  gemachten  95orau)8fe|nng, 
ba§  immer  folgenbe  4  SBürfe  unter  einanber  !proie!tioif(^  finb 
ÄBCD  n  BADC  tv  CDAB  n  DCBA  (oergL  10), 

19.  Sft  ABCD  ein  :^armonifd)er  SBurf ,  fo  !ommen  ju  ben 
in  17.  ern)at)nten  4  SBürfen  nocE)  4  neue  l)inju,  fo  ba§  bann  fol=^ 
genbe  8  äBürfe  aUe  unter  einanber  iprojettioifi^  finb 

ABCD  BADC  CDAB  DCBA 
ADCB  BCDA  CBAD  DABC 
n)te  au)8  16  aÖBalb  folgt 

20.  3ft  ^i^^^  ^^^  i^  1^  aufgeführten  4  legten  SBürfe  einem, 
ber  4  erften  :proje!tioif(^ ,  fo  ift  ber  aSurf  ein  l)armonifc^er ,  b,  l). 
erhält  man  auiS  einem  SBurfe  ABCD  einen  i^m  :proieltioif(^en  ba=s 
buxä},  ba§  man  Blofe  ein  ^aar  getrennter  (Slemente  oertauf d^t,  fo 
ift  ber  SBurf  ein  Ijarmonifd^er, 

Sft  ABCD  ^  ADCB,    benn  auf  biefen   1  gaE  laffen  fi^ 
nad^  17  aGe  anbern  jurüdfü^ren,  fo  l)at  man 

iItÜ^^Xd":^^^  ^^  CB^.AD^  =  CD^.AB^  b,  ^. 

CB.AD 

AB. CD' 


:  + 1 ,    tooBei  jebotJ)  nur  ia^  ™  >5^^^^^  Ö^Ü^S  f^te 


CB  OD 

fann,  tnfofern  -j^  ^wr  bann  —  ^jrfT  f^*^  *^^^/  ^^^  '^  ^^^  1^, 

ti^enn  A  u,  C  burd)  B  u,  D  getrennt  finb,  ber  SBurf  ABCD  alfo 
ein  orbentlic^er  äöurf  ifi 

21,  ©er  in  18,  enthaltene  @afe  fü^rt  ju  einer  ^öc^ft  toii^^ 
tigen  ©gentpmlic^feit  ber  :proie!tioifd)en  Sejiel)ung,  bie  \iä)  alfo 
lurj  au^brüden  lä^t:    gi^irt  man  bie  :proie!tioifc^e  Sejiel^ung  2  er 
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gctabett  ©efcttbe  beiSfetfeen  S^rageria  fo,  ba^  2  Elemente  AB  einanber 
ab^ec^felnb  entf^te($enb ,  b.  ^.  ift  p[ABC..]  n  p[BAD...]  fo 
lommt  biefe  (Sigenfd)aft  jebem  $aar  entj))red)enber  (Stemente  p; 
benn  entf:pri(^t  bem  fünfte  E  afö  ©lement  be^  erften  geraben  ©e^^ 
Wlbe^  ber  g^unft  F  ate  eiement  beö  2ten,  jo  muß  auc^  bem  F 
aU  ©lement  be^  erften  ber  $utt!t  E  afö  (glement  be^  2ten  entf:pre^ 
(f)en,  benn  m6)  18  ift  immer  p[ABEF]  n  p[BAFE]. 

^SJtan  "^at  biejerSlrt  ber  :proie!tii)if(^enSejiei)ung  einen  befon= 
beren  9R:amen  gegeben,  inbem  man  bie  ©lemente  ber  ©eraben  p 
tnt^oIutorif(^  ge:paart,  ba^  gerabe  @eHIbe  fettft  voü)i  ein  inöoluto^ 
rtf(^e!6  gerabe^  ©ebilbe  nennt,  tDoBei  man  bie  beiben  in  bem  S^räger 
p  enthaltenen  geraben  ©eMIbe  gleic^fam  ju  einem  ©ebilbe  jnfam^ 
menfaßt. 

3ufa|.  gaHen  bie  2  §au:pt:punfte  MnnbMi  (11)  in  einem 
5ßun!t  jufammen,  fo  tritt  offenbar  ber  oben  ertt)a^nte  gaU  ein,  ba§ 
ein  ißaar  fünfte  einanber  abtx»e(^felnb  entf;pred)en ,  nnb  bie  beiben 
^roie!tii)if(^en  geraben  ©ebilbe  bilben  ba^er  in  biefem  gatte  ftet^ 
ein  int>oIutorif(i)e!§  ©ebitbe, 

22,  Sie  inbotntorifd)e  SSegie^nng  einejg  geraben  ©ebilbesg  ift 
iöoUfommen  fi):irt,  ti^enn  ju  2  (Elementen  AB,  bie  einanber  nic^t 
entf!pre(^en,  bie  entfpre(^enben  ©lemente  A^B^  gegeben  ftnb. 

S)enn  burd^  3  ^aare  t»on  entf:pre(i)enben  fünften  AAi  BBi 
AiA  ift  bie  :proj;e!tii)ifd)e  SSejie^ung  t)olI!ommen  ^xyxxi,  unb  ift 
p[ABAi..]7rp[AiBiA...],  fo  entf:pri(^t  nad^  18.  ober  21.  auc^ 
bem  Clement  Bj  be^  erften  ba^  ©lement  B  be^  2ten, 

aSei  ber  gett)öl)nlic^en  :proie!tii)if(^ena3ejiet)nng  tt^aren  3  ^^aare 
entf:pred)enber  ^unlte  nöt^ig,  um  bie  a3ejiel)ung  ^u  fi^iren,  unb 
t^  folgte  barauig  notl^toenbig ,  baß  bei  ben  ©ä|en  über  ^proielti- 
i)if(i)e  aSejiel^ung  meift  m  ben  ^ubegrtff  oon  4  fünften  iebeig  gera^ 
ben  @ebilbei3  bie  SSetrac^tung  \\6)  trenbete,  für  biefen  ^^begriff 
toarb  ba^er  bie  aSejeii^nung  3Burf  eingeführt,  ©o  finb  bei  ber 
tnoolutorifi^en  a3ejiel)ung  2^aare  entf^prec^enber  $un!te  nötl^ig  unb 
ber  3^l)alt  ber  ©ä^e  ift  baljer  l)ier  ebenfo  an  ben  S^begriff  t)on 
3  ^Jßaar  entf:pred)enber  5ßun!te  be^  ini)olutorif(^en  ©ebilbe^  ge!nü:pft, 
n)eßtt)egen  auc^  l)iefür  eineSejeii^nung  eingeführt  tt»urbe,  inbem  man 
biefe  3^^aar  fünfte  eine^ut^olution  nannte  unb  fte  au(^  befonber^ 
bcjei(i)nete ,  inbem  bie  3^t>olution  AAi.BBi.CCi  foi)iel  bebeutet, 
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aU  ba^  ÄÄi  unb  BBi  unb  CCi  3  ^aare  entj:pte($enber  fünfte 
etne^  tni)ülutortf(^en  c^eraben  ©eBilbe^  barftellen, 

23.  Sit  AAi  .BBi  .CCi  eine  Sttöolution,  fo  liegen  in  bie=^ 
fer  33e:^au))tunß  folgenbe  befonbere  einzelne  23el)au:ptnngen:  (S^  i[t 
ÄBCAiTtAiBiGiA;  ABCBiTrAiBiCiB;  ABCCiTrAACiC; 
unb  ABAiCi  tt  A^B^AC;  ABBiCi  tt  A^BC;  ABA^Bjti; 
AjBiAB.  aSenbet  man  auf  bieje  einzelnen  :proie!tii)if(^en  Söürfe 
bie  gormein  ber  :proieftii}if(^en  ä^e^ie^ung  in  ifjten  i^erfd^iebenen 
gormen  au^  9.  unb  10.  an,  fo  erl)ält  man  naä)  ber  einfad)[ten 
Umgeftaltung  folgenbe  algebratjdt^e  2lugbriic!e  für  bie  ^^öolution* 

A B^B^  _    A.B.AgBt 

AC.ACi  ~  "AiC.AiCi 

BA.BAi  _    BiA.BiAi 


la. 


Ib. 


la 


BC.BCi  ~    BiC.BiCi 

CA.CAi  _    CiA.CiAi 


CB.CBi   "    CiB.CiBi 
IIa.    AB.BiCi.CAi  =  —  AA^BCCiA 
Hk    AB.BiC.CiAi  =  ^  AiBi.BCi.CA 
IIc.    ABi.BCi.CAi  =  --  AiB.BjC.CiA 
na.    ABi.BC.CiAi  =  ^^  A^B.BiCi.CA 
aSa^  bie  gormelnl.  anlangt,   fo  f^ringt  bie  ©efetjmäBigMt 
i^rer  gorm  oon  felbft  in  bie  2lugen,   2Ba^  bie  gormein  II.  anlangt, 
fo  ßeacl)te  man,  ba^  in  jebem  folc^en  ^robuö  i)on  3  gaftoren  alle 
6  Suc^ftaben  borSommen,  ba§  aber  feiner  ber  3  gaftoren  aug  einer 
©treöe  ieftel^en  barf,   beren  ©renj^unfte  ein  ^aar  entf^ret^enbe 
fünfte  barfteKen;  bie  4  gormein  II.  ent:^alten  aüe  mögli(^en  auf 
biefe  Slrt  entfte^^enben  ^robulte. 

24.  (Sntfprid)t  bei  2  :proie!tioifc^en  geraben  ©ebilben  be^fel^ 
ben  Sräger^  bem  ^unft  A  ate  ©lement  be^  erften,  berfelbe  ^unft 
A  al^  ©lement  U^  2ten,  fo  fagt  man,  bie  beiben  geraben  ©ebilbe 
Ratten  ba^  ©lement  A  entf:prec^enb  gemein. 

S)a  bie  :projeftioifd)e  S3e^iel)ung  burd)  3  entf^red)enbe  gjunfe 
tenpaare  ooMommen  beftimmt  ift,  fo  folgt,  baß  2  gerabe  ©ebilbe 
bei^felben  2^räger^  enttoeber  alle  ober  2  ober  1  ober  0  ©lemente  ent- 
fpredjenb  gem.ein  l)aben. 

S55ir  betrachten  in  blef er  33ejiel^ung  juerft  ben  befonberen  ga'ff 
ber   inöolutorifc^en  S^ejieliung  nd^er.     §ier   gelten   folgenbe  für 
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bie  golge  ti)t(^ttge  ©ä|e:  (Sin  toüIntorifd^e^S  gerabe^a  OeHlbe  l)at 
etttoeber  2  ober  0  entf:pre(^enb  gemeinjame  fünfte;  benn  tft  Mein 
fold^er  $un!t  imb  AA^  ein  $aar  entf^red^enbe  fünfte,  fo  i[t  ber 
^un!t  N,  ber  toon  M  burc^  AAi  I)armünif(^  getrennt  ift,  ebenfalls 
ein  entj:pre(^enb  gemeinfamer  ^nn!t  be§  ini)olntDrifd)en  geraben@e= 
Klbe^,  ti^eil  mä)  19.  MANAiTrMAiNAift,  alfo  anti  MAA^N 
ttMAiAK 

a3ei  einem  int^olntorifc^en  geraben  ©eBilbe  nennt  man  bie  Reiben 
entj:pre(^enb  gemeinjamen  ^nnMemente  „Orbnnng^^elemente". 

©^  giebt  ein  einfac^eia  Äennjeic^en,  |ob  ein  int>olntorifd)e)8 
gerabe^  ©ebilbe  Drbnungi^elemente  ^at  ober  nii^t.  Snrc^länft  näm- 
li(^  ein  ^unlt  A,  fteti^  al^  (SIement  beö  erften  ber  beiben  in  ber 
int)oIntorif(^en®eraben  entlialtenen  ;prc)ie!tii)ijc^en  geraben  ©ebilbe  It- 
tra(i)tet,  bieStredeAAi  ftetig,  fo  befc^reibt  ber  entf:pre(^enbe  5pun!t 
be^  2ten  geraben  ©ebilbe^  bie  ©trede  AiA  ftetig,  nnb  ejg  fragt 
fi(^  nnn,  ob  ber  enblid)en  ©treöe  AAi  bie  enblic^e  ©tretfe  AiA 
ober  bie  nnenblid)e  ©trede  A^A  ber  ©eraben  entf:pri(^t,  im  erftern 
gälte  bnrc^lanfen  bie  beiben  entf:pred)enben  fünfte  bie  ©erabe  im 
entgegengefe^ten  ©inne  nnb  muffen  einanber  bal)er  fotool^l  anf  ber 
enblii^en  al^  anf  ber  nnenblic^en  ©treäe  AA^  begegnen,  im  2ten 
gaüe  bnrd)lanfen  fie  bie  ©erabe  in  gleichem  ©inne  nnb  lönnen 
einanber  nie  begegnen.  S)ie  ^nntte,  in  benen  bie  ®egegnnng  ftatt 
finbet,  finb  entf:prec^enb  gemein  b.  I).  Orbmmg^elemente.  3Jian 
!ann  bat)er  anc^  feigen,  toenn  bei  ber  inoolntorifi^en  23ejie^nng 
^toeier  ©eraben  be^felben  Sräger^  jeber  ©inn  be^  einen,  bemfelben 
©inn  ht^  anbern  entf:pri($t,  (toir  nennen  fold^e  gerabe  ©ebilbe 
gleic^länfig),  fo  e):iftiren  feine  Orbnungi^elemente,  toenn  bagegen 
feber  ©inn  be^  einen  bem  entgegengefe^ten  ©inn  be^  anbern  ent- 
f^rid)t,  (toir  nennen  folc^e  gerabe  ©ebilbe  gegenlänfig),  fo  ejcifti^^ 
ren  2  Orbnnng^elemente.  (g^  lä^t  fic^  ferner  an^  einem  einfad)en 
Äennjeid)en  erfeljen,  ob  ber  eine  ober  ber  anberegaE  eintritt,  benn 
im  erften  galt  ift  iebe^  ^aar  entf^orec^enber  ^^nnfteAAi  bnrd)  iebe^ 
anbere  fold^e  ^aar  BBi  getrennt  b.  I).  ABAiBi  ein  orbentlid)er 
SSnrf,  im  2tengalte  mä)t,  b.  I).  ABBiAj  ein  orbenttid)er  Sßnrf. 

S)ie  beiben  Orbnung^elemente  finb,  toie  an^  ben  obigen  33e= 
tt»eifen  I)eroorge^t,  bnrd)  jebe^  ^aar  entf^)red)enber  ^nnfte  ^armo^ 
nifd^  getrennt 
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2Bir  !)aBen  oben  gefeiten,  ba^bte  ittt)olutorif(i)e23eäte^ung  biiri^ 
2$aare  entj:pre(^ettber  fünfte  fi):irt  ift;  ftatt  einejg  fol(^en  $aar^ 
fann  immer  ein  Orbnnng^^element  auftreten,  tüir  fennseit^nen  aber 
ein  \olä)t^  Orbnung^element  baburd),  ba§  tx>ir  e^  bo)):pelt  fd)reiben, 
unb  e;a  tt)trb  ba^er  ül)ne  Sßeiterejg  bie  Sejeic^nung  i)er[tdnblt(^  fein 
„Sni^olution  AAi.MM.BBi  ober  Snijolution  MM.NN.AAi/' 

Sßenben  toir  nn^  nun  ju  bem  aEgemeinen  galt: 
3ft  p[ABCD]7rp[ABCiDi]  b.  ^.  ^altn  2  ^roie!tit)tfc^e  gerabe 
©ebilbe  bei^felben  S^rdger^g  2  (glemente  AB  entfpre(^enb  gemein,  fo 
ift  aüemal  AB.CDi.CiD  eine  ^ni^otution* 
S)enn  t^  ift    ABCDttABCiDi  nad^  ber  3Sorau%|ung, 
ABCiDiTrBADiCi  mä)  9lr.  10. 
alfo  ABCDTrBADiCi  na(^  $Rr,  14,  mxaM  bie  9ti(^^ 
tig!eit  folgt  mä)  5Jtr.  21. 

26.  Sft  alfoumgeMjrt  inber ©erabenp  AB.CDi.CiD  eine 
^noolution,  fo  l^akn  bie  beiben  ^projeltioifc^en  geraben  ©ebilbe 
p[ACD..]7i;p[ACiDi..]  bie  beiben  (älemente  AB  entf:pred)enb 
gemein. 

3ufa^.  Sag  man  l^ier  CmitDi  ober  Ci  mit  D  t>ertaufc^en 
fann,  leud^tet  ein,  benn  t^  ift  ja  AB.DiCDCi  biefelbe  ^n^o^^ 
lution  toie  AB.CDi.CiD. 

27.  3ft  p[ACD..]7rp[ACiDi..],  unb  ^aben  bie  beiben 
geraben  (Sebilbe  blog  ba^  eine  (Slement  A  entf:pred)enb  gemein,  fo 
muj3  AA.CDi.CiD  eine  ^noolution,  b.  i).  A  ein  OrbnungiSele^^ 
ment  ber  ^^oolution  CDi.CiD  fein.  S)enn  toenn  in  biefer  let^t^ 
genannten  ^ni)oIution  bem  A  baig  ©lement  B  entf))rä(^e,  fo  ti^ürbe 
nad)  26.  au(^  no(^  B  ein  entf:pred)enb  gemeinfame^  (Slement  ber 
beiben  :proie!tioi](^en  ©ebilbe  fein. 

28.  §aben  bie  beiben  in  p  enti)altenen  :proie!tioif(^en  gera^ 
ben  ©ebilbe  toieber  nur  A  entf))red)enb  gemein,  unb  entf:pri(^t  bem 
^unft  B  be^  erften  ber  ^un!t  Bj  be^  2ten  unb  bem  $unft  B^ 
at^  ©lement  be^  erften,  ber  ^un!t  B2  be^  2ten,  fo  ba§  alfo 
p[ABBi..]7i:p[ABiB2..],  fo  ift  ftet^  ABB^Bg  ein  I)armonifd)er 
äBurf,    benn  nad)  27  mu§  AA.BBg.B^Bi  eine  ^tti^olution  fein. 

29.  Sft  i^tngelel^rt  in  ber  (Seraben  p  AA.CDi.CiD  eine 
^noolution,  fo  l)alm  bie  ))ro}eftioij(^en  geraben  ©ebilbe  p[ACD] 
7i:p[ACiDi]  blog  ia^  (Clement  A  entf))re(^enb  gemein.    Ober  ift 
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in  p  ABBiBj  ein  ^atmontfci)er  SBurf,  fo  f)aben  ebertfaH^  bte  pxo- 
ie!tbif(^en  geraben  ©eHlbe  p[ABBi]7rp[ABiB2]  Uo%  baö  (Sle=^ 
ment  A  entfpred)enb  gemein, 

3ufa^.  ^kxan^  gel)t  i)ert>or,  ba§  bte  SlUigfage,  ba§  bie 
beiben  geraben  ©ebilbe  bej^jetben  Slräger^  blo^  ba)6  eine  Clement  A 
entf))red)enb  gemein  '^aben,'  für  bie  gi):irnng  ber  ))ro|e!tii^if(^en  33e^ 
jie!)nng  beiber  ©ebilbe  benfelben  äßertl)  Ijat,  afö  oB  2  entj^prec^enbe 
@lementen:paare  gegeben  tt)ären;  in  A  treffen  fo  jn  fagen  2  &t^ 
mente  beiber  ©runbgebilbe  in  einem  jnfammen,  benn  ift  A  ba^  ein= 
gige  entf:prec^enb  gemeinfame  (glement  beiber  ©ebilbe  nnb  entf^prid)! 
bem  beliebigen  (glement  B  be^  erften  geraben  ©ebilbe^  ba^  (Clement 
Bi  be^  2ten,  fo  läfet  bie  29»  immer  ba^g  bem  Bi  aU  einem  Clement 
bt^  erften  entf:pred)enbe  ©lement  B2  beg  2ten  finben,  fo  ba§  man 
gu  3  iDerfd)iebenen  Elementen  be^  einen,  bie  3  entf:pre(^enben  ©le^ 
mente  be^  anbern  unmittelbar  finben  lann,  Hu^  biefem  @runbe 
bejeit^nen  n)ir  auc^  i)on  nun  an  !nrj  bie  8ageneigentl}ümli(^!eit, 
ba§  bie  beiben  ))roie!tii)if($en  ©runbgebilbe  be^felben  S^räger^  ba^ 
Clement  A  aEein  entf^prec^enb  gemein  l^aben  bnrc^ 
p[AAB..]7rp[AABi..] 

30.  Stßtlt  man  unterfuc^en,  n)el(^e  Elemente  2  ))roj;e!tit)ifc^e 
gerabe  ©ebilbe  be^^felben  S^räger^  entf^prec^enb  gemein  ^aben,  fo  ^at 
man  folgenben  äöeg  einjuf(i)lagen:  @ntf))rid)t  bem  (Slement  B  beg 
erften  bai^fölement  Bi  bei3  2ten  nnb  bem  Bi  aföglement  ht^  erften 
ha^  B2  be!§  2ten,  fo  fu(^t  man  bajg (glement  A^.fo  bef (Raffen,  ha^ 
AiBBiB)  ein  l)armonif(^er  SBurf.  ^^t  nun  A^  ein  entf^re^enb 
gemeinfamejg  (glement,  fo  ift  e^S  nad)  29.  ba^  ^injige  entf:prec^enb 
gemeinfame  (glement. 

@ntf:pri(^t  bagegen  bem  Aj  be^  erften  ba^  (glement  A2  beö 
2ten,  fo  fommt  t^  barauf  an,  ob  bie3noolutionBiAi;,B2A2  einem 
tni)olutorif($en  geraben  (Sebilbe  mit  Orbnung^elementen  anget)ört 
ober  nid)t,  b.  t).  ob  A^B^  bur(^  A2B2  ni(^t  getrennt  ober  getrennt 
finb  na(^  3^r.  24.,  im  erften  galle  finb  bie  beiben  Orbnungj^ele^ 
mente  M  unb  N  2  entf^prec^enb  gemeinfame  (glemente,  im  2ten  ^a^ 
ben  bie  geraben  ©ebilbe  über^au:pt  feine. 

©a  nämlid)  fo  tool)l  A1BB1B2,  aU  aud)  A^MBiN  je  einen 
^armonif(^en  SBurf  barftellen,  fo  finb  A1A1.B1Bi.BB2.Mlsr  ent- 
f^rei^enbe  (glementen^aare  einejg  inoolutorifc^en   geraben  ©ebilbe^ 
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unb  ba^er  MNBB,  ttNMBsBi  alfo  ait^  MNBBi  ttMNBiBs 
nad)  5Rr.  10.  £)a  aber  eben  fo  na(^  ber  aSorau^je|unö  MNBiAi 
7rMNB2A2  (injofern  MÄiNBi  ebenfo  mie  MA2NB2  ^armonifd)e 
SBürfe  barfteffen)  fo  entj:pre(^en  in  ben  betben  ^roie!ttoif($en  gera^^ 
ben  ©ebilben  p[MNBi...]7i:p[MNB2...]  offenbar  bie  Elemente 
A1A2  unb  bie  ©lemente  BBi  einanber  b.  ^.  e;^  ift  p[MNBBiAi]7i: 
p[MNBiB2A2]  alfo  auä)  mä)  3^r.  10,  p[BBiAiMN]  n 
p[BiB2A2MN]  ti).  a*  b.  ti), 

®)ciftiren  bie  Orbnung^gelemente  MN  nid)t,  fo  ift  !lar,  ba§ 
bie  beiben  geraben  ©ebilbe  anä)  Mm  ©lemenle  entf^rei^enb  gemein 
^aben  fönnen,  benn  bnrc^  3^ü(lfd)Iu§  läßt  fi(i)  al^^balb  bartl)un, 
ba§  biefe  fonft  Orbnung^etemente  ber  ertoäI)nten  inbolutorifc^en  SSe^ 
^ie'£)nnö  fein  müßten. 

31«  ©^  foH  £)ier  ber  SSoHftänbigfeit  I)a(ber  ber  ©egenftanb 
ber  legten  3^ummern  au(^  nod)  mit  §ülfe  ber  OR;e(i)nnng  näf)er 
unterfud)t  toerben,  23enü^en  tx>ir  jn  biefem  ^)X)zät  bie  in  ?lr,  11. 
für  bie  beiben  §au^t^un!te  M  unb  M^  aufgeftellte  3R:elation,  fo 
mu^  für  ein  entf^prec^enb  gemeinfame^^  (Clement  A  bei  ben  ^rojefti^ 
i)if(^en  geraben  ©ebilben  bie  @tei(i)ung  ftatt  finben  MA.MiAr=:c, 
tüobei  c  ein  !onftanter  oon  ber  ?latur  ber  ^jrojeftioifc^en  Sejieljung 
abl)ängiger  Söertf)  ift.  SBir  unterfd)eiben  nun,  ob  c  :pofitio  ober 
ob  e)g  negatib  ift;  tritt  ber  erftegatt  ein,  fo  gibt  e^  ftet^  2^:pun!te, 
tt)el(^en  bie  oerlangte  (Sigenfi^aft  ju!ommt  unb  bie  auf  ber  unenb= 
liefen  ©trede  M Ml  gegen  M  unb  Mi  f^mmetrifc^  liegen,  benn  fteHt 
B  irgenb  einen  ^un!t  ber  nnenblii^en  ©treöe  MM^  bar,  fo  änbert 
ft(^  mit  ber  Sage  oon  B,  fon)ol)l  für  ben  S^l)eil  ber  unenblic^en 
(Strebe  MMi,  ber  oon  M  bii^  in  bie  Unenblid)feit  reicht,  al^  auc^ 
für  ben,  tüeld^er  t)on  ber  Unenblii^feit  in  bemfelben  ©inn  bi^  M 
ge^t,  ber  2Bert^  be^  ^robulte^  MB.M^B  ftetig  unb  jt^ar  nimmt 
er  babei  atte  Söert^e  oon  0  bi^   00  an. 

3ft  bagegen  c  negatio,  fo  !ommt  bie  abfolute  @rö§e  oon  c 
^ier  toefentlic^  in  ®etra(^t.  Sei  einem  negatioen  äöertl^  oon  c  !ann 
nämli(^  ein  entf^rec^enb  gemeinfame^  ©lement  nur  auf  berenblid)en 
©trede  MMj  liegen  (91r.  7).  S)er  l)ö($fte  abfolute  Sffiertl),  mh 
(Jen  aber  ba^^^robuft  MB  .MjB  für  einen  auf  ber  enbli(^en©tre(!e 
MMi  liegenben  ?ßun!t  annel)men  !ann,  ift  aber  MN.MiN,  toenn 
N  ber  §albirung^:punft  t)on  MM^  ift.    2\t  bal)er  c  abgefel)en  bom 
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Sorjetd^en  (^xo^tv  aU  MN.MiN,  fo  gtefct  e^  !etn  entj^red^enb  o^t-^ 
memfame^  glement,  finb  tetbe  SBert:^e  etnanber  gleich,  \o  gtebt  t^ 
ein  folc^ei^  (SIement,  nmnüt^  bte?DHtte  Don  MMi  nnb  t[t  c  Heiner 
fo  giebt  e)8  2,  txseld)e  txiieber  gegen  M  nnb  M|  ft)mmetrifd)  liegen. 

gragt  man  nad)  ber  geometrifc^en  Sebentnng  be^  Unterj(i)te= 
beig  im2Sorjetcf)en  i)on  c,  fo  et'fennt  man  al^balb,  ba^  ein  ;pofitit>e6 
aßor^ei(^en  jnr  golge  ^at,  ba§  bie  Ibeiben  ^)roieIit)if(^en  geraben 
©ebilbe  gegenlänfig,  ein  negatit)eig  SSorjeic^en  bagegen,  ba§  biefelben 
gleid^länfig  :proie!tii)if(^  finb. 

33ei  gegenläufigen  !proie!tii^if(^en  geraben  ©eBilben  gibt  e^ 
ba)§er  immer  2,  bei  gleichläufigen  tann  e^  2,  1  ober  0  entf^prec^enb 
gemeinfame  ©lemente  geben,  in  allen  gällen  liegen  fie  gegen  bie 
^aut^unfte  MM^  f^mmetrif^ 

aSei  ini)olutorif($er  SSejiel^ung  fatten  M  unb  M^  jufammen, 
ber  obige  @renjtx>ertl§  MN  n)irb  bal)er  0,  unb  c^  gel)t  barau^g  l^er^ 
t)or,  ba§  e^a  blog  bei  gegenläufiger  ini)olutorif(^er  aSejieljung  2  Orb^^ 
nungigelemente  giebt,  im  anbern  gälte  bagegen  nie  fol(i)e  tjorlommen 
fonnen. 

32.  ©in  ini5olutorif($e!§  gerabeig  ©ebilbe  l^at  einen  einzigen 
§au^t))untt  N  (3uf.  21.),  ber  in  ber  SRitte  jtoifc^en  ben  beiben 
Orbniingi^elementenM Ml  liegt,  toenn  beren  loor^anben  finb,  banun 
für  iebe^  ^aar  oon  entf:pre(^enben  ^^unöen  AAi,  bie  buri^  MM^ 
]^armonif(^  getrennt  finb,  bie  9lelation  gilt  NA. NA^  rz:NM.  NM ,  fo 
erl}ält  man  allgemein  l^ierau^  für  Je  4  l^armonifc^e  fünfte  eine 
metrifc^e  3ftelation,  bie  fi(^  in  SBorte  fo  faffen  lä^t:  l^albirt  man 
bie  ©trecfe  jtoifd)en  2  getrennten  fünften  eineiS  l)armonifd)en  SSur^^ 
fe^,  fo  ift  ba^  ^robult  au^  ben  (gntfernungen  ber  beiben  übrigen 
^45un!te  oon  bem  §albirungi^))unft  bem  Quabrate  ber  falben  ©trede 
jtx>ifc^en  ben  erften  beiben  getrennten  fünften  glei($. 

33.  Sft  p[ABCD]  TV  p[AßCiDi],  fo  ift  allemal  auä^ 
p[ABCCi]7rp[ABDDi]  benn  nac£)  25.  ift  aföbann  AB.CDi.CiD 
eine  ^noolution,  alfo  ABCCi  n  BADiD  u  ABDDi  (10.) 

Sft  1)  p[ABCDE]  7t  p[ABCiDiEJ  unb  2)  aud)  no(^ 
p[ABCDE]  7t  p[ABC2D2E2],  fo  ift  attemal  anä)  p[ABCCiC2]  7t 
p[ABDDiD2]  rt  p[ABEEiE2],  benn  mä)  1)  ift  in  golge  be^ 
oorigen  ©a|e^  p  [ABCCi]  7t  p  [ABDDi] ,  nad)  2)  aber  ift  auc^ 
noc^   pCABCCs]  Tt  p[ABDD2],    alfo  ift  anä)  pLABCCiCg]  7t 
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p[ABDDiD2]  i)ertauf(^t  man  bie  D  mit  ben  E,  fo  erplt  man 

etenfo,  ba§  ABCCiC^  n  ABEEiEs, 

34.    <BuS)i  man  ju  3  fünften  einer  ©eraben  ABC  in  jeber 

Orbnunvj  ben  4ten  t)armonifd)en  ^unft,  ber  2trt/  ba^  ABA^C 

ABCBi  ACiBC  ie  einen  ^armonif(^en  Sßnrf  bitben,  je  !ommen  ben 

6  ^nnlten  ABCAiBiCi  l)tnfic^tlic^  il)rer  Sage  meriwürbige  (glgen« 

fc^aften  in,  bie  \^\x  ^ier  betrad)ten  ti^oKen. 

e^  i[t  1)  ABAiC  n  [ABCBi  n]  BABiC  na^^ftr.lS,  u.  9lr.l0, 

alfo  ift  AB.  A^Bi .  CG  eine  ^ni^olntion,  beren  2te!3  Orbnnng^^ 

Clement  Ci,  \m\1  ACBCi  ein  Iiarmonifc^er  Sönrf  ift» 

eben  fo  ift  2)  ACBC^  n  [ACA^B  n]  CABAi 

alfo  ift  AC*BB.  AiCi  eine  ^noolntion,   beren  2te^  Orbnnngj^^ 

dement  B^. 

eben  fo  ift  3)  BGB^A  n  [BCAC^  tt]  CBC^A, 

alfo  ift  BCBiCj.AA  eine  3^i)otntion,  beren  2tei8  Drbnnng^efc 

ment  A^. 

§ieran^  ergießt  fi(^  nnn  aBer  unmittelbar  folgenbei^: 

Sluö  1)  ift  ACBCi  7t  [AiCBiCi  n]  B^C^AiC  alfo  AB^.BAi.CCi 

eine  ^nijolution. 

%x^  2)  ift  ABCBi  n  [A^BCiBi  n]  C^B^A^B  alfo  ACi.CAi.BBi 

eine  ^ni^olution. 
2lu^  3)  iftBACAi;T[BiACiAi  n]  CiA^A  alfo  AiC.CBi.AAi 

eine  ^ni)olution. 
2ßie  biefe  3  ^^t^olutionen  aug  ben  3  erften  abgeleitet  vyur^ 
ben,  fo  fann  man  ^»erfm^en,  ob  man  nii^t  baburd^  neue  ^Relationen 
erhält,  bafe  m^xxi  oien  in  ben  erften  S^^^'t^ö^^^^  ^^^  ^^^^  ^^^^ 
f))re(^enber  fünfte  oertaufd)t,  alfo  j.  25  in  1)  ftatt  ber  Sni^olu^^ 
tlon  AB.AiBi.CC.CiCi  bie  ^ni^oluton  BA.A^B^.CC  ju  ©runbe 
legt,  \ok  fc^on  in  91r.  26,  '^n\(x^  angebeutet  tourbe,  attein  man 
finbet,  ba§  man  auf  biefem  SBege  in  <x^tn  3  |?dtten  ftet^  imm.er 
nur  ju  einer  neuen  ^noolution  gelangt  ©inb  nämlid)  vm  bei 
bem  eben  ern)äl)nten  33eif:piele  ju  lldltw  BA.AiBi.CC.CiCi  tni^ 
f^re(^enbe  ^unften^aare  einer  ^tt^'^^i^ti^^/ 
fo  ift  4)  BCACi  ^  [AiCBiCi  tt]  B^G^k^Q  alfo  AAi.BB^.CCi 
eine  ^ntjolution. 

34.    ayian  lann  bie  grage  aufn)erfen,  ob  bie  in  ?lr.  31  be^ 
trai^teten  gaUe  t>on  ber  befonberen  3lrt  ber  iproietti^Dift^en  8ejie? 
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l)ung  abl^ängen,  ober  ob  bie  jufäHtge  5trt  ber  Slufetnanberlegung 
beiber  geraber  ©ebilbe  alletn  Urjai^e  fet^  baß  ber  eine  ober  ber 
anbere  gall  eintrete;  mit  anbern  SSorten,  ob  man ^2  beliebig  :pro^ 
ie!tit)ij(^e  gerabe  ©ebilbe  ftet^  fo  aufeinanber  legen  lönne,  baf;  ein 
beftimmter  ber  in  3tx,  31  bur(^gefüt)rten  §älle  eintrete. 

2In!g  5Jlr.21,  ^n],  gei)t  ^eroor,  bafe  man  2  beliebig  :proie!tii)if(^e 
gerabe  ©ebilbe  immer  fo  anf  einanber  legen  fann,  ba^  fie  inDotn^ 
torifc^  liegen,  inbem  man  nnr  i^re  2  §an:pt:pnnfte  jn  vereinigen  ^at, 
ti?obei  man  noä)  bie  Söal^l  l}at  bejügli(i)  ber  beiben  Seiten  ber  ©e- 
raben,  bie  anf  einanber  jn  liegen  lommen,  fo  bag  in  bem  einen  ber 
beiben  möglichen  gälte  ba^  entftel)enbe  :proie!tioif(^e  gerabe  ©ebilbe 
glei(^länfig  ift,  nnb  alfo  !eine  Qrbnnngj^elemente  befi^t,  toäl^renb 
in  bem  anbern  gälte  ba^  gegenlänfige  inoolntorif(^e  gerabe  ©ebilbe 
2  Orbnnng^elemente  l^at. 

(Sinb  bie  beiben  geraben®ebilbe  beliebig  gegenlänftg  anf  einanber 
gelegt,  fo  l^aben  fie  immer  2  ^nnltelemente  entf:pre(^enb  gemein,  ba 
bei  einer  ftetigen  Setoegnng  in  bemfelben  ©inne  bie  entf^rei^enben 
^nn!te,  bie  bie  beiben  ©ebilbe  bnrc^lanfen,  2  Wtal  einanber  begeg- 
nen  muffen  (oergL  31). 

Um  enbli($  ben  gaU  jn  betrat^ten,  ba^  bie  ©ebilbe  ni(^t  in^ 
volntorifc^  unb  ni(^t  gegenlänfig  finb,  fo  benle  man  fie  fi(^  jnerft 
fo  anf  einanber  gelegt,  ba§  fie  int>olntorif(^  finb  nnb  2  Orbnnng^^ 
demente  MN  l^aben.  S)rel)t  man  nnn  ba^  eine  ber  beiben  geraben 
©ebilbe  nm  einen  feiner  ^nn!te  nnb  jtoar  nm  180  ©rab,  fo  fön- 
nen  l)infi(^tli(^  be^  2)re:^;pnnltei8  3  gälte  eintreten,  enttoeber  liegt 
berfelbe  anf  ber  enblic^en  ©trecEe  M  N,  ober  er  fällt  mit  M  ober 
N  jnfammen,  ober  er  liegt  anf  ber  nnenbli(^en  ©trecke  M  N  im 
erften  biefer  3  gälte  l)aben  bie  beiben  ©ebilbe  fein  ©lement  entf:pres 
d^enb  gemein,  im  jtoeiten  eine^,  nämli(^  ben  S)rel):pnnft  M  ober  N,  im 
3ten  jtoei  Elemente.  2)ie  3ti(^tigfeit  biefer  Se^^an^ptnngen  ergiebt 
ftci)  baran^,  ba§  oor  ber  S)re^nng2entf:pre(J)enbe  ^nnfte  AAi  ber  bei^ 
ben  geraben  ©ebilbe  hmä)  M  nnb  N  :^armonif(^  getrennt  finb ,  nnb 
ba§  bei  4  f öligen  t)armonif(i)en  ^nnf ten  M  ANAi  bie  ©treffe  AN, 
toel(^e  einen  S^^eil  ber  enbli(i)en  ©treäe  MN  bilbet  ftet;^  abfolnt  ge? 
nommen  fleiner  ift  al^  bie  Streife  A^N,  tDelcE)e  einen  J^l)eil  ber  nnenb^ 
li(^en  ©tretf e  MN  bilbet,  toie  fol($e^  an)g  ber  gormel,  bie  ba^  ©rnnb^ 
toefen  eine^  ^armonif(%en  ffinrfeig  barftellt,  unmittelbar  folgt. 
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§terau^  gel)t  ^eri)or,  ba^  2  beliebig  ^roj[eftti)tj(^e  gerabe  ®e? 
bilbe  ftet^  fo  auf  emanber  gelegt  tt^erben  fönnen,  ba§  irgenb  eine 
ber  in  ?flx.  31  erlDä^nten  8ageni)erpltniffe  ©tatt  finbet 

35.  ^m  aSorftel^enben  finb  bie  tijid^tigften  ©äfee  über  bie 
^rotelt  Sejiel^ung  ber  geraben  ©ebilbe  enttxjicfelt  tx^orben,  unb  \oiv 
öjenben  un^  nun  jur  ^roj;e!tii)if(^en  Sejiel^ung  ber  beiben  noc^ 
ilbrigen  ©runbgetilbe,  I.  Orbnung,  faem  ®tral}lenbüjc^et  unb  bem 
@benenbüf(^eL 

^iti)t  man  t>m  einem  Beliebigen  $un!te  P  au^er^alb  eine^ 
geraben  ©ebilbej^  p[abc . . .]  nac^  aUen  ^unüelementen  be^fetben 
©tral^len,  fo  erhält  man  einen  ©tral)Ienbüf(i)el  P[abc...],  ben  tx)ir 
einen  „©  (^  e  i  n''  bejg  geraben  ® ebilbe^  (t)on  P  an^)  nennen.  W:an  !ann 
umgelel^rt  auc^  ba^  gerabe  ©ebilbe  p[abc»..]  aU  burd^  hen  Süfc^el 
P[abc..,]  entftanben  benfen,  tt?enn  man  alle  ©tral^len  hz^  le^tern 
burc^  eine  ©erabe  p  gefd&nitten  beult/  tDir  nennen  bei  biefer  2trt  ber 
Betrachtung  ba^  gerabe  ©ebilbe  p  einen  ^^©j^nitt"  be^  Süfc^efö, 

36.  Slffe  ©(Quitte  eine^  ©tra^lenbüjc^efe  finb  unter  einanber 
^rojeltii^ifd^.  ©ig  genügt  offenbar  bettjiefen  ^u  l)aben,  ba§  ein  be^ 
Itebiger  2öurf  eineig  ©i^nitte^  p[cifecb]  ))ro}e!t  ift  einem  entf^pre- 
cf)enben  2Burfe  tm^  beliebigen  2ten  ©c^nitteä  PiL^i^iCibi], 

3n  gig.  1  ift  aber  offenbar 

T^     sincb      T^     sinad 
Pc.  —. — :r     Pa. 


cb  .  ab *   sinpb  '  sinpd  sincb  .  sinad  *) 

ab .  cb       ^      sinab     ^    sincd        sinab .  sincd 

Pa.     —. r  •       Pc.        .  n 

smpb  smpd 

5)a  au^  htm  3Bertl^  bei8  SBurfe^  (abcb),  aüebiej-enigen  ©rö- 
gen,  voddc)^  bie  Sage  ber  ©eraben  p  gegen  ben  ©tral)lenbüf(^el 
c|ara!terifiren,  t)on  felbft  i^erfc^toinben,  fo  folgt  unmittelbar,  ba^ 
bie  3Bertl)e  biefer  Sßürfe  für  jebe  Sage  t)on  p  uni^eränbert  bleiben, 
b.  l),  ba§  bie  entf^prec^enben  SSürfe  aöer  Schnitte  :pro],e!t.  finb, 

J)a  n)ir  in  bem  Sßertt)e  eine^  SBurfeiS  ftetj^  bie  35or^ei(^en 
ber  einzelnen  ©treäen  naä)  ber  S^W^fei^^S  ^^^  ^^-  ^  ^^^  ^^ 
3te(^nung  ju  bringen  l^aben,  fo  mu§,  toenn  bie  obige  ©leic^ung  für 


*)  Unter  sinac  5c.  i^erftel^en  xsix  bm  sin  be^  WinhU,  t»el(^en  bie  ^e^ 
xobt  a  mit  ber  ©eraben  c  hilbtt 
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aEe  gäHe  rtd^ttci  fein  foH,  anä}  [tetö  für  bte  SBinlel  btefelbe  9Sor^ 
aui^fet^ung  im  Sluge  te^alten  tt)erben,  inbem  man  nur  einen  belie^ 
Bigen  ©(^nitt  ju  tetra(i^ten  l)at,  unb  nun  im  (Strat)lenMf(^el  ben 
äBin!el  ab  bann  al^  negatiü  in  $Re(^nung  bringen  mu^,  t^enn  in 
bem  ©(^nitte  bie  ©tretfe  ab  ate  negativ  erfd^eint,  ^mn  e^  an- 
bern  fic^  i'voox  i)on  einer  ©eraben  jur  anbern  bie  :pofitoen  ober 
negatii)en  SSorjeid^en  einzelner  SSinlel  eine^  Sffiurfe^,  aber  t^ie  man 
fid)  lei{^t  überzeugt  ftet^  im  affiertl)e  be^  SSurfe^g  in  g  er  ab  er  2t  n^ 

la^t    äßir  nennen  ben  Slu^bruä  - — t~-- — ^  tnit  gel^öriger  SSe^ 

rü(äfi(^tigung  beö  ^ier  über  bie  aSorjeid^en  geftgefe^ten  ben  SöertI) 
be^  SBurfei^  P(abcd),  Unb  t^  folgt  l)ierau^  unmittelbar  folgenbeiS: 
©er  äSertl)  eine^  SSurfe^  eine^  ©tra:^lenbüf(^eli^  ift  bem  SBertl^e 
beig  2öurfej3  iebe^  feiner  ©(^nitte  glei(^ ;  unb 

ber  Sßertl)  einei^  Sffiurfe^  eine^a  geraben  ©ebilbe^  ift  bem 
Sßert^  be^  äBurfe^  feber  feiner  ©(i)eine  gleid^» 

2lu(i)  bejeic^nen  ti^ir  ben  2Bert^  be^  SSurfe^  P(abcd) ,  b.  ^, 
ben  SOSertl)  beig  obigen  Quotienten  !urj  burc^  (abcd). 

37,  §at  man  einen  ©tra:^lenbüf(^el  P  [abc  .  •]  unb  legt 
man  bur($  einen  ^un!t  Q  au^erlialb  feinet  S:rager!3  unb  burd^ 
feine  fämmtlicf)en  ©tral^len  ©benen,  fo  erhält  man  einen  ebenen^ 
büfd)el,  beffen  2l>^e  PQ  ift,  ^ir  nennen  ben  gbenenbüfc^el  einen 
©d)ein  be^  ©tral)lenbüf($etö  an^  PQ,  unb  ben  ©tra^lenbüfd)el 
einen  ©(^nitt  be^g  (Sbenenbüf(i)etö,  (Sben  fo  erl^ält  man  einen 
ebenenbüf(^el,  wenn  man  huxä)  eine  ©erabe  q  unb  burt^  fammt^^ 
li(^e  fünfte  eine^  geraben  ©ebilbe^g  (Sbenen  legt,  beffen  Präger 
p  mit  q  ni(^t  in  einer  (Shtm  liegt,  aud)  Ijier  nennen  tx)ir  ben  &>t- 
nenbüfc^el  einen  ©(^ein  bej^  geraben  ©ebilbe^  unb  le^tere^  einen 
©d)nitt  beg  (Sbenenbüfi^el^. 

38,  ®er  aSert:^  be^  ©(^nitte^  einejS  SSurfeg  q[ABCD] 
einei^  (5benenbüfd)efö  buri^  eine  ©erabe  p  ift  i^on  ber  Sage  ber 
©erabe  p  gegen  ben  (Sbenenbüf(^el  ijoüfommen  unabhängig. 

©(^neiben  fic^  mmliä)  bie  beiben  ©eraben,  fo  beftimmt  bie 
©bene,  in  ber  fie  liegen,  burc^  i^ren  ©(^nitt  mit  bem  (Sbenen- 
.büfd)el  einen  ©tral)lenbüfc^el,  i)on  bem  bie  beiben  geraben  ©ebilbe 
ebenfalls  ©c^nitt'e  ftnb,  fo  ba§  ber  gatt  auf  ben  ber  3lr,  36  p^ 
rücfgefü^rt  ift,    ©c^neiben  fie  ftc^  nii^t,  fo  !ann  man  eine  3te  ©e^ 
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rabe  anne^mett,  bte  ietbe  f(i)netbet,  unb  n^oburc^  ber  gaU  auf  bett 
t>origen  fic^  rebiicirt» 

§terau)6  lä^t  fi(^  unmittelbar  fc^Iie^en,  ba^  berfette  (Sa^  au(^ 
gilt  für  aHe  (5tra:^lenbüf(^el,  bie  ©(Quitte  einei^  @6enenMfd)eK  finb, 
infoferne  t^  nai^bem  eben  33eix)ief enen  i)on  einem  beliebigen  i^rer  ©d^nitte 
gilt  S3etra($tet  moxi  i)on  ^Uzxi  ©(Quitten  eine^  (Sbenenbüfc^efö  burd& 
©benen  einen  berienigen,  ti^eld^er  bur($  eine  jur  2l):e  fenlrei^te  ©bene 
erzeugt  tDirb,  fo  tx>erben  bie  Söin!el,  tt^eld^e  2  @benen  be§  ebenem 
büfc^efö  bilben,  belanntli(^  buri^  bie  entf:pre($enben  2Bin!el  be^ 
©d)nittei3  gemeffen.  ?iJlan  l}at  ba^er  nad^  bem  fo  t^zn  (änttoidet 
ten  t)ollfommen  rec^t  ben  SBert^ 

"slnS^ra"  '^^  ^'^  ^''^^  ^'^  ^^'^'^  q[ABCD]  iu 
bejei($nen,  ttjenn  nur  au(^  l§ier  tuieber  bie  oben  gegebene  Flegel 
l}inficf)tli(^  ber  SSorseicEien  ber  2öin!el  gel)örig  beachtet  toirb. 

?!Kan  fann  bal^er  auc^  für  6benenbüf(^el  ben  ©a^  aui^f))re= 
c^en:  bie  2Burftoertl)e  alter  Schnitte  eine§  (Sbenenbüf(^eli8  finb  unter 
fid^  unb  bem  2Bertl)e  bei^  2Burfe^  beg  ©benenbüfd^elig  felbft  gleich* 

39,  äßir  nennen  nun  2  ©runbgebilbe  I.  Orbnung  über§au))t 
^roieltii)if(^,  n)enn  il)re  ©lemente  ber  3lrt  einanber  jugeorbnet  finb, 
bafe  bie  Söert^e  entf:pre(^enber  Söürfe  einanber  gleich  finb, 

2  ©(^nitte  eine^  ®üfd)el^,  fotoie  2  ©d)eine  eine^  geraben 
©ebilbeig  finb  baljer  immer  foiDOl)l  unter  \\6),  <xU  auc^  p  bem  (gle= 
mentargebilbe,  t)on  bem  fie  ©d)nitt  unb  ©(^ein  finb,  proieIlii)if($, 

®a  bemnad)  bie  :proieft.  Sejieljung  ber  ©runbgebilbe  I.  Orb^ 
nung  überl)au^)t  jurüdgefül^rt  ift  auf  bie  ^jrojelt,  Sejiel^ung  2  er 
geraber  ©ebilbe,  fo  fann  man  fügli(^  im  Slßgemeinen  t)on  ber 
bireften  SSel^anblung  ber  beiben  noc^  übrigen  ©runbgebilbe  I.  b,  1^, 
ber  beiben  Süfi^el  abfielen,  unb  wir  begnügen  un^,  einer  2lufjä^^ 
lung  ber  §au;pteigenfc^aften  i^rer  :projelt  Sejie^^ung  bie  tt)enigen 
neu  l^injutretenben  ©äfee  ober  (Srilärungen  an  geeigneter  ©tette 
einzufügen : 

39,  a)  G  [a b  c  d . , .]  TT  Gl  [ai  b^  Ci  di . . .]  bebeutet  nid)t  nur, 
ba§  ba^a  ©runbgebilbe  G  projelt,  auf  baig  ©runbgebilbe  Gi  belogen 
ift,  fonbern  ba^  auc^  bie  Elemente  beig  erften  abcd . .  unb  bie  @les 
mente  be^g  2ten  aib^cidi  in  ber  Orbnung,  toie  fie  in  bem  2lu6- 
bruc!  ifolgen,  einanber  entf))re(^en,    Äann  ber  5Ratur  ber  ©ad&e 

>pfftff^  neuere  ©comettU*  ^ 
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pöci^  öBejr  W  ]6,etbett  ©runbgeMlbe  G  wtib  Gi ,  benett  bie  ©lemetttc 
ab  cd...  unb  aibiqdi...  angehören,  fein  S^^^M  \^^^,  \^  tx)erben 
tjßren  ^.ejet(^nungen  w^  auä)  VJ^eggelaffen,  fo  bafe  t^  aföbann 
U^p  ^^ifet  abcd  TT  aibiCidi. 

b)  5Die  :proj[eÖ.  SSe^tel^ung  2  er  ©runbgeBtIbe  I.  ift  'ooMom^ 
mn  unb  unätxietb.eutig  fipirt,  mnn  ju  3  (glementen  be)^  einen  bte  3 
,e^tf)5re(^enben  Elemente  be^g  anbern  gegeben  finb.  S)te  SSejeti^nung 
G[abcd...]  7t  Gi[aibiCidi...]  joE  ftetö  ha^  in  ft($  int)obiren, 
ba§  bie  ^rojeltipifi^e  Se^ie^ung  beiber  ©runbgefcilbe  atö  burd^  bie 
3  t)oranfte:^enben  $aare  entf:pre(^enber  ©lementen^paare  aa^ 
bbi  cci  fi):irt  fcetrac^tet  derben  joH,  tx>äl)renb  bie  bann  folgenben 
©lemente  buri^  bieje  Slrt  ber  gi^cirung  einanber  jugeorbnet  erf(^einen, 

c)  ©e^en  bat)er  3  ©lemente  einei^  ©runbgeBilbe^  I,  hmä) 
feie  .3  entf:prec^enben  tim^  anbeten  il§m  ^)roieItii)ifcf)en,  fo  mu§  bie^ 
fe^  Sei  aUm  Elementen  ber  %<xU  fein,  b,  l).  ha^  eine  ein  ©(^nitt 
be^  anbern  fein,  33eftimnten  eknfo  3  entf:pre($enbe  @lementen:paare 
AAi  BBi  COi  2er  !proieIt,  gleii^artiger  ©runbgeBilbe  L  G  nnb  G^ 
3  ©lemente  A2B2C2  eine^  unb  be^felBen  3ten  ©runbgeBilbe^  I,  Gg, 
fo  ift  biefe)8  mit  iebem  $aar  entf:pre(^enber  (Elemente  berfelten  ber 
galt,  benn  nimmt  man  an  G2[A2B2C2 ...]  7t  Gi[AiBiCi ,..] 

unb  eknfo  G2[A2B2C2...]  7t  G[ABC...],  fo 
finbet  in  Reiben  gdCen  bai3  oben  in  biefer  $yir.  c  er)i?äl;nte  Sagen^ 
^er|attnife  Statt, 

d)  Sie  Reiben  in  e)  erti)al^nten  Sagen^erl}ältni[fe  2er  ungteid^s 
artiger  ober  2er  gleichartiger  :proieH  ©runbgeWIbe  I  f:pielen  im 
Äieiteren  SSerlaufe  eine  tx>t(^tige  3floIIe,  unb  man  §at  bal^er  ber  Äürje 
tpegen  für  biefe  befonbere  2lrt  ^projelt  ißejie^ung  einen  befonberen 
Sftqtnen  eingefü{)rt,  Mm  nennt  nämlid)  fotx>ol^l  1)  2  t)erf(^iebenartige 
:|)ro|e!tii)if(|e  ©runbgebilbe  I  (alfo  gerabe)3  ©ebilbe  unb  &mtn^ 
büfi^el,  gerabeig  ©ebilbe  unb  ®tral^lenl6üf($el,  ©benenbüfc^el  unb 
lStral^lenMf(^el) ,  beren  (glemente  bie  gegenfeitige  Sage  l^aben,  ba§ 
aGe  ©lemente  be^^  einen  burc^  bie  entf:pre(^enben  (glemente  bej3  an^ 
feern  gelten,  ciU  aud^  2)  2  gleichartige  ^rojelt  ©runbgebilbe  I, 
(alfo  2  gerabe  ©ebilbe,  ober  2  ©tra^lenbüfc^el  ober  @benenbüf(i)el) 
beren  (Elemente  bie  gegenfeitige  Sage  l^aben,  ba^  fie  burc^  il^re  ents 
f))yec|enben  @lementen:paare  ein  neue^  ©runbgebilbe  I  beftimmen  ober 
§rjmgen,  ,,^erf:pe!tii:>if(^  l^lPoieltii^ifc^  ober  testoeg  :perf^eftii?if(^'^ 
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S©tr  nennen  ferner  ba§  gerabe  ©eWIbe,  ba^S  burc^  btc  ©(^nttt- 
))un!te  entf:pre(^enber  @traf)len:paare  2er  :perf))e!t.  ®tra^lenbüf(^el 
erzeugt  tt)trb,  2l^e  ber  :perf:pe!t  SSejtel^ung  betber  a3ü|(^el,  unb  ba^ 
Zentrum  bei8  ®tral)lenbüfd)ete,  ber  hnxä)  bie  35erbtnbung^linie  2er 
:perf^e!t.  geraben  ©ebtlbe  berfelben  ©bene  erzeugt  tx>irb,  ©entrum 
ber  :perf^e!t,  Bejtel^ung  beiber  geraben  ©ebilbe, 

3uf,  21u!^  d)  in  SSerbinbung  mit  11  Qu],  ergtebt  ft(|,  ba§ 
2  :parallele  ©(^nitte  etne)8  ©tra^lenbiifc^el^  ftet)^  ä^nlic^  finb, 

e)  ^yiad)  c)  u»  d)  finb  2  iproie'ft.  gletd)arttge  ©runbgebilbe  I 
:perf:pefttt>ijc^ ,  t^enn  3  ^aare  entf))re(i)enber  ©lemente  2er  ))roieft, 
gletd)arttger  ©runbgebilbe  I  3  (glemente  etne^  unb  beigjelben  neuen 
©runbgebilbe^  I  beftimmen»  ©in  befonberer  gaU  biefer  aügentetnen 
(Sigenfd)aft  Derbient  befonber^  f)ert)orgel^oben  ju  ti^erben,  Söenn 
nämli(^  ba^  gemeinfame  ©lement  beiber  pgletc^  ein  entf^^rec^enb 
gemeinjame^  ©lement  berfelben  ift,  fo  finbet  ber  oUn  er^al^nte 
gaü  immer  <Btatt  S)enn  i[t  ganj  allgemein  G  [A  B  C . . .] 
n  Gl  [ABl  Gl  •  •  •]  f  ^c>bei  A  ba§  entj:prec^enb  gemeinsame  @lement 
t>on  G  u*  Gl  barfteKt,  unb  besetc^nen  tx)ir  i>a^  ©lement  BBi  burc^ 
b  bag  eiement  CCi  burc^  c  fo  ift  baia  ©lement  bc,  bai3  ti)ir  mit 
M  bejeii^nen  vooUtn,  ber  S:räger  (gentrum,  2l):e)  be^  neuen  ju 
G  u.  Gl  :perf:pe!tii^if(^en  ©runbgebilbe^  I,  i>mn  bejei(i)nen  n^ir  ba^ 
©lement  MA  buri^  a  fo  gelten  bie  3  Elemente  abc  i)on  M[abc,..] 
burd)  3  ^aare  entfprec^enber  ©lemente  i)on  G  u.  Gi.  Umge!el§rt 
gilt  aber  ber  @a^,  ba§  bei  2  ))erf:pe!tii)if(^en  ©runbgebilben  I  ba^ 
gemeinfame  ©lement  berfelben  ftet^  ein  entf))re(|enb  gemeinfame^ 
Clement  ift» 

f )  S)a^  ®i)ftem  i)on  4  ©lementen  eine^  ©runbgebilbei^  I 
mit  a3erü(Sfi(f)tigung  ber  Orbnung,  in  toeli^er  bie  Elemente  auf 
einanber  folgen,  nennt  man  einen  SSurf  in  bemfelben» 

g)  ©etrennt  finb  2  Elemente  hnxä)  ein  3teg,  mm  man  bei 
ber  ftetigen  Se^egung  in  berfelben  9%i(^tung  ober  in  bemfelben  Sinne 
t)on  bem  einen  nid)t  in  bie  Sage  be^  anbern  gelangen  fann,  ol)ne 
über  ba^  3te  Ijinti^eg  ju  muffen.  2  ©lemente  finb  bal^er  i>nxä)  ein 
britte^  nur  für  htn  einen  ©inn  ber  33eti?egung  getrennt,  für  ben 
anbern  ©inn  bagegen  nid)t.  ©ollen  2  Elemente  für  ieben  ©inn 
ber  93etoegung  b.  'f).  überl)au:pt  getrennt  fein,  fo  finb  baju  2  anbere 
©erneute  noti^toenbig*    äöir  nennen  ben  äöurf  G[abcd]  einen 
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orbentltc^en,  tx>enn  ac  burd^  bd  unb  alfo  audE)  bd  burc^  ac  ge^ 
trennt  finb.  2  (glemente  ab  tefttmmen  Seinen  ©inn  ber  Seti^egnng 
in  einem  ©runbgebilbe;  ti30l)l  aber  3  abc.  ©er  ©inn  abcift 
ibentif(^  mit  bem  ®inn  bca  n,  cab.  SDagegen  gerabe  entgegen^ 
gefegt  mit  bem  ©inn  acb  n,  cba  u,  bac. 

b)  (5ntf))red^enbe  Sßürfe  2er  ^projelt  ©runbgebilbe  I  ^abtn 
glet(^e  Söertl^e. 

i)  S)er  SBertl^  Jebe^  orbentti(f)en  2öurfe)8  ift  negatii),  ©^ 
entf^pric^t  bal}er  iebem  orbentli(^en  SBnrf  bei3  einen  t)on  2  :proie!t. 
©runbgebilben  I  txiieber  ein  foli^er, 

k)  S)en  orbentIi(^en  äBurf,  beffen  2Bert:^  =:  —  1  ift,  nennen 
mir  einen  t)armonij(^en*  ^^h^m  ^armonif(^en  SBurf  in  bem  einen 
t)Dn  2  :proieIt,  ©rnnbgeWlben  I  entf))rid)t  tx>ieber  ein  \olä)tx. 

3uf.  Unter  ben  l^armoniji^en  SBiirfen  im  ©tral)lenbüf(i)el 
(ober  ©benenbüji^el)  t^erbient  tx^egen  f^äterer  Slntx^enbung  einer  be^ 
fcnberi^  {)eri)orgel^okn  jn  Vi^erben,  nämli(^  ber,  bei  tt)el(^em  2  ge- 
trennte ©tral)len  a  n.  c  (ober  ©benen)  auf  einanber  fenlrei^t  [teilen, 
in  fo  ferne  fii^  hxvcä)  ^Betrachtung  be^  Sffiertl)e)8  bei8  äBurfeig,  toie 
er  in  36  angegeben  tourbe,  ober  anä)  huxä)  bie  33etra(^tung  eine^ 
©d^nittei^  bei^felben  burd)  eine  ju  a  ober  c  :parallele  ©erabe  aU- 
balb  erfennen  lä^t,  bag  ber  SBinfel  ber  beiben  übrigen  ©tral^Ien 
burt^  leben  ber  beiben  erften  l}albirt  toirb. 

1)  2  ©runbgebilbe,  bie  einem  3ten  ^projelt  [inb,  finb  e^  aud^ 
unter  \iä). 

@el§en  3  (SIemente  eine)8  i)on  2  ))roiett.  ©runbgebilben  I 
burc^  bie  entf:pre($enben  ©lemente  beig  anbern,  fo  ift  biefe^  mit  allen 
ber  gaU  b,  ^.  beibe  finb  ))erf:pe!t» 

äöenben  toir  un^  nun  ju  bem  befonberen  gaöe  ber  ^projett. 
S3e^ie£)ung  2er  ©runbgebilbe  I,  bei  toeld^em  biefelben  einem  unb 
bemfelben  Sräger  (JUx^,  ©entrum  3lv.  3)  angel)ören  ober  in  einan- 
ber liegen,  fo  ba§  bie  ©lemente  biefe^  2:räger^  gleid)fam  bo:p))elt 
b,  1^.  jebe^  Clement  bemfelben  fotoo^l  al^  ein  (Slement  be^  einen 
aU  auä)  aU  ein  (älement  be^  anbern  gebat^t  toerben  mu^. 

m)  e^iftftet^G[abcd]7rG[badc]7rG[cdab]7rG[dcba]. 
n)  \3ft  ab  cd  ein  i^armonif(^er  2Burf,  fo  finb  aujser  ben  in 
^)  aufgefül^rtcn  dürfen  no^  folgenbe  ))roie!tiioifd^  abcd,  bcda, 
cbad,  dabc. 
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o)  3ft  utttgeJe^rt  ettter  ber  SBürfe  ttt  n  einem  ber  SBürfe  ttt 
m  ^roje!tii)ifc^,  fö  ift  ieber  ber  8  SSürfe  ein  ^armonifi^er, 

2ßir  nennen  2  in  etnanber  liegenbe  ©rnnbgebilbe  I  gegen* 
läufig  ;proie!t,  iDenn  bem©tnn  abc  ber  xi)m  entgegengefe^te  ©inn 
bac  entj:pri($t,  int  anberngatte  nennen  ti^ir  fie  gleichläufig  :proie{t 

p)  2  in  einanber  liegenbe  !proie!t,  ©runbgebilbe  1  ^c&tn  ent^ 
Weber  aüe  ober  2  ober  1  ober  0  (glemente  entf:pred§enb  gemein; 
finb  fie  gegenläufig  ^roie!t ,  fo  ^altn  fie  fteti3  2  ©lemente  entf:pre^ 
(^enb  gemein» 

q)  (äntf^rei^en  2  ©lemente  2er  in  etnanber  Itegenber  iprojelt 
©runbgebilbe  I  einanber  a6tr)e($f elnb ,  fo  ift  biefe§  nac^  m)  mit 
tebem  anbern  ^aar  entf:pred^enber  (Slemente  ber  gaü,  beibe  (Srunb^ 
gebilbe  n)erben  ini)olutorif(^  liegenb  genannt,  nnb  man  nennt  tüol)t 
anä^  ha^  (Softem  Beiber  ein  int)olutorif(^e)3  ©runbgeBilbe, 

2  ini^olut  liegenbe  ©runbgebilbe  I  ^ab^n  2  ober  0  entf^re=^ 
d^enb  gemeinfame  ©lemente,  bie  man  Orbnungj^elemente  be^  int»olut 
@runbgel)ilbei3  nennt,  iena(i)bem  fie  gegenläufig  :proj[e!t  finb  ober 
ni(%t  ^ebe)8  ^aar  entf^red^enber  ©lemente  ift  burd^  bie  Orbnungi^^ 
elemente  l)armonifcC)  getrennt. 

r)  3ft  G[abcd]  n  G[abcidi]  fo  ift  ab.cdi.qd  eine 
3nt)olution,  3ft  G  [a  a  c  d]  n  G  [a  a  q  dj  '^)  f o  ift  a  a .  c  d^ .  Cj  d 
eine  3nt)olution.  3ft  G[aabbi]  n  GCaabibg]  fo  ift  abb^ba  ein 
|armottif(^er  SBurf. 

s)  Sft  G[abcd]  tv  6[abcidJ,  fo  ift  au^  G  [ab  c  cj 
7V  G[abddi].  ^\t  G [abc de]  tt  G[abcidiei]  tt  G[abc2d2e2], 
fo  ift  auä)  G[abcciC2]  n  G[abddid2]  n  G[abeeie2]  etc. 

t)  ©inb  abaic;  abcbi;  acibc  l)armonij(^e  Sßürfe,  fo  Uh 
ben  bie  6  ©lemente  aa^  bbi  cci  be)8  ©runbgebilbej^  I  folgenbe  ^n- 
Solutionen  1)  aai  .  bbi  .  cc^  2)  ab^ .  bai .  00^  3)  ac^ .  bbi .  cai 
4)  aai.bci.cb^. 

40,  ©^  bleibt  un^  nun  no($  bie  ^rage  für  ©runbgebilbe  I 
aügemein  ju  erörtern,  bie  filr  2  :proieft,  in  einanber  liegenbe  gerafae 
(gebilbe  fd^on  in  3lr,  34  beanttoortet  tourbe,  nämlic^  ob  bei  einer 
beliebigen  2lrt  ber  :proie!t  23ejiel)ung  ber  2  ©runbgebilbe  boc^ 
biefe  \kU  fo  in  einanber  gelegt  tx>erben  können,  bafe  ein  beliebiger 


*)  Ue^er  bie  ^eteutung  biefer  ^e^eid^nung  f,  D^r.  29.  ßuf. 
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bet  in  p)  «nb  q)  enti^altenen  ^äffe  eintrete,  ©^  genitgt  bie  (Snt- 
^i(Slung  für  ben  ®tral)len6üfc^el  l)ier  au§fül)rli(^  tjorjtme^tnett. 
Um  juerft  für  ben  gaÄ  ber  ini)ol  Sage  elnfai^  sum  3'^^^  h^  Ö^' 
langen,  ntn§  folgenber  §ilf^fa^  'oox^zx  beti^iefen  fein: 

3n  2  beliebig  :proieÖ,  ©tra^len'büfc^eln  giebt  t^  immer  ge^ 
rabe  ein  ^aar  fenfeec^te  (Strahlen  in  bem  einen,  benen  n^ieber  1  ^^aar 
fen!re(^te  Strahlen  im  anbern  entf:pre(^en.  S)nr(^Ianfen  nämlid^  2 
anf  einanber  fen!re(^te  ©tral^len  a  nnb  m  ben  erften  ©tral)len^ 
fcüfd)el  bnrc^  ftetige  33eti:)egnng  ber  Slrt,  bafe  ti)äl}renb  a  ben  rechten 
Sßinlel  am  bnrc^länft  glei(^jeitig  m  in  bemfelben  ©inne  ben  red)^ 
kn  SBinlel  ma  fcef(^reibt,  fo  bnrc^laufen  bie  entf:pre($enben  Stra^^ 
len  aimi  ben  anbern  a3üf(^el  eienfaüig  ber  2lrt,  ba^  t)^äf)renb  ai 
ökr  alle  ©lemente  be^^  f:pi|en  äöinlefö  a^  m^  fic^  l)intx>egt)et:5egt  mi 
aEe  Elemente  be^  ftnm^pfen  Sffiinlel^  miai  bnrd)länft.  S)a  nun 
bie  Slenberung  bei8  2Bin!eI)3 ,  n?elc^er  fo  einem  re(f)ten  Sßinlel  be^ 
erften  Süfd^el^  entf:prid)t  i^cm  f:pifeen  jum  ftum^pfen  eine  ftetige 
ift,  fo  mu^  i^enigften^  einmal  ein  rechter  SSin!el  al^  ber  entfipre^ 
ci^enbe  auftreten,  S)a§  al6er  biefer  §aE  nur  einmal  eintreten  fann, 
^enn  t^  nic^t  immer  ber  galt  ift,  in  fo  ferne  bie  33üf(J)el  fongruent 
finb,  ergiebt  \xä)  atfo:  Sßürben  ben  Reiben  paaren  i)on  fenfrei^ten 
Strahlen  ac  nnb  bd  bie  fieiben  ^aare  fen!red)ter  ©traliten  a^ci 
b^di  entf;pre(^en,  fo  lege  man  bie  Reiben  S3üf(|el  fo  in  einanber, 
ba§  fie  ein  folc^e^  5paar  entf:pre(^enb  gemein  l)al^n,  alfo  ba^  j,  23, 
a  auf  ai  unb  c  auf  ci  ju  liegen  !ommt,  aföbann  mü^U  naä^  39. 
r)  ac^bdi.bid  eine  S^oolution  fein,  )x>a^  ni(^t  möglii^  ift,  ba 
t)on  ben  l)eiben  entf^pred^enben  äöürfen  abbic  unb  cd^da  ber  eine 
ein  orbentli(^er  Sffiurf  ift,  ber  anbere  nic^t.  2lnf(^auli(^er  ti^irb 
biefer  Sßtmi^f  ti)enn  man  einen  @a^  au^  ber  ©eometrte  in  Sin- 
txienbung  fcringt,  auf  ben  toir  erft  im  f:päteren  SSerlauf  fcmmen 
txierben,  folgenber  SSRa^m:  Segt  man  (gig.  2,)  bie  beiben  Süfc^el 
CCi  fcelieiig  :perfpe!tioif(^  unb  ift  m  bie  Sl):e  ber  :perfpeö*  33e^ 
jiel^ung  Leiber  S3üf(^el  C  unb  Ci,  fo  lege  man  bur(^  C  unb  0^ 
einen  Äreii3,  beffen  2Jlittel:pun!t  in  m  liegt;  finb  nun  DE  bie  tei^ 
ben  fteti^  öor^anbenen  (5(^nitt^)un!te  be!3  Äreife^a  mit  m,  fo  ftel:= 
len  offenbar  DC  unb  CE  fotoie  C^D  unb  CiE  bie  beiben  einzigen 
^aare  entf^pr»  fenfeed^ter  ©tral)len  bar* 

©inb  nun,  um  auf  unfre  Unterfui^ung  prüd^ulommen,  mn 
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bte  Beibett  auf  einanbet:  fenfted^ten  &xa1)lt%  betten  bte  fcetbett  ebett^ 

fall^  auf  einattber  fenlred^ten  @tra!)teu  miiii  entf^red^en,  fo  fixm 
man  immer  m  auf  hi  imb  jugleic^  n  auf  mi  legen,  tüobürd^  bief^ 
Beiben  ©tra'^len  eiuanber  aBwei^felnb  entf:pre(^en ,  unb  alfo  bte  in 
einanber  liegenben  Süfc^el  eine  int)olutorif(^e  Sage  l)aBen.  ^ 
glei($  erB^ttet,  baf3  man  Bei  biefer  Befonbern  2lrt  ber  S^einanbet- 
legung  no(^  bie  SBaBl  l)at,  ^eli^e  (Seiten  ber  Beiben  ©tra^len  m 
unb  n-i  man  auf  einanber  legen  ti^itt,  fo  bafe  l^iebur^  bie  ?SJli)glicB^s 
!eit  fi(^  ergieBt,  neBen  ber  ini)olutorif(i)en  Sage  no(^  barüBer  jil 
t)erfügen,  üB  bie  Beiben  Süf(f)el  gegenläuftg  ober  gleichläufig  ))roie!t 
fein  foGen.  Man  !ann  ba^er  2  BelieBig  :proj;e!t  23üf(^et  ftetö  ttt^ 
tjölut.  legen,  unb  p^ax  auf  2erlei  Slrt,  ^oBei  einmal  Orbnung^efe 
mente  borl^anben  finb,  ba^  anbere  Wlal  ni(^t 

®inb  bie  iSüfi^el  in  ber  iui^olut.  Sage  mit  OrbnungiSefe 
menten,  unb  brel)t  man  ben  einen  berfelBen  um  trgenb  einen  feiner 
©tral^len  um  180^,  fo  baß  fie  lieber  in  einanber  liegen,  fo  l^at 
man  3  gälte  px  unterf(^eiben ,  nämli(^  oB  ber  eine  feft  BleiBettbe 
©tral)l  itt  bem  f:pi^en  SEinfel  jttjifc^en  ben  Beiben  Orbnungffral^^ 
ten,  oB  er  einer  ber  örbnungj^ftra^len  felBft  ift,  ob  er  enbli(^  im 
ftum^fen  2öin!el  jtoifc^en  Beiben  Orbnungi^ftra^en  liegt,  im  erften 
galt  ^aBen  bie  Beiben  SSüfc^el  itt  il^rer  neuen  Sage  0  im  2ten  gaÖ 
1  im  3ten  2  entf:pre($enb  gemeinfame  ©tra'^len.  ©inb  bie  Beibett 
Orbnung!^ftral)len  fenfret^t,  fo  tritt  bie  Befonbere  Slrt  ber  ij^roieE 
^ejiel^ung  ein.  Bei  ber  bie  Silfd^el  fongruent  finb,  unb  e^  fällt 
al^bann  ber  Unterfd)ieb  ber  Beiben  SBin!el,  bie  bie  fenfred^tett  Orb'^ 
nung^ftraBlen  mit  einanber  Bilben,  n)eg,  in  foferne  Bei  jeber  S)rel^^ 
ung  um  einen  ©tra^l,  ber  ni(^t  ein  Orbnung^^ftraBl  ift,  Mne  ent^^ 
f:pre(^enb  gemeinfamen  ©lemente  fi(^  ergeBen,  xt>ai)vmi>  Bei  einet 
S)re^ung  um  einen  ber  Beiben  C)rbnung!3ftrat)len  aüe  entf))re(^ettben' 
©tra^len  in  einanber  fallen.  2lu(^  bie  ini^olutorifc^e  Sage  ift  in 
biefem  gaKenii^t  'vok  in  bem  altgemeinen  gaUe  Bloß  auf  2erleiSBeife  p 
erzielen,  fonbern  auf  unenblic^  3Äal  i:)erfc^iebene  2lrt,  ba  febem  rechten 
aßinlel  be!8  einen  SSüft^el;^  ein  rechter  SSinlel  im  anbern  etttf:pri(^t 

41,  2luf gaBe,  (S^  finb  2  ^^roieli  gerabe  ©eBilbe  berfet 
Ben  ©Bene  p[aBc...]  yr  Pi[aiBiq..J  gegeBen,  man  fott  burc^Äon^ 
ftruftion  ju  einem  BelieBigen  4ten  fünfte  b  bei3  erften  ben  entf^pre^ 
(^enben  5puntt  besä  2ten  burd^  Äonftruftion  fintien» 
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©d^neiben  ftd)  aai  fcbi  cq  in  1  Sßunf te  P,  fo  f d^netbet  5Rr.  39  e) 
bie  (Serabe  Pb  ben  S^räc^er  pi  in  bem  gefuc[)ten  Ipunöe  bx.  ginbet 
a^er  biefer  emfa(f)fte  gaU  ber  :perj':pe!t  S^ejieljung  md)t  ©tatt,  fo 
fann  man  bod)  burc!^  eine  §ilf^linie  ben  aEgemeinen  galt  auf  ben 
eben  erti)ä^nten  einfad^ften  jnrütffü^ren,  inbem  man  (f,  gic^»  3)  eine 
3te  ©erabe  P2(a2t)2C2  »,0  annimmt,  bie  \otoo1)l  mit  p  al^  mit  pi 
^erf^)e!tibif(|  i[t»  Segt  man  nmliä)  bie  p2  hnxä)  a  nnbbi,  fo  !ann 
man  P2  unb  p  eien  fo  p^  unb  pi  !perf^e!tii)ifc^  auf  einanber  be^^ 
ik^m,  fo  ba^  bie  Beiben  erften  ba^  (glement  a  bie  beiben  leiteten 
ba^  eiement  bi  entf:pre($enb  gemein  ^aben  nad^  9lr,  39  e) ,  man 
lann  babei  nun  aber  immer  no(^  einen  3ten  $unlt  C2  auf  pg  be^ 
liebig  ate  ba^a  ben  fünften  c  unb  q  auf  p  unb  pi  entf))re(^enbe 
(glement  annel^men,  benn  mac^t  man 

P2[abiC2...[  7t  p[abc,..]  TT  Pi[aibiq,..], 
fo  tft  bie  :perf:pe!tii)ifc^e  Sejiel^ung  i^on  po  unb  p  fotx)o^l,  aU  bon 
P2  unb  pi  ooEftänbig  unb  un^toeibeutig  fi^irt    ^\t  nunhmä)  biefe 
bo:p:pelte  :perf:pelt  S3e3iel)ung  gefunben 

P2  [^^1^2^21  ^  p  [ab  cb]  unb  Pi[aibiCibi]  ^  P2[cibiC2b2] 
fo  ift  bi  offenbar  ber  bem  b  entf:pred)enbe  ^unlt  bon  pi» 

©inb  M  unb  Mi  bie  beiben  (Sentra  ber  :perf^)e!tibif(^en  23es 
jie^ung  bon  p  unb  p2  einerfeit^  unb  bon  pi  ubb  P2  anbererfeit^^ 
fo  änbert  \i6)  bereu  Sage  mit  ber  Slenberung  be^  toiIHül)rli(^  an* 
genommenen  britten  ^unfte^  C2,  allein  fo  biel  ftebt  immer  feft: 
1)  M  liegt  auf  ber  feften  ©eraben  bbi  unb  Mi  auf  ber  feften  @e^ 
raben  aai  unb  2)  auf  MMi  liegen  immer  3  entf:pre(^enbe  ^$un!te 
bbib2  bon  PP1P2*  2lnftatt  ba^er  ben  ^un!t  C2  auf  P2  beliebig  am 
june^men  jur  ffieftimmung  bon  M  unb  Mi  fann  man  burd)  beliebige 
annähme  ber  SSerbinbung^linie  bbi  jt^eier  entf:pre(^enber  ^unlte 
bon  p  unb  pi  benfelben  3^^^  erreid)en. 

42,  Slufgabe,  e^finb  2  :proie!t  ©tra^lenbüfc^el  P[abc,,.] 
7i;Pi[ai'biCi,.,]  gegeben,  man  fott  ju  einem  beliebigen  4ten  ©tra^l 
d  be^  Iften  ben  i^m  entf:pre(^enben  ©tra^l  di  ht^  2ten  finben. 

Siegen  bie  3  (Sc^nitt:punlte  aai  ^\  cci  in  einer  ©eraben,  fo 
fd)neiben  fi(^  aüe  entfprec^enben  ®tral)len:paare  in  fünften  biefer 
©eraben,  toobnxä)  di  ol)ne  tt)eiterejg  gefunben  toirb.  Stritt  aber 
biefer  einfac^fte  gaö  ber  ))erf:pe!t.  Sejieljung  ni(^t  ein,  fo  fann  man 
mit  §ilfe  eine^  3ten  ©tra^lenbüfi^ete  P2  ben  allgemeinen  gall  lei(^t 
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auf  ben  eben  ertpaf)nten  einfat^fteti  jiirüöfül)ren,  inbem  man  biefen 
3ten  S3üfd)erP2  ^foiDol)t  aufP,  ate  auf  Pi  ^eii>e!t,  tejtei}t  3Sdl)ft 
man  ndmlic^  einen  ©c[)mtt^un!t  2  er  mä)t  entj^red)enber  @trat)len 
abi  al^  Zentrum  P2,  fo  lann  man  biejen  ißüji^el  ;perf:pefttoifd)  auf 
P  unb  Pi  kjiel)en,  inbem  man  P  unb  P2  ba^  a  unb  Pi  unb  P^ 
ba^  hl  aU  entf^re(^enb  gemeinfamei^  Clement  I)aben  lä§t  nac^ 
3^r.  39.  e.  S)abei  lann  man  nun  no(^  einen  3ten  @tral)l  C2.in 
P2  aU  ba^  ben  beiben  @tral)len  c  unb  q  entf:pre(i)enbe  ©lement 
beliebig  tüäl)len»  ^\t  nun  burc^  biefe  bo:p^elte  :perf:pe!t,  a3e^iet)ung 
gefunben  P[abcd]  7t  P2[abiC2d2]  unb 
P2  [a  bi  C2  d2]  TT  Pi  [ai  b^  q  dj , 
fo  i[t  offenbar  di  ba^  gefuc^te  bem  d  entf:precf)enbe  ©lement, 

Mit  ber  2lenberung  t)on  d2  änbert  fii^  mä)  bie  Sage  ber 
beiben  Sl^^tt  ber  :perf:pe!t  33ejie^ung  m  imb  m^,  fo  oiel  ftel)t  aber 
immer  feft:  1)  m  ge^t  burd)  ben  feften  ^unft  bbi  unb  mi  burd) 
Un  feften  ^unÖ  aai  unb  2)  im  ©c^nitt^puntte  mnii  f($neiben  fi(^ 
3  entf))re(^enbe  (Strahlen  ber  3  Süfi^el  PP1P2.  Slnftatt  ba^er 
^ur  Seftimmung  oon  m  unb  mi  ben  3ten  ©trabt  C2  im  23üf(^el  P2 
beliebig  anjunel)men,  fann  man  anä)  ben  ^unft  mmi  ju  bemfefben 
3toe<f  annel)men,  nur  muB  er  bie  2te  ber  fo  eben  genannten  23e^ 
bingungen  erfüllen. 

§.  3.    ^IcmcntttrgcBilbe. 

43.  3^  ben  nac^folgenben  Jlummern  follen  noc^  auf  einem 
neuen  SBege  bie  Sagenoerpltniffe  entf:pred)enber  ©lemente  ber 
©runbgebilbe  L  Orbnung  nal)er  unterfut^t  toerben,  n)oburd)  eine 
t>iel  flarere  ®infi(^t  in  ba^^  Söefen  biefer  n)id)tigen  23ejiel)ungen 
mögli(^  gemad^t  ^irb;  2  entf^rei^enbe  ©lemente  2  er  gleii^artiger 
©runbgebilbe  1  toerben  im  5lllgemeinen  ein  neue^  (glement  beftim^ 
men,  nämli^  2  ^un!te  zim^  geraben  ©ebilbejg  eine  ©erabe,  2  ©tral):= 
len  einei6  ©tralilenbüfc^eB  eineföbene  ober  einen  ^unft*)  jtx)ei(äbe= 
neu  eine^  @benenbüfd)el!3   eine  ©erabe,  unb  man  fann  fid)  nun 


*)  i5eIBfli)etftcinbIi^  irirb  haM  ))Oxan^t\^^t ,  ba§  bie  ^üfi^el  enttreber 
1  (Senttmn  §a6eti  unb  in  t)erfd)iebenen  (Sknen  liegen,  ober  in  1  @kne  liegen 
unb  t)er]d§iebene  (Eentta  ^abm. 


Hosted  by 


Google 


™    42    — 

bie  §rage  t^orlegen,  rödä)t^  ®efe^  bet  3nl)egtiff  aüet  ber  alfo  neu 
erhaltenen  Elemente  l^inft(^tli(i)  fetner  Sageni^erljältniffe  Befolgt. 

2  ^3role!t.  ©erabe  p  nnb  pi  berfelben  ©bene  finb  ^erfipel^ 
t{mf(^,  mnn  3  ^Serbinbungj^linien  entfpred^enber  ^nnften:paare 
fic^  in  einem  ^nnfte  M  fc^neiben,  nnb  z^  gel)en  bann  alle  (Strahlen 
ht^  Süfc^efö  M  inxä)  ein  ^aar  entf^^red^enber  ^nnöe,  2lber  ani^ 
ha^  gemeinfame  (Slement  N  bon  p  nnb  pi  l)at  bie  @igenf(^aft,  ba§ 
feber  huvä)  ba^felbe  ge^^enbe  (Stral)l  2  entf^pred^enbe  5ßnn!telemente 
in  \xä)  entplt,  ba  N  ein  entf))rec^enb  gemeinf ame^  ©lentent  i[t. 
3ln^er  ben  (Stra!)lenl)üf($eln  M  nnb  N  giefct  t^  feine  ©erabe  ber 
©bene  bon  ber  berlangten  ©igenfc^aft 

®inb  p  nnb  pi  ni(i)t  :perf:pe!tibif(I) ,  fo  gel)en  bnr^  leinen 
^nnft  ber  (gbene  inel)r  ate  2  3Serbinbnng6linien  entf^^rec^enber 
^nnfte.  ©nrc^  jeben  5pnn!t  ber  beiben  ©eraben  p  ober  pi  felbft 
gelten  2  foli^e  Sßerbinbnngj^linien,  bon  benen  bie  eine  ntit  p  oberpi 
felbft  jnfammenfättt,  eine  ein;^ige  2ln!8nal)me  l^iebon  machen  bie  bei^ 
htn  ^nnfte  bon  p  nnb  pi ,  tx)elc§e  tl)rem  gemeinfamen  ^^nnftele^ 
tnente  N  entf:pre($en,  ba  bnrd^  biefe  blo§  je  eine  ©erabe,  p  ober  pi, 
ge'^en,  tt)zld)z  bie  t^erlangte  @igenf(^aft  befi^en»  ©en  Inbegriff 
alter  biefer  ©tra^len,  beren  Slnja^l  gerabe  u  +  1  *)  ift,  nennen 
Vöix  einen  ©tral^lenbiif(^el  IL  Orbnnng» 

2  )ßxol^tt  ©tral)lenbüf($el  PPi  berfelben  ©bene  finb  :pers 
f:pe!tibif($ ,  mnn  3  ©(|nitt:pnnfte  entf))red)enber  ©tra^len^paare 
in  einer  ©eraben  m  liegen,  nnb  e^  fc^neiben  fi(^  bann  in  iebem 
^nnfte  bon  m  ein  ^aar  entf:pre($enbe  (Strahlen*  2lber  auä:)  ber 
gemeinfame  ©tral^l  n  bon  P  nnb  Pi  Ijat  bie  eigenf(i)aft,  bafe  bnrc^ 
leben  feiner  ^nnfte  ein  $aar  entf^rei^enber  ©tra^lenelemente  gelten, 
infoferne  n  ein  entf:prec^enb  gemeinfamei^  Clement  beiber  Süfd^el 
tft.  Singer  m  nnb  n  giebt  e^  feinen  $nn!t  ber  &tM  bon  ber 
t)erlangten  (Sigenf(^aft. 

@inb  P  nnb  Pi  nid^t  :perf:pe!tibif(^ ,  fo  liegen  in  feiner  ©era^ 
ben  ber  ©bene  me:§r  al^  2  @c^nitt:pnnfte  entf:pre($enber  ©tra^^len* 
Sn  iebem  ®tra:§le  bon  P  nnb  bon  Pi  liegen  2  folc^e  ^pnnfte,  bon 
benen  ber  eine  mit  P  ober  Pi  jnfammenfäHt,  eine  einzige  2ln^na^me 
ma($t  je  ber  @tral)l,    ber  bem  gemeinfamen  @tral)le  PP^  felbft 


*)  UiUx  bie  ^ebeutuna  M  3a^lentt?ei1^e«  u  f,  mx,  5, 
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entf:pti(^t/  ba  i)ön  allen  feinen  fünften  Uo^  fe  bem  einzigen  P 
ober  Pi  bie  i^erlangte  (Stgenfd^aft  lutommt  2)eti  S^begrtff  alter 
btefer  fünfte,  beren  3lnja!)l  gerabe  u  + 1  *)  ift,  nennen  'voix  ein 
^nnltgefctlbe  IL  Orbnnng. 

2  6fcenenHif(^el,  beren  3l):en  mmi  in  1  @6ene  liegen,  finb 
.^erf:pe!tii)if(^,  tt)enn  3  ^aare  entj:pre(^enber  ©Irenen  ft(^  in  3  ©tral)^ 
ten  eine^  ©tral^lenMjc^efö  ppi  f($neiben;  b»  t).  in  1  (SBene  liegen, 
aföbann  lommt  jebem  ®tral)le  biefcig  ©tral)len6i:jd)eK  biejelk  ei:= 
genjc^aft  ju;  anfeerbem  ift  aber  an(^  in  ber  betben  @benenbüj'd)eltt 
gemeinfamen  ©bene  nimx  ein  ^)ar  entj:prei^enb  gemeinfamer  ©benen 
tjereinigt,^  nnb  aljo  fommt  auä)  ben  ©eraben  biefer  (gbene  (beffer 
fagt  ntan,  ben  ©tral)len  bejg  in  biefer  (gbene  gelegenen  ©tral)len^ 
bilfc^efö  mmi)  bie  ijerlangte  ©igenfc^aft  jn,  an§er  ben  ©traljlen 
biefer  beiben  Siif(f)el  aber  feinem» 

©inb  bie  (£benenbüf(^el  nid^t  ^erf:pe!ti5^if(^ ,  fo  liegen  in  !et^ 
ner  ©bene  mel)r  afö  2  ©(^nittlinien  entf^prec^enber  ©benen  t)on  m 
unb  mi,  in  ieber  ©bene  ber  beiben  a3üfd)el  felbft,  liegen  2  folc^e 
©c^nittlinien  t)on  benen  m  Oberin^  felbft  bie  eine  ift,  eine  einzige 
3ln^nal)me  t)iei)on  ma^tn  bie  beiben  ©benen,  ti?el(^e  ber  gemeinfa^ 
men  &)tm  mmi  \^^W  entf^rec^en,  ba  in  biefer  nnr  bie  einjige 
fol($e  (Serabe  nmliä)  m  ober  mi  felbft  \xä)  befinbet,  ®en  ^nbt^ 
griff  aller  biefer  ©(^nittlinien,  beren  B^^u  +  1  ift,  nennen  mx 
einen  ©tral)len!egel  IL  Orbnnng, 

2  concentrifc^e  (Stra^lenbüfi^el  in  Derf(^iebenen  ©benen  MM^, 
finb  ^erf:pe!tit)if(f)  i^enn  3  aSerbinbnng^^ebenen  entf^rec^enber  (Stral)^ 
len  3  ©benen  einei^  ©benenbüfd)eli8  barftelten,  b.  l).  in  einer  @era^ 
ben  fi($  f (Reiben,  atebann  fommt  jeber  ©bene  biefe^  ©benenbü- 
f(^el^  biefelbe  ©igenf($aft  jn;  an^erbem  ift  aber  anc^  in  bem  ge^ 
meinfamen  @tral)l  MMi  beiber  S3üfd)el  ein  entf:pre(^enb  gemeinfa^ 
me§  ®tral)lenelement  berfelben  i^ereinigt,  nnb  e^  fommt  ba^er  anc^ 
|eber©bene  be^  ©benenbüfi^ete  MMi  biefelbe  ©igenf(^aft  jn,  anfjer 
ben  ©benen  biefer  beiben  ^Umnbü^djd  aber  fetner, 

©inb  bie  beiben  Süfd)el  bagegen  ni(^t  :perf:peftii)ifd),  fo  gelten 
bnr(^  feine  ©erabe  be^  dianmt^  m.e^r  al^  2  ©benen,  bie  ein  $aar 
entf:pred)enbe  ©trauten  ber  beiben  ffiüf($el  oerbinben;  bnri^  jeben 
©tra^l  ber  beiben  SSiifc^et  felbft  gel)en  2  foli^e  (Shmtn,  oon  benen 
bie  eine  mit  M  ober  Mj  felbft  jnfammen  fäüt,  eine  2lni3nal)me  l^ie^ 
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t)on  machen  bie  betben  ©tral)len,  welche  betn  ßemeinfamen  ©traf)Ie 
MMi  entf:pred)en,  in  fo  ferne  burcC)  bieje  nur  je  bte  einzige  M  ober 
Ml  felbft  c^e£)en»  2)en  S^bec^rtff  aller  biefer  ©benen,  bereu  2lujal)l 
gerabe  u  +  1  tft,  nennen  )x>xx  einen  ©benenbüfc^el  11.  Orbnung, 

§at  man  2  ^projelt.  gerabe  ©ebitbe,  bereu  &äger  nit^t  in 
einer  ©bene  liegen,  fo  erzeugen  bie  SSerbinbung^linien  entf^pred^en- 
ber  ^unlte,  bereu  2lnsal)l  u  + 1  ift,  ein  geometrifdjeiS  ©ebilbe,  ba^ 
wir  Otegelfc^aar  nennen. 

§at  man  2  :proie!t  ©benenbüfc^el,  bereu  2l):en  nii^t  tu  1 
©Bene  liegen,  fo  erzeugen  bie  ®cf)nittlinien  ber  entf^prec^enben ©be:^ 
neu,  bereu  3lnjal)l  gerabe  u  +  1  ift,  ein  geometrifd)e^  ©ebilbe,  baö 
fc^on  ie^t  ebenfalls  ben  3^amen  O^egelfc^aar  erljalten  foE,  ob= 
tt>ol^t  bie  ^bentität  mit  bem  julefet  erti^äl}nten  erft  f:päter  fi(^  ^er:= 
au^fteffen  ti^irb. 

S)en  S^begriff  aller  ber  (Elemente,  ^elc^e  in  ben  ^ier  o'ben 
aufgefü^^rten  gaffen  burd)  SSerbinbung  t)on  je  einem  ^aar  entf^re^^ 
(^enber  (Elemente  2er  ©runbgebilbe  I  entfielen,  nennen  tt)ir  ein  ©le- 
mentargebilbe,  unb  bie  enür>icflung  l)at  gezeigt,  ba§  anfeer  ben  3 
©runbgebilben  I.  Orbunug,  tDeld)e  l)ier  in  ber  ©igenf(^aft  afö  (gfe 
mentargebilbe  erfd^einen,  noä)  5  neue  ©lementargebilbe  fid^  ergeben 
l^aben,  fo  ba§  toir  l)aben: 

3  (glementargebilbe  I.  Orbnnng  namli($  ba^  gerabe  ©eWlbe, 
ben  ©tra^lenbüf($el  unb  ben  @beuenbüf(^el  unb  au^erbem: 

5  ©lementargebilbe  II.  Orbnung,  nämlid)  ben  ©tral)lenbü= 
\ä)zl  n,  ba^  ^unftgebilbe  II,  ben  ®tra^len!egel  II,  ben  (Sbenen- 
büfd^el  II,  unb  eublic^  bie  3ftegelf($aar.  SBenben  ioir  un^  nun  ju 
ber  Betrachtung  ber  §au))teigenf(%aften  ber  einzelnen  elementar^ 
gebilbe. 

©traPenfiiif^el  IL  unb  gJttnWöeBilbe  IL 

44.  Betrachtet  man  ba^  ?tr.  41  am  ©c^ln^  Bemerfte  unh 
i^ergleic^t  man  bie  beiben  giguren  4a  unb  4b,  toelc^e  ftc^  blofe  burc^ 
bie  2lrt  ber  3eiä)uung  au^  einem  in  bie  Singen  f^ringenben  ©runbe 
unterfc^eiben,  fo  ge^t  l)ieraui8  ol)ue  t^eitere^  folgenbe;^  l^eri^or :  Sä^t 
man  bie  4te  SSerbinbung^linie  bbi  fic^  änberu,  fo  änbert  ftc^  M 
unb  Ml  unb  c^,  aber  immer  fc^neiben  fic^  ciMi  unb  cM  auf  ber 
feften  ©eraben  abi,  b.  l).  für  lebe  Berbinbung^linie  2er  entf^rei^en^ 
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ber^punfte,  bte  an  bie  ©teGe  Don  bbi  tritt,  BUbet  fietö  caMiMfiiq 
ein  ©ec^^eif,  beffen  3  diagonalen  \\6)  in  einem  fünfte  fc^eiben, 
S)a  bie  2Bat)l  ber  entf:pred^enben  ^nnlten^aare  toie  aai  \\  cci 
(5yii\  10),  ebenfo  ^v<,6)  bie  3te  ^ilfi^gerabe  (x\  beliebig  angenommen 
ti^erben  fönnen,  fo  !ann  man  ben  ®a|  attgemein  fo  an^f:pre(^en: 
^)roj[eäii)ij(^e  nii^t  ))erjpe!tiDifc^e  gerabe  ©eHlbe  berfelben  ©bene, 
geben  in  aSerbinbung  mit  4  aSerbinbnng^Iinien  entf^jrei^enber  $un!^ 
ten;paare  in  beliebiger  Orbnung  genommen  ein  6  (Seit  für  tx^el^ 
6)t%  bie  25erbinbnng^linien  ber  3  ^aar  ©egenecfen  \\i)  in  einem 
"^XkxäXz  f (^neiben ;  in  bem  6  ©eit ,  bef Jen  Seiten  in  ber  beftimmten 
Orbnung  abcdef  anf  einanber  folgen,  nennt  man  ba^  ©d  jtoi^ 
fc^en  ber  Iften  unb  ;2ten  Seite  ©egened  ju  bem  jtt)if(^en  ber 
4ten  nnb  5ten,  ba^  (giJ  jtoif(^en  ber  2ten  unb  3ten  ©eite,  @egene(f 
ju  bem  ätoifc^en  ber  5ten  unb  6ten  ©eite,  unb  ba^  jtoi|(^en  ber 
3ten  unb  4ten  ©eite,  ©egenec!  ju  bem  jtx>ifd)en  ber  6ten  unb  Iften 
©eite.  (^a^faPf^er  ©afe\ 

45»  Siefer  ganj  attgemeinen  i^affung  be^  ©a^e^  fi^eint  eine 
33ef(^rän!ung  no(^  beigefügt  toerben  ju  muffen,  nämlid)  bie,  ba§ 
bie  beiben  geraben  ©ebtlbe,  burc^  bereu  :proie!tit)if(^e  ^ejiel^ung  ber 
©tra^lenbüf(^el  II  entftel)t,  nid^t  2  näc^ft  auf  einanber  fotgenbe 
©eiten  be^  einfachen  6  ©eiti8  bilben  bürfen;  folgenber  toid)tige  ©a^ 
läfet  auc^  biefe  Sef(^rän!ung  aK  überpffig  erfd)einen:  ©inb  gig.5 
(bie  ftc^  t)on  ber  gig.  4a  unb  4b  tx)ieberum  blo§  ber  ißejeic^nungi^' 
toeife  nac^  unterfd)eibet)  madbmic».  (glemente  eine^  ©tral)lenbüf($eli3 
II,  Orbnung,  ber  bur(^  bie  SSerbinbimg^linien  entf:pre(i)enber  "^yxxäit 
ber  beiben  proielt  ©eraben  in[abc*,]  7rmi[aibiCi.,]  entftanb,  unb 
beulen  ti^ir  un^  amcmib  feft  bagegen  ba^^  ©lement  d  aKmäl^liii^ 
alte  mögli(^en  Sagen  ber  no(^  übrigen  Elemente  be^  fragli(^en  ©le^ 
mentargebilbe!^  buri^laufen,  fo  änbert  fid)  bie  Sage  bon  M  unb  Mi, 
jebod^  fo,  ba§  bie  ©tra^len  ciM^  unb  cM  ber  beiben  ©tralilen- 
büf(^el  Ci  unb  c  fid)  immer  in  einem  fünfte  ber  feften  ©iagonale 
^^  fc^neiben,  alfo  :perf:peft  finb,  tx)ä§renb  jugleic^  M^  auf  ber  fe== 
ften  ©eraben  a  unb  M  auf  ber  feften  ©eraben  b  liegen  mu^,  t^or^ 
auö  l;ert>orge^t,  ba§  bie  beiben  ©d)nitt:punlte  Mi  unb  M  be^  be^ 
tüeglii^en  (glementei^  d,  ni(^t  nur  nai^  ber  SSoraui^fe^ung  auf  ben 
beiben  Elementen  m  mi ,  fonbern  m6)  auf  ben  beiben  Elementen 
ab  2  :pro][eft,  nic^t  perfpelt,  gerabe  ©ebilbe  erzeugen. 


Hosted  by 


Google 


™    46    ~ 

S5arau!8  folgt  nun  ber;  folgenbe  l^oc^ft  tt^id^üge  ©a|:  ©in 
©tra^lenbüfc^el  II»  Orbnung  ift  bnr(^  5  Elemente,  i)on  benen  Mne 
3  in  1  fünfte  [id)  f(^netben,  t>olIfommen  beftimmt,  inbem  jebe^ 
Ißaar  berjelben  burc^  bie  $aare  i)cn  ©(!^nitt^)unlte  ber  übrigen 
:proieftit)ijc^  auf  einanber  belogen  tft. 

46»  Setrac^tet  man  eben  fo  ba^  am  @(^lu§  ber  3^r.  42  ©efagte 
unb  i)erglei(^t  bie  beiben  giguren  gig.  6  a  unb  b ,  f o  erhält  man 
auf  ganj  ä^nUd)e  SBeije,  tt)ie  in  91r.  44  folgenbe^  Otejultat:  Sä^t 
man  ben  4ten  ©c%nitt:pun!t  D  entf:pred^enber  (Strahlen  ddi  fi(^ 
anbern,  fo  änbert  ficf)  bamit  bie  ßage  i)on  m  unb  mi  unb  C2,  aber 
immer  liegen  bie  fünfte  Cimi  unb  cm  mit  bem  feften  fünfte  abj 
in  1  (Seraben,  b*  i).  für  leben  ©(^nitt:punlt  2er  entj^rei^enber  ©tra^^ 
len,  ber  an  bie  ©teile  i)onD  ober  dd^  tritt  bilbet  fteti3  cammibiCi 
ein  6  (Seit,  beffen  3  ^aar  ©egenfeiten  (c  unb  mi ;  a  unb  bi ;  m  unb  q) 
fi(^  in  3  fünften  einer  ©eraben  f(^neiben*  ®a  na(^  5Jlr*  10  bie 
2öai)l  ber  ent[:pre(^enben  ©tral)ten  aai  bbi  cci,  ebenjo  anä)  bie 
SBa^l  beig  ©c^nitt:punfte^  abi  2  er  fi(^  nic^t  entf:pre(^enber  ©tra^^ 
len  beliebig  ift,  fo  fann  man  ben  ®a^  allgemein  fo  aui^j:pre(^en: 
bie  SiJtittel:punfte  2  er  ))roje!t.  ni(^t  :perf:pe!t,  ©tral}lenbüf(^el  berfet 
ben  &>tm  bilben  mit  4  beliebigen  ©(^nitt^untten  entj:pre(l)enber  ©tra^^ 
len  in  beliebiger  ,Orbnung  genommen,  fteti^  ein  6  (Sä,  oon  bem  bie 
3  ^aar  ©egenfeiten  fid)  in  3  fünften  einer  ©eraben  fd)neiben» 

©iefer  aUgemeinen  gaffung  be^  ©afeej^  fi^eint  noc^  eine  Se^^ 
fd)rän!ung  l)in5ugefügt  ioerben-^u  muffen,  ba|  bie  5Jiittel^)un!te  ber 
beiben  ©tra§lenbüfd^el,  burd^  bereu  ^rojeft»  ®ejiel)ung  ba^  ^ßunfts 
gebilbe  II  entftel)t,  ni($t  2  auf  einanber  folgenbe  ©den  bei6  6@d^ 
bilben  bürfen,  aGein  aui^  biefe  S3ejc^rän!ung  erfi^eint  bei  ©erüd^ 
ft(^tigung  folgenben  n?ic^tigen  ©afeeiS  al^  überpffig, 

47,  Sßä^lt  man  in  einem  ^unftgebilbe  II  irgenb  2  beliebige 
^^unttelemente  aU  (Sentra  2  er  ©tral^lenbüj(^el,  unb  nennt  fol^e 
©traljlen  entj))rec^enb ,  bie  fic^  in  einem  fünfte  bei^  ^unltgebilbeig 
fc^neiben,  fo  finb  bie  Süf(^el  :proie!tioifd^  auf  einanber  belogen, 
©inb  nämlic^  in  gig.  7  (bie  fii^  oon  gig,  6  a  u.  b  blo§  burc§  bie 
Sejei(^nung  unterfd)eibet),  MÄDBMiC  (Elemente  be^  ^^unltge^ 
bilbet  II,  ba^  burd)  bie  ©(^nitt^unlte  entj:pre(^enber  ©tral)len  ber 
|)roiefte  ©üfd)el  M(abcd..O  7t  M^  (aibiCidi...)  entfte^^t,  unb 
ben!en  'toiv  m^  AMCMiB  feft,  bagegen  ben  ^nnlt  D  allmäl)lid& 
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aöe  uBrigcn  Elemente  bea  ©eBübeig  bur(f)Iaufen ,  fo  anbert  ftd^  mit 
D  bie  Sage  i)on  m  unb  mi ,  iebO(^  fo ,  ba§  bte  @(^nitt^un!te 
mc  unb  niiCi  ftetö  Je  in  einem  ©traWe  bei^  feften  Süjc^el^  abi 
liegen,  aljo  bie  geraben  ©ebilbe  c[m]  unb  ci[mi]  ))roj[e!t  finb, 
n)ä{)renb  jugleid^  mi  um  ben  feften  ^un!t  Ai,  m  bagegen  um  ben 
feften  $un!t  B  \\ä)  brei)en  xm^,  tx>orau^  folgt,  bafe  Süfi^el  A[D] 
n  B  [D]  >co.  i.  b.  'xo. 

ein  ^unftgetilbe  II  ift  ba'^er  burc^  5  Si^ViXätt,  Don  benen 
feine  3  in  1  ©eraben  liegen,  t>oIIIommen  Beftimmt 

48.  Sft  M  irgenb  ein  ^un!t  etne^  $un!tgebilbe§  II.  Orbnung, 
fo  ^at  bie  %r.  43  barget^an,  ba^  auf  jebem  ©tra^l  MA  be^  a3üf(^elg 
au^er  M  noc^  ein  2te^  ^unftelement  A  be^  eiementargebilbe^  II 
M  liegt,  mit  2lu^nal§me  einest  einzigen  ©tral)le^,  für  toelc^en 
bie  fceiben  fünfte  fo  p  fagen  in  einanber  gefallen  finb;  toir  fce? 
^ei(ä)nen  biefen  (Stral}l  bur(^  MM.  S)en!t  man  fi(|  ju  aKen  n  +  1 
^unftelementen  be^  (SlementargeBilbe^  bte  ©tral^len,  benen  biefe 
©genfd^aft  julommt,  fo  erl^ält  man  ein  ©i)ftem  i)on  n  +  1  folc^en 
©trauten,  ba!3  toir  ben  Um^üEung^büfd)el  be^  ^un!tgeBilbej3  11 
nennen  toollen, 

3ft  eBenfo  m  ein  ©tral)lenelement  etne^  ©tral)lenBüfd^eB  II» 
Orbnung,  fo  gel^t  burc^  Jeben  ^un!t  ina  biefer  ©eraben  no(^  ein 
©tra^lenelement  a  bei3  (SlementargeBilbej^  II.  mit  2lu^nal)me  eine§ 
einzigen  ^unfte^,  in  bem  bie  Beiben  ©lemente  in  ba^  eine  m  jus 
fammenf allen ,  unb  ben  toir  buri^  mm  Bejeid)nen,  beult  man  \x6) 
auf  äffen  u  +  1  ©tral)len  bie  fünfte ,  benen  biefe  (Sigeufc^aft  ju^ 
fommt,  fo  erl)ält  m<xn  ein  ©l)ftem  i)on  u  +  1  fünften,  ba;^  xoxx 
bie  S3eugung^!uroe  bei^  ©tral§lenBüf(^etö  II  nennen  ti^offen. 

3n  33ejug  auf  biefe  Beiben  neuerl)altenen  ©^fteme  i)on  (Sie? 
menten  gilt  nun  ber  ©a^:  ber  llm^üUung^Biif(i)el  eine^'  ^unltge^ 
Bilbe^  II  ift  ibentifc^  mit  bem  ©tral^leuBüfi^el  II  unb  bie  ^eu- 
gung^luroe  eine^  ©tral)lenBüfd^efö  II  ift  ibeutif(^  mit  bem  5pun!t« 
geBilbe  II. 

Um  biefen  tt^ic^tigen  ©a^  ju  Bereifen,  muffen  tt)ir  auf  ben 
^a^!arfd)en  ©afe  i)orl)er  ettoa^^  nä^er  eingel^en: 

gflMt,  um  Bei  ber  (Suttoic^lung  i)on  46  ju  BleiBen,  ber  Be- 
^egli(^e  ^unlt  D  einem  ber  üBrigen  5ßun!te  §.  ^  bem  M  unenb? 
li(^  na^e,  b,  ^.  fättt  er  mit  il)m  sufammen,  fo  geljt  bie  ©eite  DM 
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in  bte  ©erabe  MM  be^a  Umpttung^büfci^efö  ü5er,  infofertte  naä) 
5ftr.  43  eben  ber  ®tral)l  MM  ei8  ift,  ber  in  biefem  gaöe  bem  (Strahle 
MiD  b.  ^.  MiM  entf^ri(5t 

3e  nai^bem  man  nun  annimmt,  baß  biefeiS  S^^f^^tnenfaöen 
2er  5pun!telemente  Bloß  einmal,  ober  baß  e^  2  3Kal,  ober  baß  e^ 
3  SiJlal  ©tatt  finbet,  fo  ergel^en  fid)  au§  bem  allgemeinen  ^a§!arf(%en 
®a|e  für  ba^  ©ec^j^ecE  befonbere  ©ä^e  für  bai3  5(5cf  ba^  4@tf 
unb  ©reiecE,  nebft  {e  1,  2  ober  3  Elementen  be^g  UmplIungiS^ 
fcüfc^elia,  2Bir  tt>erben  I)ier  bloß  ben  2ten  unb  3ten  ber  3  erti^äp^ 
ten  gäHe  nä^er  in^  Slucje  faffen. 

gaßen  2  ^aare  i)on  ©tfen  be^  ^a^IaPfi^en  6  (Sä^  je  in  ei^ 
ne^  jufammen,  jo  erl)ält  man  ein  4  6(1  mit  2  S)o^):pele(fen  b,  1^. 
mit  2  (Stfen,  bereu  lebe  ©teUoertreter  2er  unenblid)  nai)er  ©den 
eineiS  Gßdig  barfteKt;  unb  anä)  l^ier  fc^eint  bie  2lntt)enbun3  be^ 
^a^!arj(^en  ©a^e^  ju  einer  größeren  3^i}t  ^^ti  bejonberen  ©äfeen 
ju  führen,  je  nad)bem  man  bur(^  oerfd)iebene  SlBal}!  ber  3lufeinan^ 
berfolge  ber  6  @d:pun!te  auf  i)erfc^iebene  gäße  ju  ftoßen  f(^etnt 
?iJlan  erl)ält  nämlid)  folgenbe  i^erjc^iebene  6gde. 
AABBCD  AABBDC  AACBBD  AADBBC  AACDBB 

AADCBB  *). 
Slöein  eine  einfache  23etrad)tung  laßt  erfennen,  baß  bie  Slnn^enbung 
beig  ^ai^IaPft^en  ©a^eg  auf  biefe  6  oerfd)iebenen  6  ©de  bloß  ju  2 
t)erf(^tebeuen  3lefultaten  b,  l)*  ©ä^en  fül)rt,  inbem  für  alle  gälle, 
in  tt)eld)er  bie  beiben  5)o^^el:pun!te  AA  unb  BB  getrennt  tx\ä)^p 
neu,  burc^  anbere  ber  6  ©lemente,  b*  ^.  AA  unb  BB  al!3  ®egen^ 
feiten  auftreten,  berfelbe  ©a^  alj^  ^tefultat  ber  2lntx>enbung  fid)  er- 
giebt,  tt)äl)renb  basgfelbe  ©tatt  finbet  für  aKe  übrigen  gälte.  Slud^ 
oon  biejen  2  gaffen  t)3erben  tx^ir  bloß  ben  einen  unb  ^voax  ben 
erften,  aU  für  unfere  Unter ju($ung  i)on  2öid)tig!eit  einer  nähern 
33etra(^tung  unterttjerfen. 

©ie  23etrad)tung  ber  beiben  6  (gde  AACBBD  unb  CCADDB 
gig,  8  lel}rt  baß  foti)ol)l  ber  ©c^nitt^puuft  ber  beiben  Umpffung^- 
ftraljlen  AA  unb  BB,  atö  anä)  ber  ©d)nitt:pun!t  t)on  CO  unb  DD 


*)  ^en  gaU,  ba^  bie  unenbUc§  mt)tn  fünfte  AA  ober  BB  felbft  gc^- 
trennt  erfc^einen,  (äffen  tr>ir  nnkac^tet,  ba  berfelbe  ju  feinet  geometrifd^en  S3e= 
trac^tnng  ^eranlaffung  gieBt, 
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auf  berienigen  ©eraben  liegt,  bie  burd^  bie  @c^nttt:punöe  ber  2 
5ßaar  ©egenfetten  *)  AC  unb  BD;  AD  unb  BO  gel)t 

S)ie  aSetrai^tung  ber  Reiben  6  (Sät  AACDDB  unb  BBDCCA 
enbli($  lel}rt,  ba§  ber  ®($ntttpun!t  ber  betben  Um^üllung)g[tral}len 
AA  unb  DD  ebenfo,  tx^ie  ber  ^on  BB  unb  CC  in  berjenigen  ®e== 
raben  liegt,  ttjelc^e  huxä)  bie  ©(^nitt:pun!te  ber  beiben  ^aare  'oon 
©egenfeiten  AC  unb  BD;  AB  unb  CD  be[timmt  ti^irb, 

SSenben  tx>ir  nun  auf  ben  S:^eil  bei3  ^a^faPji^en  ©a|e^, 
ber  t)om  6©eit  l^anbelt,  biefelbe  Setrad)tungiStijeije  an:  diMt  ber 
6ett)egli(^e  ©tra^l  d  einem  ber  übrigen  j.  23»  m  unenblic^  na:§e, 
b.  I},  fällt  er  mit  i^m  jufammen,  fo  gel)t  ber  @ä^un!t  dm  in  ben 
entf^re(^enben  ^un!t  mm  ber  Ärümmung^lurt)e  über,  infoferne 
n(x6)  5yir,  43  eben  mm  ber  ^unlt  ift,  ber  in  biefem  gaHe  bem 
gemeinf amen  fünfte  mi  d,  b,  l).  mim  entf^prii^t  SSetrac^ten  tnir 
ba^er  anä)  l}ier  'oon  ben  i)erf(^iebenen  befonberen  gäKen,  ju  benen 
ba^  einfa(^,  bo:p:pelte  ober  breifai^e  3wfammenfal[en  je  2er  ber  6 
(Seiten  be^  6  ©eit^  fül)rt,  blofe  ben  einen,  ber  bem  ^ier  oben  für 
ba)3  6  gif  enttx)iefelten  gaHe  entf:prid)t,  fo  erhalten  toir  ganj  auf 
bemfelben  Sßege,  n)ie  bort  folgenbej^  Stefultat:  (gig.  9)»  Sie  Se^^ 
tra(^tung  ber  beiben  6  ©eite  aacbbd  ccaddb  lel)rt,  ba§  bie  SSer^ 
binbung^linie  ber  beiben  ^unlte  ber  Ärümmungs^furi^e  aa  unb  bb, 
ebenfo  toie  ber  beiben  fünfte  cc  unb  dd  hmä)  ben  ^un!t  ge:^t, 
tDel(^er  huxä)  bie  2Serbinbung^linien  ber  beiben  ^aare  Don  ©egen^ 
e<fen**)  ac  unb  bd,  ad  unb  bc  beftimmt  ifi  Sie  Betrachtung 
ber  beiben  6  ©eite  aabccd  unb  bbcdda  bagegen  leiert,  ba§  bie 
SSerbinbungi^linie  i)on  aa  unb  cc,  ebenfo  toie  bie  aSerbinbung^glinie 
t)on  bb  unb  dd  burc^  ben  $unlt  gel)t,  ber  burc^  bie  SSerbinbung^^ 
linien  ber  beiben  ^aare  t)on  ©egenedfen  ad  unb  bc,  ab  unb  cd 
beftimmt  ift,  S)ie  ^Betrachtung  ber  beiben  6  Seite  aacddb  unb  bb 
dcca  enblic^  le^rt,  ba§  bie  SSerbinbung  ber  beiben  J?:uri)en^un!te 
aa  unb  dd,  ebenfo  )Pok  bie  bb  unb  cc  hmä)  ben  ^un!t  ge^en, 
ber  invä)  bie  SSerbinbung^linien  oon  ac  unb  bd;  ab  unb  cd  be^ 
ftimmt  tx)irb, 

3ufafe,    4  fünfte  ABCD  einer  ©bene,  i)on  benen  leine  8 


*)  Heber  bie  ^ebeutuncj  be6  ^egriffe^  ^egenfeiten  f.  btn  S^f^l» 
**)  Sßecjen  bet  ^Sejel^^nung  (55egeue<le  f,  ben  folgenben  S>^\<x^* 
^faff ,  neucce  ©eomctrlc.  ^ 


Hosted  by 


Google 


—    50    — 

in  1  ©etaben  liegen,  Beftimmen  hmä)  i^re  ajerHnbung^timen  6 
©erabe,  tüir  nennen  biefe  6  ©erabe  bte  (Seiten  be^  loollftdnbigen 
4  M^  ABCD,  S)iefe  6  ©eiten  gru^))iren  fi($  p  fe  2  ^u  3  $aar  @  e^ 
genjetten^  inbem  man  iebeSeite  bie  ©egenfeite  berjenigen  nennt, 
bie  mit  il)r  feinen  ber  4  (ScEpunfte  bei^  4(Sc!s^  gemein  f)at;  e^  ftnb 
alfo  ©egenjeiten  AB  nnb  CD,  AG  nnb  Bd/aD  nnb  BC,  S)ie 
3  ^aar  ©egenfeiten  ft^neiben  fi(^  in  ben  3  ©ö:pnn!ten  eine^  S)ret^ 
eä^,  ba§  an!3  f:päter  p  enti^itfelnben  ©rünben  ia^  ^olbreieö 
be)3  i)oH[tänbigen  4  (Stf^  genannt  n)irb.  ©knfo  beftimmen  4  ©e^ 
tobe  abcd  einer  (Sßene,  i)on  benen  leine  3  \iä)  in  1  ^itnlte  f(^nei? 
ben  6  (S(^nitt))un!te,  bie  tviv  bie  6  @(fen  be^  i)oIIftänbigen  4©eit^ 
abcd  nennen;  biefe  6  (gä^en  grn:p:piren  fi($  jn  je  2  p  3  paaren 
t)i?n  ©egenetfen,  inbem  man  iebe^S  @(f  ba^  ©egenedf  be^nigen 
nennt ,  ba!8  mit  x^m  feine  ©eite  be^  4  ©eit^  gmein  |at.  S)ie  3 
^aare  i)on  ©egeneiJen  liegen  anf  ben  3  Seiten  eine^  S)reiecf^/  bai^ 
au)^  |:päter  jn  enttxiitfelnben  ©rünben  ^olarbreieif  be^  i)ollftän^ 
bigen  4  (BdU  l^ei^t. 

931it  §ülfe  biefer  a3egei(f)nnng!8ti)eife  laffen  fid)  nnn  bie  olbi- 
gen  3lefnltate  über  ^nnftgebilbe  II  nnb  Um^ii'ttnng^Süfc^el,  fotx)ie 
über  (Stral)lent)üf(^el  II  nnb  Ärümmnngigluri^en  alfo  an^f))rec^en: 
2Bäl)lt  man  4  beliebige  ^nntk  eine^  ^nnltgebilbe^  II,  nnb  beftimmt 
bajn  bie  4  ©traljlen  htß  UmljüKung^büfc^el^  in  tbm  biefen  4  ^unl^ 
ten,  f 0  i)at  man  4  @(f en  eine^  t)offftänbigen  4  (S&  nnb  4  ©trauten 
eineio  t)oö[tänbigen  4  ©eit^,  meiere  in  ber  2lb^ängig!eit  jn  einanber 
fte'^en,  ba^  ba^  ^olbreiecf  ht^  erfteren  mit  bem  ^olarbreied,  b,e^ 
Xe^teren  tbentijc^  ift, 

Umgele^rt  voaljlt  man  4  ©trauten  eine^  ©tral)lenbüf(^eK  II  unh 
beftimmt  bie  jn  il)nen  geljörigen  ^nnfte  ber  Ärümmnng)3!nri)e,  fo 
fielen  ha^  fo  erl)altene  i)ol[ftänbige  4©eit  nnb  4(£cf  in  ber2lbl)än'^ 
gigfeit  jn  einanber,  ba§  cbenfallsa  bai8  ^olarbreietf  bei8  erften  iben^ 
tifc^  mit  bem  ^olbreietf  ht^  lefetern  ift» 

galten,  um  jn  bem  2  ten  gaUe  über3ngel)en  3  ^aare  loon 
^nnlten  in  je  einen  jnfammen  (gig,  10),  fo  oertritt  offenbar  bie 
Sangente  in  jebem  biefer  3  fünfte  eine  ©eite  be^  eingef(^riebe^ 
nen  6  (Sä^ ,  nnb  l)ieran^  ergiebt  fid)  nnmittelbar  folgenber  ©a| : 
5)ie  3  ©eiten  eine^  einem  ^unögebilbe  II  eingefc^riebcnen  S)reiecE^ 
f(^neiben  bie  ©ttal)len  be^  Umpllnng^büfdjel^  in  be,n  ©egeneäen 
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in  3  fünften  einer  ©eraben,  @^^  man  bagegen  'oon  htm  S)reie(Je 
beig  t)on  3  (Strahlen  eine^  @trat)IenMj(^etö  II  unb  ben  3  it)nen 
pge^örtgen  fünften  ber  jugel^örigen  Ärümmungi^furi^e  an^;  fo 
ftellen  biefe  le|teren  3  (Säen  eineiS  ber  Ärümmung^furi^e  umji^rie? 
benen  6  ©eto  bar,  nnb  e^  ergtebt  ]iä)  barau^  unmittelbar  folgern 
ber  ©at^  (gig.  10):  3  ©erabe,  votlä^t  bie  ©den  eine^  einer 
^ümmung^!uri)e  II  umf(Srtebenen  3  (Sdf^  mit  ben  in  ben  ©egen? 
feiten  liegenben  fünften  biefer  ,^uri^e  t^erbinben,  f(^neiben  fi(^  in 
1  qjunfte. 

49.  S)er  Um^üttung^büf(|el  11  eine^  ^un!tgebilbe^  II  ift 
ein  @tral^lenbüfd)el  II,  nnb  bie  Hrümmung^furi^e  einei^  (Strahlen- 
Mfd)elg  II  ift  ein  ^unögebilbe  II. 

©enfen  tx>ir  un^  t)on  bem  t)ottftänbigen  4  ©cE  eine^  ^unlt? 
gebilbe)^  II  3  ^nn!te  ABC,  unb  alfo  aucf)  x>on  bem  jugel)j5rigen 
4  ©eit  3  ©eiten  abc  feft,  tx)äl)renb  ber  4te  ®cE:pim!t  D  aßmäf)lig 
ha^  gan^e  ^unftgebilbe  burc^läuft,  fo  be^oegt  fid}  mit  D  anä)  bie 
4te  ©eite  d  be)y  jugef)örigen  4©eit^  unb  nimmt  a'ffmäljlit^  bie  Sage 
fämmttidier  ©tra^^len  be^  Uml)üttung^büfd)ete  an,  unb  e^  ift  nnr 
Ußd)  na(|jUiDeifen,  ba^  ba^  ©efe^  biefer  a3ett)egung  i)on  d  ber  Slrt 
ift,  ba§  2  ber  3  feften  ©tral)ten  g.  SS.  a  unb  c  babei  in  2  ^rojeft. 

geraben  ©ebilben  a[a ]  n  c[c_..]    gefc^nitten  ti^erben.    ^t 

jeid)nen  "volv  aber  f.  gig.  11  bie  beiben  feften  ©d)nitt^unÖe  ba  unb 
bc  entf:pre(^enb  huxä)  M  unb  N,  fo  ift  nad)  bem  i)ortgen  ©at^e  offene 
bar  ©trat)lenbüf(^el  M(c.»0  tv  N(a..O  nad)  3lx.  48,  in  fo  ferne 
beibe  :perf:peft.  ^u  ber  feften ©eraben AC finb,  alfo  ift  and)  c(c.,0 

©et)t  man  umgele{)rt  i^om  ©tral)lenbüfd)el  m^ ,  in  bem  man 
4  ©tral)len  abcd  unb  bie  4  jugel)örigen  fünfte  ABCD  ber  Stviim^- 
mungj^furoe  aus^toa^lt,  fo  finbet  man  ebenfo,  baß  t^enn  d  aßmäl^tid] 
ben  ganjen  33üf(^el  befd)reibt,  ber  juge'§örige  ^unft  D  bei  feiner 
aSefc^reibung  ber  Ätümmungeifuri^e  fi(^  fo  be^i^egt,  bafj  bie  beiben 
©tral)lenbüf(^el  A[D....]  unb  C  [D..  J  ^rojeimifd)  finb,  benn 
bejetc^net  man  (f.  gig.  12)  bie  beiben  feften  ©eraben  BA  unb  BC 
burd)  m  unb  n,  fo  ift  na(^  dlx.  48  offenbar  ba^  gerabe  ©ebtibe, 
ba!^  auf  htm  Präger  m  burd)  ben  Süfd^el  C(D.,.)  erzeugt  n^irb, 
^rojelt  bem  geraben  ©ebilbe,  ba^  auf  bem  Srdger  n  burd)  ben 
aSüfi^el  A(D.,.)  erzeugt  )POxxh,    infoferne  beibe  :perf^)eft  ju  bem 

4* 
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®tra^tenMf(^el  ac  finb,  unb  bat)er  ift  au(^  ber  SSüjd^el  C[D...] 
feföft  :proie!t  ju  bem  Süfc^el  A[D...]  ti?.  j,  b.  ti), 

^n  golge  biefer  i^idjttsen  @igenj(^aft  fa^t  man  ba^  ^unft- 
geMIbe  II  unb  ben  ©tral)len6iif(^el  II  getDÖl^nlii^  burd^  eine  einzige 
Sejeid)nung  ^u  einem  geometrifd^en  ©ebitbe  jnjammen,  inbem  man 
beibe  eine  Äuri)e  II,  Orbnung  nennt,  aber  biefer  Äuri)e  ^un!t 
unb  ®tral)lenelemente  jufi^reibt;  babei  nmnt  man  ben  ©tra^l 
MM  ober  m  ber  UmI)üIIung^!uröe  in  bem  fünfte  M  ber  Äuri^e  bie 
Sangente  in  bem  Serü^rungi^^punÖe  mm  ober  M  (oergL48  im  Einfang). 

3nfafe,  &  möge  l^ier  atebalb  eine  (5intf)eilung  ber  ^ur^ 
t)en  II  angefül)rt  ti^erben,  U)el(^e  auf  ber  3lnjat)l  ber  fünfte  be^ 
rut>t,  tijelc^e  eine  Äuroe  II  mit  ber  unenbli(^  fernen  ©eraben  ber 
©bene  gemein  l)at.  Wlan  nennt  nämlic^  alle  Äurtien,  toelc^e  mit 
ber  unenblicJ)  fernen  ©eraben  2  ^un!te  gemein  l}aben  /,§^V^^' 
beln",  alle  Äuri^en,  bie  bie  unenbüc^  ferne  ©erabe  in  1  fünfte 
berül>ren,  „Parabeln"  alle  Äuroen,  toeli^e  mit  ber  unenbli(^  fer^ 
mn  ©eraben  fein  ^unftelement  gemein  l}aben  „©Hilfen"» 

50»  ©ine  &zm  f(ä)neibet  eine  Äegelp^e  II  enttoeber  in 
einem  ^unltgebilbe  II,  ober  fte  l)at  mit  il)r  2  ober  1  ©erabe  ober 
1  ^un!t  gemein, 

£)ie  beiben  :proie!t.  @benenbüf($el,  ioeld)e  bie  Segelfläche  er== 
^eugen,  toerben  nämlic^  oon  ber  fraglid)en  ©bene  in  2  :proj[ett,  ©tral)- 
lenbüfd)eln  gef(^nitten,  bie  nii^t  perf:pe!t,  fein  Knnen,  toelc^e  bie 
gemeinfame  (gbene  beiber  @benenbiifd)el  \iä)  nid)t  felbft  entf^ri(^t, 
©inb  ba^er  bie  beiben  fo  erhaltenen  ©tra^lenbüf(^el  nid)t  foncen^ 
trif(^,  b,  ^.  gel)t  bie  f(^neibenbe  (gbene  ni(^t  burc^  ben  ©(^nitt:pun!t 
ber  beiben  2l):en  ber  @benenbüfd)el,  fo  erzeugen  fte  bai^  im  ©a^ 
ertoäl)nte  ^un!tgebilbe  II,  finb  fie  aber  f oncentrif (^ ,  fo  treten  bie 
legten  3  gälle  ein,  je  na(^bem  fie  2  ober  1  ober  feinen  ©tral)l 
entf))re(^enb  gemein  ^abm. 

3ufafe,  Wlan  erhält  bal^er  eine  Äegelpc^e  11 ,  toenn  man 
na(^  aüzn  fünften  eineia  $un!tgebilbe^  II  oon  einem  fünfte  aufeer- 
:^alb  feinet  Sräger^  (Strahlen  ^kljt 

51,  S)er  ®(^ein  einejg  ©tra^lenbüfc^el^  II  oon  einem  ^^unfte 
M  au^  ift  ent^eber  ein  (Sbenenbüfc^el  II,  ober  ber  ©tral^lenbünbel 
M  ^at  mit  bem  23üf(^el  nur  2  ©tral)len  ober  1  (Strahl,  ober  blo^ 
bie  ebene  bei3  S;rägeri3  felbft  gemein. 
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S5er  (Sd^etn  ber  2  :proie!t.  geraben  ®el&tlbe,  ti^elc^e  ben  ®trat)^ 
lenBüfd^el  II  erzeugen,  btlbet  nämli(^  2  ^roje!t,  !oncentrif(f)e  ©tra^-- 
tenbüf(^el,  liegen  btefetten  nt(^t  in  1  ©bene,  fo  erzeugen  fie  ben 
im  ®a|  ernannten  @benenbüf(f)el  II,  liegen  fie  aber  in  1  ßbene, 
b.  l).  in  ber  @bene  be^  (Stral)lenbüf(^el^  II  felbft,  fo  tritt  einer 
ber  legten  3  gäffe  ein,  je  nad)bem  beibe  Süjd)el  2  ober  1  ober  0 
Strahlen  ent|:pre(^enb  gentein  l)aben. 

3ufa^.  Wim  erl^ält  bal)er  einen  (Sbenenbüfd^el  II,  tx)enn 
man  mä)  ai^^n  (Strahlen  eineig  ®tra:^lenbüf(^el^  II  'oon  einem  anger^ 
t)alb  befjen  S:räger^  Itegenben  ^nnfte  (gbenen  jie^t. 

3nfci^.  S)ie  95erglei($nng  ber  Slefnltate  t)on  9lr.  50  unb 
%c.  51  mit  bem  ©a|e  in  ?tr»  49  le^rt,  ba^  ber  Uml)nllnng^büf(f)el 
einer  Äegelflä(f)e  II  ein  ©benenbüfi^el  11,  nnb  ber  Ärümmnng^=^ 
leget  eine^  @benenübf(^el^  II  eine  Äegelp(^e  II  ift.  W^an  fa^t 
bal^er  auä)  bieje  beiben  ßlementargebilbe  gett)i5!)nli(^  nnter  bem  ge^ 
meinfamen  9^amen  Segelfläche  II  jufammen,  inbem  man  il)r  ©trauten 
nnb  (Sbenen,  Sern^rnng^ebenen,  genannt  aU  iljre  (glemente  betrachtet* 

52.  ^tU  Sftegelfc^aar,  m^^  bnr(^  2  :proj[e!t,  gerabe  ©ebilbe 
m  [abc...] /r  mi[aibiCi,«.]  erjengt  tDirb,  fann  ani^  bnri^ 2 ))roje!t 
®benenbüf(^el Uli [aAci . « ,]  rt  m[abc...]  erjengt  ti^erben,  b.  1^,  bie 
beiben  in  9^r.  43  nnter  bem  "^armn  9legelf(^aar  anfgefüt)rten  ©le^ 
mentargebitbe  finb,  n)ie  fd^on  bort  angebentet,  nic^t  i?on  einanber 
i)erfd§ieben. 

®inb  b  nnb  bi  2  entf^^rec^enbe  Sßnnfte  i)on  m  nnb  mi,  fo 
finb  mbi  nnb  mib  2  entf:pre($enbe  &)znm  ber  beiben  :proj;eft.  @be= 
nenbnf(f)et  S)a  ber  ebenenbüf($el  nii  [abc,.,]  :perf^eÖ.  ^nm  gera^ 
ben  ©ebilbe  in[abc...]  nnb  ber  ©benenbüfc^el  in[aibiCi...]  :perf^e!t 
jnm  geraben  ©ebilbe  mi[aibiq..  J  ift;  alfo  ift  ber  ©tra^l  bbi  ein 
©tra^l,  fotool)l  be^  bnrd)  bie  pxoiett  23ejiel)nng  ber  beiben  geraben 
©ebilbe,  afö  anä)  be^  bnrc^  bie  :proie!t  SSe^iel^nng  ber  beiben  pro^ 
ie!t  @benenbüf($el  erjengten  @lementargebilbe!8. 

53.  §at  man  3  ©erabe  pqr,  i)on  benen  feine  2  in  1  @bene 
liegen,  fo  bilben  atte  ©erabe,  bie  alle  3  fc^neiben,  eine  ^legelfc^aar. 
Um  nämlic^  eine  ©erabe  ^n  finben,  bie  3  ©erabe  ber  angegebenen 
2lrt  sngleid)  f(f)neibet,  i)erfäl)rt  man  am  beften  fo:  man  lege  bnr(^ 
eine  ber  3  ©eraben  eüna  bnrc^  p  eine  @bene,  wl^t  bie  beiben  an- 
bem  ©eraben  in  ben  beiben  ^nn!ten  a  nnb  ai  f($neiben  mn§,  a  o^ 
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tft  bann  immer  eine  ©erabe  ber  i^erlangten  (Stgenf(i)aft,  ba  fie  notl)^ 
mnhxQ  an(^  bte  p  fc^neiben  muß.  Segt  man  ber  9lrt  alle  ©benen 
bnrc^  p,  fo  bilben  öffenl^ar  bie  i)erf(^iebenen  ©d^nttt"pnn!te  q[aBc...] 
nnb  r[aibiCi...]  2  :proie!t  gerabe  ©ebilbe  auf  q  unb  r,  ti^orau^a 
ber  ©a^  folgt 

?iJtan  fann  biefen  ©afe  aud)  fo  an^f^pred^en :  bag  ®t)ftem 
aller  ©eraben,  ti5eld)e  3  anbere  ©erabe,  i)on  benen  feine  2  in  1 
(Sbene  liegen,  jnglei(^  fd)neiben,  kftimmt  in  biefen  biirc^  bie  3  ent- 
f:pre(^enben  ©(^nitt:pnn!te  3  :projeft  gerabe  ©ebilbe. 

54  Ä'ein  ©trat}!  einer  JRegelfi^aar  R(abc...)  i)at  mit 
einem  anbern  einen  ^un!t  gemein,  benn  fi^nitten  fi(^  ab  in  M,  fo 
müßten  bie  Reiben  geraben  ©eiilbe  pq  bur(^  beren  :pro}e!toif(f)e  aSe^ 
jie^ung  p(ak)  n  q(aibiGi)  bie  3^egelfc^aar  entftanben  ift,  in  ber 
ebene  Mab  Hegen,  'wa^  gegen  bie  SSoraUi^fe^ung  ift.  SSetrai^tet 
man  nun  3  ©tral)Ien  abc  ber  3tegelf($aar,  fo  erfüllen  biefe  offene 
bar  bie  Sebingung,  bie  in  3lv.  53  für  bie  bortigen  eine  9tegelf(i)aar 
beftimmenben  3  ©erabe  Ijingefteüt  tourbe;  alle  ©erabe,  mlä)t  ba^er 
bie  3  ©tra^len  abc  fc^neiben,  bilben  felbft  eine  JRegelfi^aar  Ri,  ju 
ber  aucE)  p  unb  q  gel)ören,  unb  umgefel)rt  !ann  man  bie  urf^prüng- 
licl)e  aiegelfc^aar  R  ganj  auf  biefelbe  SBeife  bur(^  3  beliebige  ©tra^- 
ten  pqr  ber  3fiegelf(^aar  Ri  entftanben  ben!en,  '^tnn  in  ber  9le^ 
gelfc^aar  Ri  (pqr)  derben  je  2  ©tral)len  huxä)  bie  ©(^nitt^unöe  ber 
©tral)len  ber  JRegelfc^aar  R(abc..),^roie!t.  gef (Quitten,  alfo  au(^ 
p  unb  q,  ba  aber  abc  3  ©tral)len  t)on  R  ftnb,  unb  bie  :proje!t.  Se^ 
äiehmg  t)on  p  unb  q  iuxä)  bie  3  ^aar  ©{^nitt:punfte  i)on  a  b  unb  c 
t)ott!ommen  fijcirt  ift,  fo  ift  offenbar  bie  9^egelf c^aar ,  bie  burd^  bie 
'ptoieftioifcf)en  geraben  ©ebilbe  p[abc..]  n  qKbiCi,.]  entftel)t, 
mit  ber  bur(^  bte  3R;egelfd)aar  pqr  erzeugten  ibentifd^. 

SBir  nennen  2  fol(^e  9tege(fd)aaren,  bie  in  bem  l)ier  bef!pro^ 
cl)enen  SSerljältniffe  ju  einanber  ftel)en,  jebe  bie  Seitf(^aar  ber  an^ 
bern,  unb  beibe  jufammen  nennen  toir  eine  3^egelf(ä($e  11.  Orbn, 

2Bäl)renb  !ein  ©tral)l  einer  3ftegeipäd)e  oon  einem  ©tral)le 
berfelben  3ftegelf($aar  gef($nitten  tüirb,  l)at  er  bagegen  mit  jebem 
@tra^f)l  feiner  fieitf(^aar  einen  ^un!t  gemein;  unb  umgelel^rt  ge^t 
burd)  jeben  ^un!t  ber  9ftegelpc^e  fotpo^l  ein  ©tra^l  d  ber  einen 
afö  auc^  ein  ©tral)l  s  ber  anbern  9^legelfc^aar. 

S)ie  Sftegelp(^e  n^irb  offenbar  i)on  jeber  ber  beiben  Flegel- 


Hosted  by 


Google 


_    55    — 

f(^Mten  fc^on  aUetn  geBtlbet,  unb  e^  nnterf(f)etben  ft(i)  bie  Betben 
3legelif($aaren  unter  fi(^,  foti^te  febe  i^on  ber  OtegelfIä(f)e  6lo§  burc^ 
ba^  innere  ©efü^l  tl^rer  ©tra^lenelentente. 

55»  (gine  (Sbene  E  Ijat  mit  einer  9legelf[äc^e  ß(pqr)  ent^ 
it^eber  fämmtlt($e  fünfte  einer  Äuri)e  II,  ober  aKe  fünfte  2er  ©e- 
raben,  t)on  benen  bie  eine  ber  einen,  bie  anbere  ber  anbern  ber 
kiben  Seitfd^aaren  angel)i)rt,  gemein» 

©inb  a  unb  b  2  £eitftral)(en  ^on  R,  fo  Sann  man  bie  DRie^^ 
gelfc^aar  entftanben  benfen  bnri^  2  ^projeü  @benenBüfc£)eI,  beren 
%^zn  a  unb  b  finb,  unb  !ann  babei  immer  tiorau!^ je^en,  ba§  bieE 
tt^eber  burc^  a  no(^  burc^  b  ge^t  S)ie  beiben  ©benenbüfcfiel  fdinei^ 
ben  aföbann  bie  E  in  2  ^projeft,  ©tra^lenbüji^eln,  finb  nun  bieje 
:perf:peftiiDif(^,  fo  [teilen  bie  Ixe  ber  ^erf:pe!t.  Sejie^ung  beiber ,  fo- 
U)ie  ber  entf^red)enb  gemeinfmne  ©tral^l  berfelben,  bie  im  ©a|e  Be^ 
gei($neten  2  ©eraben  bar,  finb  bie  ®tral)lenbüj(^el  nicf)t  !perf:peÖ,, 
fo  erzeugen  fie  bie  im  @a^e  ertod^nte  Bmu  IL  SSon  einer  @bene, 
meldte  mit  einer  Otegelftäc^e  2  ©trat)len  eis  gemein  ^»at,  fagen  n)ir, 
ha%  fie  berfelben  im  fünfte  ds  ]iä)  anfd)miege  ober  fie  berüi)re, 
infoferne  jebe  ©erabe,  bie  in  ber  (gbene  burd^  ben  $un!t  d  s  gel^t, 
außer  biefem  ^xintk  mit  ber  9R;egelf[d(^e  Seinen  ^un!t  gemein  1)at, 
t)orau^gefe^t,  ba§  bie  ©erabe  nii^t  mit  d  ober  s  felbft  jUjammenfdilt 

^ebe  (Sbene  bie  mit  einer  O^egelpc^e  eine  ©erabe  gemein  ^at, 
^at  mit  i^r  noc^  eine  2te  gemein, 

56,  ein  ©tral}lenbünbet  M  ^at  mit  bem  @t)ftem  oon  (Sbenen, 
bie  einer  3tegelpcf)e  R(pqr)  fic^  anfcf)mtegen,  enüoeber  atfe  @be=^ 
neu  einej3  ©benenbiifd)efö  IL  Orbnung,  ober  aHe  ©benen  2er  ®be^ 
nenbüfd)el  I  gemein, 

Setrad)tet  man  2  Seitftraljlen  ab  öon  R,  bie  M  nid)t  ent^al:= 
Un,  unb  läßt  R  burd)  bie  ))roje!t.  Sejie~§ung  ber  in  a  unb  b  ent^ 
l)altenen  geraben  ©ebilbe  a  [^^qr  ...]  n;  b [:piqiri . , ,]  entftel)en,  fo 
bilben  M(:pqr,,J  unb  M())iqiri,,0  2  !oncentrifd)e  :proie!t,  (Stra:^^ 
lenbüfd)el,  bie  entn^eber  bie  beiben  2t^en  ber  im  Oafee  ertt)ä^nten 
(Sbenenbüf(^el  bur(^  bie  2t)ce  i^^rer  :perf^e!t.  i8ejie{)ung  unb  ba^  ent- 
f:prec^enb  gemeinfame  ©lement,  ober  ben  (gbenenbüfd)el  IL  erzeugen, 
je  nad^bem  fie  :perf:pe!t.  finb  ober  ni(^t,  ^m  erften  gaU  ift  M  ein 
^unft  oon  R  unb  bie  beiben  2l):en  ber  ertoät)nten  ©benenbüft^el 
ge'^örenben  beiben 9tegelf (paaren  i^onRan,  im2tenliegtMau§erl^albR. 
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aiUiS  bem  25ett)etfe  be^  Ie|ten  ©a|e5  ge^t  ^etöor,  ba^  ttiatt 
im  2ten  galt  bie .  dienen  beio  (£Benenbüfd)eIi8  II  baburc^  erhält, 
ba§  tnan  burc^  äffe  @traf)Ien  ber  einen  9^egelf($aar  t)on  M  au6 
©Benen  legt,  ba^er  !ann  man  füglid)  bie  "beiben  in  55  unb  56»  ent^ 
^altenen  ©äfee  !utj  fo  au§j^recE)en: 

S)et  ©c^nitt  einer  3^egeljc^aar  bnrd^  eine  ber  ölegelpc^e  fi(^ 
ntd)t  anfAmiegenbe  @kne  ift  ein  ^mu  U  unb  ber  ©(^ein  einer 
!RegeIf(^aar  'oon  einem  au^erl)alb  ber  S^tegelftai^e  gelegenen  fünfte 
ift  ein  (Sknenbüf($el  11. 

57.  (Sin  (Slementarget>ilbe  11  ift,  ^ie  in  ben  legten  5Rum=^ 
mern  gezeigt  ti^urbe,  bur(§  5  (gtemente  fceftimmt.  gür  bie  SagenaBf 
i)angig!eit,  tx^eli^e  jti^ififyen  einem  6ten  ©lemente  unb  ben  5  erfteren 
beftel)t,  l^aBen  n^ir  U^tx  bie  beiben  ti)i(^tigen  im  ^a^faPfi^en  ©a^e 
enthaltenen  @efe|e  !ennen  gelernt,  bie  neuere  ©eometrie  l^at  für 
biefe^  @eje^  nod)  einen  3ten  eienfo  tt?i(^tigen  Slu^^brutf  aufgefun=^ 
ben,  ber  nun  entti^itfelt  trerben  feil: 

©en!t  man  fi(^  äffe  Äuri)en  II,  bie  fid^  burc^  4  ^^unfte  ABCD, 
tjon  benen  !eine  3  in  1  ©eraben  liegen,  legen  laffen,  unb  f(^neiben 
it)ir  biefe^  ©i)ftem  'oon  ^uri;>en  burdf)  eine  ©erabe,  fo  gel)t  bur($ 
leben  ^un!t  biejer  ©eraben  nur  eine  einzige  Äurbe  II  nac^  ytx. 
44  unb  47,  iebe  Äuri^e  II  fcf)neibet  biefe  ©erabe  im  3lögemeinen  in 
2  fünften,  unb  jti^ifc^en  biefen  2  fünften  befielet  l)infi(^tli(ä)  il)rer 
gegenfeitigen  Sage  ein  ^^f^^i^^^^^^Ö  /  ^^^  ^^^  3^l)alt  unfere^g 
@a|ei3  Bilbet 

3ene  4  fünfte  ABCD  Beftimmen  namlic^  ein  i^offftanbige^ 
4  @tf  unb  jebe  Äurt)e  II,  tt)elc^e  burdE)  beffen  4  @tfen  gel)t,  fc^neibet 
eine  ©erabe  in  2  jugeorbneten  fünften  eine^  ini)olutorif(^en  gera- 
ben  ©eWlbe^ ,  in  tüe^en  audö  jebe^  ^aar  i)on  ®(^nitt:punften  2er 
©egenjeiten  einanber  jugeorbnet  ift.  ©ie  (Scl)nitt:punfte  fönnen 
imaginär  itJerben,  ober  auc^  in  einen  jufammenf äffen ,  ber  aföbann 
ein  Orbnungi^element  be)3  ini^olut.  geraben  ©eBilbe^S  barftefft. 

m  ift  nämli(^  gig.  13. 

A[FDCE]  7t  B[FDCE]  nac^  ?ir.  47, 
alfo  F/i/JE  n  Fß^^r^  alfo  auc^  naä)  m.  10. 
'EßnF  7t  Pi?i yE  unb  ba^er  EF .  ßß^ . m 
eine  3^t>olution  na(J)  ?lr.  21 ,    etenfo  ift  aBer  aud^  A  [FDBE]  7t 
CfFDBE]  b.  \  F^ittE  n  F^i^^E,   unb  alfo  nad^  5ftr.  10  au(^ 
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mxan^  ju  erfel^en,  baß  in  bem  int>olutortf(^en  geraben  ©eMtbe, 
ia^  bur(^  bie  beiben  ^aare  "oon  juc^eorbneten  fünften  EF.;^;ki 
Doülcmmen  Beftimmt  ift,  fott)ol)l  a«i  ate  auä)  ßßi  je* ein  ^aar  ju^ 
georbneter  (Slemente  barftellen. 

3nf  a|  1,  ©iefer  ©a^  gilt  auci)  no($,  ti^enn  2  ber  4  fünfte  in 
einen  jnjammenfallen,  b.  :ö*  ^enn  U^  ©Aftern  ^on  Antigen  II  bnrc^ 
3  fünfte  ABC  ge^t  unb  in  einem  berfelkn  eine  16e[timmte  ©erabe 
CC  berühren;  unb  ebenfo  auä)  no(^  'vomn  2  unb  2  fünfte  sufant^ 
ntenfallen,  b,  ^.  mm  ba^  ©^[tem  t)on  Antigen  II  burd)  2  fünfte 
gel)t  unb  in  it)nen  2  gegebene  ©erabe  AA  BB  berührt,  ©^  ift 
ndmlid^  ^^3*  14  C[CEBP]  tt  A[CEBF]  b,  ^,  a^l^ß^F  n  /^fEaF 
alfo  (xVi&)  na(^  9^r.  10  «^E/^iF  tt  «P/^E,  ti^orau^  nun  folgt,  bafe 
EF .  ««1 .  ßßi  eine  S^^^olution  ift, 

©benfo  ift  in  gig.  15  A[AEFB]  n  B[AEFB]  b.  \ 
/?EF«  71  «EF/^i,  alfo  o.v.6^  m^  5)tr.  10,  /9EF«  tt  ftPEcf  b,  \ 
aa,E¥.ßßi  eine  3ni)olution  i)on  ben  5  eine  Äuri)e  II  beftimmenben 
fünften  fönnen  bal)er  au(^  2  ober  2  5Jial  2  in  je  1  jufammen  faHen. 

3ufa|  2.  ®e^t  bie  fc^neibenbe  ©erabe  buti^  einen  ©c^nitt^ 
:pun!t  2er  ©egenfeiten,  fo  ift  biefer  ©c^nitt;pun!t  ein  Orbnung^^ele^ 
ntent  be)8  int)olut.  geraben  ©ebilbei^.  §ierau^  folgt  unmittelbar 
fotgenber  ti)i(i)tige  ©afe: 

3e  2  ©ä^unÖe  be6  ^olbreietf^  eine^  t)oaftänbigen  4  m^ 
finb  burc^  bie  beiben  ©egenfeiten,  bie  fi(f)  im  3ten  ©c!:pun!te  fi^nets 
ben,  ^armonif(^  getrennt,  b,  ^.  in  gig,  16  finb  MENEi  NFPF^ 
NGMGi  3  l)armonif(^e  SBürfe,  tx>ie  fid)  au(^  leid)t  birelt  betnei^ 
fen  läßt, 

58,  SBenben  ttjir  un6  ^u  ben  ©tral^tenelementen  einer  Äuri^e  11, 
fo  erl)alten  ttjir  einen  ganj  äl)nli{^en  3lu^brucf  für  ba§  ©efe^,  ba^^ 
^infi(^tti(^  ber  Sageni)erl)ättniffe  bon  6  ©tra^tenelementen  einer 
,^urt3e  n  befte^t  ^at  man  4  fefte  ©tral)lenelemente  ab  cd,  Don 
benen  Mne  3  in  1  ^un!t  fid^  fcf)neiben,  unb  aufeerl)alb  berfelben 
einen  ^un!t  P,  fo  laffen  fi(^  im  Slllgemeinen  buri^  benfelben  an 
eine  Äuri^e  II,  bie  bie  4  erftern  ^u  ©traljlenelementen  ^at,  noc^ 
Je  2  ©tral^lenelemente  jielien;  iebe^S  fol(^e  ^aar  l^at  nun  bie  ©igen- 
fc^aft,  bafe  e^  ein  ^aar  jugeorbneter  ©tra^lenelemente  eine^  ini)o= 
lutorifc^en  iSüfi^efö  P  bilbet,  inbem  jugleid^  je  ein  ^aar  ©tral)len 
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einanber  pgeorbnet  finb ,  bte  mä)  dum  ^aar  @egen))nnlten  be^ 
£>oHftänbigen  4  ©eit^  abed  ge^^en, 

3n  gtg.  17  t[t  naä)  9^r.  45  a[fdce]  tt  b[fdce],  alfo 
P[fmine]  tt  .P[fnime]  unb  alfo  na(^  $)tr»  10  auc^  P[fniine]  Tt 
P[emiiif],  b,  t).  nad^  ?lr.  39  ef  .mmi  .  niX|  i[t  eine  3^i3otution» 
©attj  eben  jo  tft  a[fdbe]  n  c[fdbe]  imb  alfo  P[fniipe]  tt 
P[fpime] ;  l^ter  au^  n)trb  P[fmipe]  tt  P[empif]  nnb  ef.mnii.ppi 
eine  3i^i)üIntion ,  b,  l).  in  bent  ini^olnt.  ©tra{)lenbüfc£)et,  beffen  in^^ 
t)oIut.  23ejiel)nng  bnrd)  bie  2  ^aare  entj^)rec^enber  ©tral)ten  ef. 
mini  fW^t  ift,  ftnb  and)  ppi  nnb  niii  je  ein  ^aar  ^ngeorbneter 
@trat)Ien, 

3nfa|  1.  ©iefer  ©a^  gilt  anc^,  t^enn  2  ber  4  ©tral)len  in 
einanber  fallen,  b,  l).  n^enn  bai3  ©Aftern  ber  Änri^en  II  3  ©erabe 
beriil^ren,  unb  jt^ar  eine  batjon  in  einem  beftimmten  fünfte,  unb 
ebenfo  gilt  anä)  ber  ©atj  bann  nod^,  ix>tnn  ber  fo  eben  erti^aljnte 
gaU  2  ?D^al  eintritt,  b,  l).  tuenn  ba^  ©Aftern  ber  Äur^en  II  2 
©erabe  in  2  beftintntten  fünften  berühren,  @)3  ift  nämlid)  in  gig, 
18.  c[eebf]  tt  a[eebf],  alfo  auä^  P[inienf]  tt  P[nieinf]  bem- 
nad)  P[niienf]  7t  P[mfii|e]  unb  bal)er  mmi  .  ef .  nni  eine 
,3nt)olution,  (Sbenfo  ift  in  gig.  19  a[aebf]  tv  b[aebf]  l^ieran^ 
P[m|epf]  TT  P[pemf]  unb  alfo  P  [miepf]  n  P[mfpe]  unb  mmi . 
ef .  pp  eine  ^ni^olution.  9Son  ben  5  eine  Äuri^e  II  beftimntenben 
Tangenten  fönnen  bal^er  2  ober  2  ?[J{al  2  in  je  1  jnfamnten  falten, 

3nf  a§  2.  Siegt  P  auf  ber  aSerbinbung^linie  2er  ©egeneöen 
be^  oollftdnbigen  4©eit^  abed,  fo  ift  biefe  9Serbtnbung^linie  felbft 
ein  OrbnungiSelement  he^  in^olnt  ©tral}lenbüf(i)ete  unb  ift  P  ber 
©d)nitt^unft  2er  foldjer  SSerbinbung^linien,  fo  bilben  biefe  bie  bei^^ 
ben  Orbnungi^elemente ,  ujorau^  unmittelbar  ber  folgenbe  tx)id)tige 
©a^  folgt:  2  ©eiten^be^  ^olarbreieif^  eine^  tjoltftänbigen  4  ©eitiS 
finb  burd)  bie  beiben  ©egeneclen  be^  4  ©eit^  bie  auf  ber  3ten  ©eite 
beigfelben  ^olarbreied^  liegen  Ijarmonifd)  getrennt. 

©g  foKen  l)ier  al^balb  2  ©ätje  angefügt  werben,  beren  .Se= 
weife  unmittelbar  au.§  57.  nnb  58.  folgen,  ba  wir  biefelben  aföbalb 
bram^en  werben;  ber  erfte  lautet: 

59.  a)  §aben  2  ^urt^en  II  blof3  3  fünfte  gemein,  fo  müf^ 
fen  fie  in  bem  einen  berfelben  ein  gemeinfc^aftli^eio  ©tral)tenelement 
]§aben,  b.  l).  fid^  in  il)m  berühren. 
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Man  ti^ai)k  eine  ©erabe  p  (f.  gtg.  20),  xodäje  bie  3  Seiten 
beiS  etngef(^riel)enen  ©retec!^  in  3  ioerj(^iebenen  fünften  unb  ebenfo 
bie  beiben  Äuröen  in  2  $aar  $nn!ten  ccai  ßß^  f(^neibet,  ^n  ber 
in  p  liegenben  S^i)olntiön  aa^ .  ßß^  !ßnnen  blo^  2  (S(^nitt!pnn!te 
t)on  2  ©reiec!)6jeiten  etnanber  jn^eorbnet  fein,  bem  ©(^nitt^nnfte  ri 
ber  3ten  Seite  AB  mu^  ein  au§er[)aft  ber  Seiten  bes^  ^xmä^ 
gelegener  ^nnlt  y  entf:pred^en  unb  e§  ift  bann  C;^  ftet^  eine  ge^ 
genteinfc^aftli($e  Tangente  beiberÄur^en  in  C,  benn  tx)ürbe  Gy  eine 
ber  beiben  Äuri^en  no(^  in  D  fd)neiben,  fo  mü^te  nad)  57.  bie 
anbere  Äuri^e  notf)iDenbig  auä)  hmä)  D  gel)en,  nnb  bie  Ibeiben 
Äuri)en  alfo  4  ^un!te  gentein  'ijoktn, 

59.  b)  S)er  jtüeite  ©a^  lautet:  ^ahen  2  Änrt>en  11  3  nnb 
blo§  3  S:agenten  gemein,  fo  muffen  fie  in  ber  einen  einen  gemein- 
famen  ^ern^rnng^^unft  ^akn. 

SSJtan  vo^lt  einen  $nnft  P,  'oon  bem  au^  mä)  ben  (gtfen 
be!$  umfc^rieBenen  ©reiecf^  3  t)erfd)iebene  Strahlen,  unb  an  bie  Bei^^ 
ben  Ätoöen  II  2  ^aare  S:angenten  aat  bb^  fid)  jiel^en  laffen.  ^n 
ber  3ni)olution  aai. bbi  tann  'om  ben  3  nad)  ben  3  SDreied^eden 
gel)enben  ©traf)len  blo^  1  ^aar  jugeorbnet  fein,  unb  bem  3ten  PC 
entf:prid)t  not:^U)enbig  ein  ©trat)l  ci  i)on  P,  ber  burc^  !ein  Seied^etf 
ge^f)t  *unb  biefer  ©tral^l  ci  fi^neibet  nun  bie  ©egenfeite  AB  be^ 
umf(^rieBenen  ©reietf^  in  einem  fünfte  D,  ber  6eiben  Äuri^en 
gemeinfam  ift,  b.  l).  in  bem  fie  ftc^  Berül^ren.  ©enn  tx>ilrbe  fid^ 
t)on  D  au^  noä)  eine  4te  S^angente  an  bie  eine  ber  Beiben  JJurDen 
legen  laffen,  fo  tDürbe  biefelbe  nac^  58.  <xu(S)  eine  S^angente  ber 
anbern  Äuri^e  fein  muffen,  b,  i).  fie  l)ätten  gegen  bie  SSorauj^fe^ung 
4  gemeinf(^aftlid)e  S^angenten. 

§.  4.    ^tDieftiölf^e  Sejie^nitg  ber  ^Icmentargeöiftc. 

60.  2lu^  ber  (gntfte{)ung)8tt)eife  ber  (SlementargeKlbe  gel)t 
l)eri)or,  bafe  bie  2lnjal)l  if)rer  Elemente  für  alle  genau  gleich  ift» 
§ierbur(^  ift  nun  bie  ?iJlßgIic^feit  geboten,  auc^  bie  Elemente  ber 
i)erfc^iebenen  (Slementargebilbe  in  äl^nlic^er  SSeife,  t^ie  e§  bi^I)er 
mit  ben  ©runbgebilben  I.  Orbnung  gef(^el)en  ift,  auf  einanber  p. 
Bejie^en.  3Sir  nennen  ju  biefem  ^"votäe  bie  Elemente  eine^  @le:^ 
mentargebtlbe^  :perf^e!tii)if($  auf  bie  eine^  (glementargebilbe^  I.  Orb^ 
nung  belogen  ober  lurgt^eg  ia^  dm  ^erf:pe!tit)if($  pm  anbern,  t»enn 
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baß  erftere  huxä)  haß  leitete  auf  bte  in  9tr.  43  angegeBene  SBeife 
entftanben  gebac^t  n^erben  fann,  nnb  batet  iebe;^  @lement  htß  einen 
(t^'f  >(t§  ^uvhj  Itjn  gel|en>e  S^ement  ^e^^  andern  Ije^vc^en  rft  5}em 
^träger  P  be^  ©lementargefiilbeiS  I  entf:pri(^t  baiS  (gtement  PP  be^ 
eiementargebilbci^  II,  ober  umgeM)rt  bem  ©lement  PP  be^  (&k^ 
mentargebilbe^  I  entj.^rid)t  baj^  Clement  P  be^  (älementargefcilbeig  IL 

©in  ©traI)lenBüj(^el  I  P  ift  ba^^er  :perf:peft.  ju  einem  ^un!t^ 
geBilbe  IT,  tt3enn  1)  P  ein  ^unltelement  ber  Antike  ift,  unb  ^x^enn 
2)  iebem  fünfte  D  ber  festeren  ber  burd)  i§n  get)enbe  ©tral)lPD 
be^g  erfteren  entf:prid^t,  S)em  ©trai)l  PP  be^  Süfc^ete  entf:pri(^t  ber 
^mft  P  ber  ^mu. 

©in  gerabejg  ©eWlbe  p  ift  baf)er  :perf:pe!tit)ifc^  einem  ©tral^^ 
lenMfc^el  II,  tx)enn  1)  ber  S^räger  p  ein  StraMenelement  be^  ^n\ä)tU 
ift,  nnb  u^enn  2)  jeber  ©tral^l  d  heß  23üf(^eÖ  auf  ben  ^unft  be^ 
geraben  ©ebilbeig  Belogen  wirb,  burii)  ben  er  ge^t,  bem  ^un!te  pp 
hzß  geraben  ©eBilbe^  entf:pri($t  ber  ©tra'^I  p. 

(Sin  (SbenenBüf(f)el  ift  jn  einem  (Stra!)Ien!egel  II  :perfpeftit)if(^, 
tDenn  1)  bie  2ljce  p  bei^  33üf(^ete  ein  ©tra^lenelement  htß  Äegefö 
ift,  unb  2)  jebem  ©tra^l  d  bej^  le|teren  bie  buri^  il^n  geljenbe  ©bene 
be^  23üfd)e(!g  entj:pri(^t,  bem  ©tra^I  p  hzß  kegelig  entf:pric^t  bie 
ebene  pp  be^  33iif($ete. 

©in  ®tral)lenBiifc£)el  I  unb  ein  ©benenftüfc^el  n  finb  ^per^ 
f:peÖit>if(^ ,  tt^tnn  1)  ber  S^räger  htß  erfteren  ein  ©lement  be^  ki^^ 
teren,  unb  2)  auf  jeben  ©tral^l  be^S  festeren  bie  imä)  i^n  gel^enbe 
©Bene  bejg  erfteren  Belogen  n)irb,  ©in  geraben  ©eBilbe  p  ift  :per^ 
f:pe!tit)ifd)  einer  a^tegetfc^aar,  voznn  1)  p  ein  Seitftral;!  berfelBen,  unb 
2)  auf  Jeben  aßunft  be^  erfteren  ber  burd^  i§n  ge{)enbe  ©tra^^l  ber 
legieren  Bejogen  ift, 

©in  ©BenenBüf(^el  p  ift  ))erfpe!tii)if($  einer  3tegelfc^aar,  tx)enn 
1)  p  ein  Seitftrai)!  berfelBen,  unb  2)  auf  {eben  Strahl  berfelBen 
bie  burd)  il)n  geljenbe  ©Bene  bei^  ®üj(^ete  Belogen  ift. 

61.  5)a  alle  ©lementargeBilbe  I,  tüeli^e  bemfelBen  ©lemen^ 
targeBilbe  II  :per[:pe!tii;)if(^  finb,  unter  einanber  :proie!tibifc^  finb,  fo 
fann  man  nun  einen  ©(^ritt  tt^eiter  tl)un,  unb  bie  ©lemente  eine^ 
©lemen;argeBilbe^  II  :proj;eft{t)if(^  auf  bie  eineig  ©lementargeBilbe^ 
I  Belogen  nennen,  ti^enn  ein  ju  bem  erfteren  :perf:pe!tii)if(^e^  ©le- 
mentargeBilbe  I  ju  bem  legieren  iprojeöii^ifd)  ift,  unb  eBenfo  tann 
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man  bte  ©lemente  2er  (Sletnentargebilbe  II  :proj:eÖii)tj(^  auf  etnan- 
ber  belogen  nennen,  tt)enn  2  ju  il)nen  :perf:pe!ttt)ijd)e  ©runbgefiilbe  1 
unter  \iä)  :proiefttotf(^  finb;  ^akn  §te6et  bie  beiben  ©lententarge^ 
Mibe  n  no($  eine  foli^e  gegenjetttge  Sage,  baj3  iebei3  ©lement  beig 
einen  huxä)  ba^  entf:prec^enbe  Clement  be^  it)m  :proieftii)ij($en  gel)t, 
fo  nennen  toix  an^  fie  :perf:peaii)ij(^  ^roieltii^ifd^  ober  furjti^eg  ^er^ 
f^eöii^tfc^. 

§iemit  i[t  bie  :proie!t»  ^ejie!)ung  ber  ©lementargebilbe  11  gang 
auf  bie  :proie!t  33egiel)ung  ber  (SlementargeHlbe  I  5urü(fgefixi)rt, 
unb  t^  gelten  ba^er  anä)  bie  §au^teigenf($aften  ber  iprojeft.  Sejie- 
§nng,  fott^ie  bie  bafeftft  eingefül^rten  23ejeidE)nungen  auf  bie  :proie!t 
^  ^ejie^ung  ber  @lementargebitbe  II  ükr.  @^  ti^irb  ba'^er  of)ne  ttjei^ 
tere^  t)er[tänbli(^  fein,  t^a^  txiir  unter  einen  SSurf,  )^a^  unter  einem 
orbentIi(i)en,  xt^a^  unter  einem  l^armonifi^en  SBurfe  eine^  ©lemen- 
targeBilbe^  II,  xoa^  unter  entf^pred^enb  gemeinf amen  ©lementen  2er 
©lementargeBilbe  11  be^felben  ^^rägerj^,  \m^  unter  einem  ini^olut» 
©lementargebilbe  II  t)erfte^en,  2lEe  biefe  a3ejeid)nungen  gelten  näm= 
lid^  i)om  @lementargebilbe  II,  tx>enn  fie  t)on  1  unb  alfo  'oon  allen 
ju  il}m  :perf^eft  ©lementargebilbe  11  gelten.  (SjS  leuchtet  eien  fo 
i)on  felbft  ein,  ba§  folgenbe  @ä^e  auä)  für  ©lementargebilbe  II 
gelten:  bie  :proiett,  ißejie'^ung  ift  buri^  3  ^aar  entf^rei^enber  (gle= 
mente  ooGfommen  fi):irt;  2  glementargebilbe  11  bie  einem  3ten  ^)ro^ 
Jeft.  finb,  finb  e^  auc^  unter  fiel);  jebem  ©tun  entf))ri{f)t  ein  ©inn, 
iebem  orbentli($en  unb  jebem  Ijarmonifi^en  SBurfe  tx>ieber  ein  folc^er. 
©er  äöurf  ABCD  ift  ftet^  ^rojelt.  ben  SBürfen  BADC  CD  AB 
DCBA;  entf:pre($en  2  Elemente  einanber  abtoei^felnb,  fo  ift  biefe^g 
mit  je  2  ber  gaU,  b.  I).  bas8  (glementargebilbe  II  ift  ini)olutorif(^ ; 
2  ©lementargeBilbe  II  beigfetten  S^räger^  ijoben  enttx^eber  0  ober  1 
ober  2  ober  atte  t^re  (Slemente  entf^re($enb  gemein. 

62.  ^ft  ber  S^räger  eine^  @lementargebilbe)3  I  jugleic^  ein 
©tement  eine^  ©lementargebilbe^  II,  unb  finb  beibe  iprojelt.  auf 
einanber  belogen,  fo  finb  fie  jugleicf)  :perf:pett.,  toenn  3  ©lemente 
beiS  einen  burc^  bie  entf^pred^enben  Elemente  be!8  anbern  gelten. 

@^  genügt;  ben  ®etoei^  für  ein  ^aar  fol(i)er  (älementarges 
bilbe  geführt  ju  l^aben.  ^\t  alfo  j.  ©.  ba^  Zentrum  M  eine)^ 
@tral^lenbüfd)el^  I  ein  (glement  einer  Äuroe  II  K,  unb  entf:precf)en 
ben  3  ©trauten  MA  MB  MC  be^  erfteren,  bie  in  i^nen  liegenben 
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fünfte  ABC  ber  festeren,  fo  nel^tne  man  an,  t^  entf^rei^e  bem 
fünfte  D  i)ün  K  ber  nid)t  hnxä)  li^n  cjel^enbe  ©trat)lMDi  i)onM, 
fo  müBte  M[aBCD]  tv  M[ABCDi]  fem,  t^a^  niä)t  mßslitf)  x% 

3njci|.  ©erfette  ©a^  gilt  natürU(^  au(^  für  einen  ©betten^ 
bufc^el  I  unb  eine  Änri^e  II,  txienn  bie  Sl^ce  be^  erften  bnrd^  1  ^un!t 
ber  le^tern  ge^t,  e&en  fo  filr  einen  ©tra£)lenl)üfc^el  I  unb  eineOle- 
gelf(^aar  ober  3ftegelftä(^e,  ixienn  ba^  (Sentrum  be^  erften  in  ben 
fragli(^en  %laä)^n  liegt  iz,  2c. 

63  a.  ©in  6lementargel6ilbe  I  unb  II  !önnen  nii^t  :perf^)elt 
fein,  toenn  ni(^t  l^infic^tlii^  ber  gegenfeitigen  Sage  i§rer  S^räger  bie 
fo  eben  in  62.  angeführte  Sebtngnng  erfüllt  ift,  nämlii^,  ba^  ber 
Präger  ber  (Slementargebilte  I  ein  ©lement  be^  @lementarg.  II  ift. 

m  fei  1)  ber  kittel^unlt  M  eine^  (Stral)lenl)üfc^el^  ni(^t 
ein  ^unftelement  einer  il)m  ^rojelt  ÄuroellK,  unb  t^  gel)en  t>on 
ben  ©tral)len  besgfetten  3  MA  MB  MC  hnxä)  bie  il)nen  entf^^re^^ 
(^enben  fünfte  ABC  oon  K,  fo  mu§  toenigften^  1  biefer  3  ©tra^- 
len  j.  ^.  MC,  bie  K  in  no(^  einem  ^unlte  s  f(^neiben,  al^bann 
ift  s  ber  ^iHttet:pun!t  etne^  ju  K  :perfpeft.,  unb  bal)er  ju  M  :projeft 
®tral)lenbüjd)efö ,  ba  aber  biefe  legten  beiben  ben  gemeinfd)aftlict)en 
(Stral)l  M  s  entf^re(^enb  gemein  ^aben,  fo  finb  fie  !perf:pe!t.  unb 
AB  fteUt  bie  Slre  ber  ^erf^eft.  Sejie^ung  bar. 

Slufeer  MA  unb  MB  !ann  bal)er  lein  @tral)l  oon  M  ben 
entf:pre(^enben  ©tral)l  oon  s  in  einem  fünfte  'oon  K  begegnen, 
unb  baljer  anä)  wita  fein  (Btvai)l  t>on  M  hnxä)  ben  entf))rec^enben 
^un!t  i)on  K  ge^en.  3^3^^^^  errettet  au^  biefem  SSetoeife,  bafe 
ein  ©tral}lenbüfc^el  M,  ber  ju  einer  Äurt)e  II  ^projelt.  aber  niä)t 
))erf^e!t.  ift,  l)M;ften6  3  ©trauten  entt)alten  fann,  bie  burd&  bie 
il)nen  entf:pre(^enben  ^nntk  oon  K  geljen. 

©^  fei  2)  m  ein  gerabe^  ©ebilbe,  ba^  fein  (glement  eine^ 
iljm  :proie!t  ©tral)lenbüfd)efö  11  K  barfteßt;  gel)en  nun  3  ©trat)len 
abc  i^on  K  buri^  bie  entf^rei^enben  fünfte  abc  i^on  m,  fo  gel^t 
lioenigften^  i3on  einem  biefer  3  fünfte  t)on  c  nod^  eine  jU)eite  S^an^ 
gente  s  an  K ,  betrachtet  man  nun  biefe  al^  S^rdger  einei^  ju  K 
^erfpeÖ.  geraben  ©ebilbe^,  fo  ift  bai^felbe  §u  m  :proie!t.  unb  jtoar 
ba  il)r  gemeinfame^  (Slement  c  ein  entfpre(i)enb  gemeinfame^  (Sle^ 
ment  barftettt,  :perf:peftioif (^ ,  unb  ber  ®(i)nitt^un!t  ab  ift  Sentrum 
i^rer  :perf:pett»  ^ejie^ung*    Slußer  a  unb  b  giebt  e^  aber  nun  leinen 
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^Utt!t  in  m ,  her  ntit  fernem  entf:pre(^enben  fünften  in  s  auf  1 
Sangente  t)on  K  Idge,  unb  ba^er  lievjt  aud)  !em  3ßnn!t  außer  abc 
auf  ber  i^m  entf))re(^enben  Sangente  i^on  K.  (S^  leu(^tet  ~^ierau^ 
aud)  ein,  baß  tx)enn  m  unb  K  nic^t  :perf^e!t.  aber  iprojelt.  finb, 
pc^fteui^  3  ^^unfte  t)on  m  in  ben  il}nen  entf:pre(^enben  ®tral)Ien 
^m  K  Hegen. 

ätimmt  \n<xn  t)on  ben  ©efitlben  in  ben  fo  eben  unter  1)  u.  2) 
6ef)anbelten  gälten  ben  @d)ein  i^on  einem  außerhalb  ber  ©kne  ge? 
tegenen  fünfte,  unb  jtxiar  entn^eber  i)on  Reiben  j^gleic^  ober  nur 
Don  bem  einen  ber  beiben  ©lementargebilbe,  fo  erhält  mm  ben  33e? 
mi^  unfern  ©afee^  für  6  tt>eitere  gätte  ^ieraujg  unmittelbar,  unb 
^toar  3)  für  @benenbüf(^el  I  unb  9^egelfläd)e  II,  4)  für  ©tral;Ien? 
büfc^el  II  unb  3R:egelftäd)e  II,  5)  für  ©benenbüfc^el  I  unb  Äuri^e  II, 
6)  für  ©tra'^Ienbüft^el  I  unb  ebenenbüfi^el  II,  7)  für  gerabe^ 
©ebilbe  unb  (äbenenbüfc^el  II,  8)  für  ©tra^lenbüfd)el  I  unb  ©tra'l)^ 
lenbüfd)el  IL  Sßa^  enbtid)  ein  gerabe^  ©ebitbe  unb  eine  Slegelfc^aar, 
fotoie  einen  6benenbüfd)el  unb  eine  9tegelfd)aar  anlangt,  fo  finb  in 
biefem  gatte  offenbar  f(^on,  "^rnn  3  Elemente  be^^  einen  (Stementar^ 
gebilbe^  in  ben  entf:pred)enben  (SIementen  be^g  anbern  liegen,  bie 
beiben  :perf^e!tii^ifd),  in  fo  ferne  baburi^  oon  felbft  folgt,  baß  ber 
Sräger  be^a  etementargcbilbe^  I  ein  Seitftraljl  ber  3fiegelfd)aar  tft  (62), 

^etrai^tet  man  enblid^  einen  ©tra^^lenbüfd^el  I  unb  eine  3R;e^ 
gelf($aar,  fo  rebucirt  fid)  biefei^  offenbar  auf  ben  imter  1)  betrac^^ 
teten  gaff,  toenn  man  bie  ©d)nitt!uri)e  ber  ebene  be)3  ®tral)len* 
büf(^el^  mit  ber  Oftegelfc^aar  in  ©etrac^t  gebogen  toirb. 

63  b,  (S^  läßt  fi(^  bal^er  äff  gemein  ber  ©afe  auSf^rei^en: 
@inb  ein  ©lementargebilbe  I  unb  ein  ©lementargebilbe  11  :protef^ 
tioif(^  unb  gel)en  mel)r  <xl^  3  (Elemente  be^  einen  bur(^ 
bie  entf:pred)enben  Elemente  be^g  anbern,  fo  finb  fie 
!perf:peftioif(^,  unb  ber  Sräger  be^  (Slementargebilbe^  I  tft  bal)er 
ein  ©lement  beig  (Slementargebilbej^  II  (ober  gel)t  bur(^  ein  fold)e^ 
ober  liegt  in  einem  folc^en). 

64.  23etrad)tet  man  bie  ^rofeft.  i8ejtel)ung  eine^  (Slementar^ 
gebilbe^  I  unb  II,  ober  2  ©lementargebilbe  11,  toelc^e  ber  Diatur 
i^rer  (glemente  nac|  vx6)X  felbft  :perf^eÖ.,  too^l  aber  ju  einem  unb 
unb  bemfelben  ©lementargebilbe  I  :perf;peft,  fein  Ihnmn,  fo  giebt  bie 
5Rr.  62  in  SSerbinbung  mit  3lr.  38  eine  @ru:p:pe  oon  ©äfeen  toie  folgt: 
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§at  ein  gerabe^  ®et)tlbe  unb  eine  il^r  :proie!t.  Äurijc  11  2 
fünfte  AB  entj:prec^enb  gemein,  jo  erj^eugen  fie  burd)  bie  aSerbin^ 
bung^linien  entj:pre(^enber  fünfte  einen  ju  beiben  :perf:pe!t  ©tral^^ 
lenbüfc^el  L 

(£ntf^ri(i)t  namltc^  bem  ^un!te  C  ber  ©eraben  ber  ^mt  Ci 
ber  Äuri^e,  unb  tft  s  ber  2te  ©d^nitt))un!t  i)on  CCi  mit  ber  Äuri^e, 
fo  tft  offenbar  ber  (StraI)lenMfc^el  s  ju  beiben  :perf^eftii)if(^,  biefe^ 
gilt  offenbar  auc^  bann  noi^,  ti^enn  s  mit.  C  jufammenfäHt 

2)  §at  ein  ©tral)lenbüf(^el  I  unb  ein  ju  il)m  :proieItii)ij(i^er 
(Stra^Ienbüfc^el  II  2  ©traMen  ab  entf^rec^enb  gemein,  fo  erzeugen 
fie  bur^  bie  ©i^nitt^unfte  entf:pred)enber  ©trauten  ein  ju  beiben 
))erfpe!t,  gerabeiS  ©ebilbe. 

(Sntf:pri($t  nämlic^  bem  ©tral^le  c  be^S  @tral)lenbüf(i)eli8  I 
ber  (Strahl  q  be^  (Stra{)Ienbüf(^e"tö  11,  unb  ift  s  ber  2te  burc^  ben 
(S(^nitt^un!t  cct  ge{)enbe  ©tral^l  be^  ©tra^lenbüf(^efö  II,  fo  [teilt 
berfelbe  ein  gerabe^  ©ebilbe  bar,  basg  ju  beiben  ®tral§lenbüfd)eln 
jugleic^  :perf:pe!t.  i]l  3)ai^felbe  gilt  offenbar  au(^,  ti^enn  ber  ©tra^l 
s  mit  bem  ©tra^le  q  felbft  jufammen  fällt. 

klimmt  man  ti^ieber  i^on  ben  ©ebilben  in  1)  unb  2)  ben 
©(^ein  au^  einem  fünfte,  unb  jtoar  tt>ie  in  63.  enttoeber  i)on 
beiben  jugleic^,  ober  nur  oon  bem  einen  berfelben,  fo  erl)ält  man 
bem  entf^re(^enb  noä)  6  l)ie§er  gel^örige  ©äfee,  n)el(^e  felbftt>erftänb== 
li(^  ebenfo  bireft  fid)  bett^eifen  laffen  toie  1)  unb  2)  felbft,  unb  bereu 
3ufammenftellung  toir  bem  Sefer  überlaffen,  ba  e^^  mit  ber  2lU!^= 
fü^rung  in  63.  genügt. 

65.  SBal)lt  man  bagegen  2  ^^rojelt.  (Slementargebilbe  11,  bie 
gu  einem  elementar gebilbe  I  :perf:peft.  fein  Wunen,  fo  erl^ätt  man 
tDieber  nac^  3^r.  62  eine  ©ru^:pe  i)on  ©äfeen,  toie  folgt: 

3ft  ein  gerabe^  ©ebilbe  unb  eine  STtegelfc^aar  R  ber  2lrt 
^^roieftii^ifd),  ba§  2  fünfte  be^  erftern  in  ben  entf))re(^enben  ®tra^^ 
len  ber  legieren  liegen,  fo  erzeugen  fie  buri^  bie  entf))re(^enben 
Elemente  einen  ©benenbüfc^el  II.  6ntf:prid)t  nmliä)  bem  fünfte 
C  ber  ®tral)l  c,  fo  f(^neibet  bie  (Sbene  cO  bie  Otegelpc^e  R  in 
einem  Seit[tral)l  ber  Sftegelfc^aar  R,  ber  2l^'e  eine)3  ju  beiben  :perf:pe!t 
©benenbüf(f)efö  I  ift. 

3ft  enblic^  ein  ©benenbüfi^el  I  unb  eine  SRegelflac^e  R  ber 
5lrt  ))roie!tii)if(^,  ba§  2  ©tra^^len  ber  lefetern  in  ben  entfpre^^enben 
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(SBeneti  besg  erften  liegen,  fb  erzeugen  [ie  ein  jn  Reiben  :perf^e!t  ge^ 
rabe^  ©ebtlbe,  benn  entf:pri($t  ber  &zne  C  ber  ©tra^l  c,  \o  gel)t 
burd§  ben  ©(^nitt^unft  Cc  ein  8eitftral)l  ber  Dftegetfi^aar,  ber  Sirä- 
ger  einejo  ju  beiben  (glementargebitben  :perj:peft.  geraben  ©etilbejS 
i[t,  gür  biefe  Ifceiben  letzten  gälte  ergiebt  fid)  ber  Seti^eii^  unmittet 
bar  au^  62. 

65*  SBä^lt  man  bagegen  2  :proielt,  (glementargebilbe  ü,  bte 
jn  einem  (Slementargebilbe  I  :perf:peft.  fein  lönnen,  fo  erl^dtt  man 
t^ieber  nad^  5Jtr;  62  eine  ®ru^:pe  t)on  ©ä^en,  t^ie  folgt:  *) 

1)  §akn  2  ^jrojeft  Äurt)en  11  3  fünfte  ABC  entf^redienb 
gemein,  fojfinb  fie  ju  einem  nnb  bemfelben  ®tral)lenbüf(^el  I  ))erf:pe!t 

S)enn  nac^  dlx.  59  l^aben  bie  beiben  Äuri^en  11  immer  no(^ 
einen  4ten  ^un!t  S  gemein,  ber  bem  einen  C  unenblic^  na^erücfen 
fann,  in  tceld^em  gatte  bie  Sangente  CC  eine  gemeinf(^aftti(^e  2:an- 
genteift;  beibe  Äuri^enllfinb  ba^er  bem®tra:^lenbüf(^ell  S(ÄBC.,) 
nac^  3lv,  62  :perf:pe!t,  b.  l}.  ii)re  :proielt  ^ejiel;ung  ift  fo,  ba§  fe 
2  entfpre(f)enbe  ^untte  in  bemfelben  ©tral^le  be^  Süfc^ete  S  liegen, 
tDa^  anä)  gitt,  ti^enn  SC  eine  gemeinf(f)aftli(^e  Sangente  barftettt. 

2)  §aben  2  :proie!t.  ®tral)lenbüf(^el  11  3  ®tral)len  abc  ent* 
f:pre(^enb  gemein,  fo  finb  fie  ju  einem  unb  bemfelben  geraben  ®e- 
bilbe  ^^erfpeftioifd)» 

'^tnn  nac^  91r.  59  b,  l)aben  bie  beiben  ^nrt^en  n  no(^  eine 
4te  gemeinfd^aftlii^e  Sangente  s,  bie  ber  einen  c  nnenbli(^  na^e 
rü(fen  fann,  in  tx>eld)em  gälte  ber  ^unlt  cc  ein  gemeinfc^aft^ 
li($er  ^un!t  beiber  ^uri^en  mxh.  ^n  beiben  gälten  finb  aber  nac^ 
62»  bie  beiben  Äuri^en  bem  geraben  ©ebilbe  s(abc)  :perf:pe!t,,  b.  §♦ 
i^re  ^rojelt  ^Bejieljnng  ift  fo,  bafe  je  2  entf^rec^enbe  ©tral^len  fic^ 
in  1  fünfte  i^on  s  fd)neiben. 

66,  §aben  bal)er  2  ))roiettit>if(^e  ^mun  11  (ober  ©traljlen- 
büfct)el  n  ober  Äegelflai^en  II  ^c,  ic.~)  met}r  al^  3  (Slemente  ent- 
f^red)enb  gemein,  fo  ^aUn  fie  aUt  (Elemente  entf:prect)enb  gemein. 
5Denn  mnn,  um  für  biefen  gaE  aöein  hzn  ?tad)tt)eii3  ju  liefern, 
bie  beiben  Äuroen  11  fic^  in  ben  4  ißuntten  ABCD  fd^neiben  unb 


*)  S^iefe  3  geifert  finb  bur^  ein  35erfeC}en  be§  ^orreftot^  anf  Seite  64 
fälfd)Iid).  fielen  gebliei^en,  unh  e^  mxb  baljet;  ber  2efer  gebeten,  [ie  an  ieixer 
^teUe  i\x  ftreid)en» 

?ß  f  a  f  t  y  ueuexe  ©cometsie,  ^ 
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bieje  4  (Slemente  entf^pred^ettb  gemein  I}a13en  joHten,  fo  töürben  fie 
iebem  ber  4  ®tra^lenbüj(^el  ABCD  :perj^e!t.  jeiti,  ti^a^  tt)tber[inmg» 
©^  foll  ^ter  no(^  barauf  auftner!fam  gemai^t  tt)erben,  ba^  in  bem 
oben  erti)äl)nten  galle,  tx^enn  S  ein  i)on  0  i^erfi^iebener  4ter  ge^^ 
tneinfc^aftlic^er  ^un!t  beiber  ^wcotn  II  t^ar,  bem  .$un!t -S  aU 
^mÜ  ber  einen  Äuri)e,  ber  'oon  S  tjerjc^iebene  ^nn!t  ber  anberen 
kuvoc  entj:pri(^t,  ber  auf  ber  S^angente  SS  ber  erften  Äurt>e  liegt 

2luc^  j^ier  fann  ganj  tok  in  ben  beiben  63.  unb  64.  er^ 
tt)d{)nten  gdüen  i)on  einem  fünfte  au^  ber  ©c^ein  ber  in  1)  unb 
2)  erti^dl^nten  ©ebilbe  genommen  ti^erben,  unb  l^ier  vok  bort  ert)ält 
man  ^ierau)6  bann  tt)ieber  4  neue  l)ie§er  gel^örige  ©äfee,  bie  l)ier  al^ 
(Srgänjung  i)on  65  lurj  aufgeführt  toerben  follen. 

3)  ®ei)en  3  (Strahlen  einer  ju  einer  Äuri^e  II  :proie!t.  Äeget 
p(^e  hnxä)  bie  il)nen  entf:pre(^enben  fünfte,  fo  erzeugen  biefe  bei^ 
ben  eiementargebilbe  II  burd)  bie  SSerbinbung^ebenen  entf:pre($enber 
©lemente  einen  ju  beiben  .^erf:pe!t.  ©benenbüfc^el  I. 

4)  ^aben  2  loncentrif(^e  :proieÖ.  Äegelftäd^en  II  3  ©tral)len 
entf;pre(i)enb  gemein,  fo  erzeugen  biefe  beiben  ©lementargebilbe  II 
burc^  bie  SSerbinbung^ebenen  entf^rei^enber  ©tral)lene{emente  einen 
ju  beiben  ^erf:pe!t.  ©benenbüfd^el  I. 

5)  ©e'^en  3  ©benen  eine^  ju  einem  ©tra^lenbüfd^el  II  :proie!t. 
@benenbüf(^etö  II  bur(^  bie  t§nen  entf:prec^enben  ©trai)Ien  be^felben, 
fo  erzeugen  biefe  beiben  (Stementargebilbe  II  bur($  bie  ®d)nitt:punfte 
entf^recE)enber  Elemente  ein  ju  beiben  :perf^eft.  gerabe^  ©ebilbe. 

6)  §aben  2  !oncentrif(^e  :proje!t.  ©benenbüfc^el  II  3  (glemente 
entf^)re^enb  gemein,  fo  erzeugen  biefe  beiben  (Stementargebilbe  II 
hnxä)  bie  ©c^nittlinien  entf^prei^enber  (Elemente  einen  §u  beiben 
:perf^e!t.  ©tra^lenbüfi^el  I. 

3ufa^.  2tuc^  für  biefe  4  ^ier  angeführten  gälte  gilt  nun 
offenbar  ber  ?tr.  66  entf:pre(i)enbe  ©a^,  ba§,  toenn  bie  für  je  3 
©lementen^aare  bafelbft  aufgeftellte  aSorau!ofe|ung  für  mel^r  atö  3 
entf:pred)enbe  ©lementen^aare  zutrifft,  biefe  ©lementargebilbe  al^bann 
^erf^eft.  finb. 

67.  ^thtx  ©(^nitt  ober  ©c^etn  eineiS  (Slementargebilbeig  11, 
ber  tijieber  ein  (Stementargebilbe  II  barftefft,  ift  tbm  biefem  ©fc 
mentargebilbe  ))erfpe!tii5if(^. 

S)a  in  biefem  gatte  {ebejg  ©lement  be^  einen  huxä)  ein  &t» 
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ment  be§  anbern  gel)t,  fo  i[t  nur  'ooi)  na(^jutt>etfen,  ba^  mnn  man 
jel  ber  2lrt  jujammenge^örige!^  ^aar  öon  (älementen  auf  einanber 
tejie^t,  aföbann  bie  SSejte^ung  ti^irlüi^  eine  nad^  unfren  33egriffen 
:pro|e!t{i)ifd)e  i[t  S)tefer  23eii)ei^  "wixh  am  beften  baburc^  ö^fü^rt, 
ba§  man  na(^i^e{ft,  e^  gebe  ein  (SIementargebilbe  I,  ba^  ju  beiben 
©lementargebilben  11  jugleic^  ^erf:pe!tii)if(J)  i[t. 

(S^  fd^neibe  eine  (£bene  eine  Äegelfläd^e  II  in  einer  Äurbe  II, 
xc<xl)lt  man  nun  einen  beliebigen  ®tra{)l  ber  jlegelpc^e ,  fo  bilbet 
berfelbe  bie  2l)ce  einei^  ju  beiben  (glementargebilben  ^)erf^e!t  @be- 
nenbüfi^eK  L 

(Si8  fd)neibe  eine  (Sbene  einen  (£benenbüf(J)el  11  in  einem  ©tral^- 
lenbüfi^el  II,  'voa^lt  man  nun  einen  <Btvai)l  be^S  legieren,  fo  ift 
berfelbe  'Xrager  eine^  ju  beiben  ©lementargebilben  :perf:pe!t  geraben 
©ebilbeg»  Q^  f^neibe  eine  ßbene  eine  3R:egelf(^aar  in  einer  Äuri^e  II, 
tt^cä)lt  man  nun  irgenb  einen  Seitftral)l  ber  3legelf($aar,  fo  ftellt 
berfelbe  bie  Sl^e  eine)8  ju  beiben  ©lementargebilben  ^perf^eft  @be- 
nenbüfc^etö  I  bar.  (S^  fei  i)on  einem  fünfte  au6  al^  (S(^ein  einer 
3flegelf(^aar  (9^r.  56)  ein  (£benenbüfd)el  entftanben,  toät)lt  man  nun 
irgenb  einen  Seitftral^l  ber  9^egelf(i)aar,  fo  ftettt  berfelbe  ben  $lräger 
einei§  geraben  ©ebilbei^  bar,  ba^  ju  beiben  (Slementargebilben  ^er^ 
f))e!tit)ifd^  ift. 

68.  aSerglei($t  man  bie  in  66.  unb  in  65.  erhaltenen  SRe^ 
fultate,  fo  folgt  l)ieraui8  unmittelbar  folgenbe^: 

1)  unb  2)  @el)en  3  ©tral^len  einer  ju  einer  ^mu  IL  Jprojeü 
ötegelfi^aar  ober  Segelfläche  burc^  bie  i^nen  entf^reiiienben  fünfte, 
fo  erzeugen  bie  entf:pre(^enben  Elemente  einen  p  beiben  perf:peft. 
©benenbüfc^el  I. 

3)  ®el)en  3  (Shtnm  eine^  gu  einem  ©tral^lenbüfi^el  11  :pros 
feft.  6benenbüfcl)el^  II  burc^  bie  il)nen  entf:pre(^enben  ©trauten,  fo 
erzeugen  fte  ein  ju  il)nen  :per{:pe!tii)if(^e^  geraben  ©ebilbe. 

4)  unb  5)  unb  6)  ®^i)^n  bagegen  in  ben  fo  eben  ertoäl^nten 
8  gaffen  je  4  ©lemente  buri^  bie  iljuen  entf:pre(J)enben,  fo  finb  beibe 
©lementargebilbe  in  allen  3  gäUen  :perfpe!tioif(^. 

69.  35erglet(i)t  man  ha^  in  3lr.  67  @ntioic!elte  mit  bem 
©a|e  66.,  fo  erhält  man  folgenbe^: 

3ft  eine  Suroe  11  ein  ©(^nitt  einer  Slegelfc^aar,  unb  bejiel^t 
man  beibe  ©lementargebitbe  :proie!tii)if(^  fo  auf  einanber,  ba^  3 
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Spunfte  ber  erften  in  ben  irrten  entf:pre(^enben  ©trat)len  ber  lefetertt 
liegen,  fo  [inb  fie  :perf^eÖti)if(^  unb  ferner: 

3[t  ein  ©6enenbüfcf)el  II  ein  @(^ein  einer  Sftegelfd^aar ,  nnb 
iejie^t  man  fceibe  ©lementargebilbe  ^)roie!t  jo  auf  einanber,  ba^  3 
(gbenen  be)8  erftern  bur(^  bie  i^nen  entf:pre(^enben  Strahlen  be^ 
tefetern  gel)en,  fo  finb  beibe  ))erf^e!tii^if(^. 

§ieran  fd^lie^en  fi(^  unmittelbar  2  ©äle^  auf  bie  tr)ir  al^balb 
nämli(^  am  ©(^luffe  i^on  71  nä^er  jurii(Jfommen  iDerben. 

70,  2ßäl)lt  man  äl}nli(^  tr»ie  in  64.  unb  65.  ein  elementar^ 
gebilbe  I  unb  ein  (Slementargebilbe  II,  ti^eld)e  ju  einem  ©lementar- 
gebilbe  II  ^)erf^e!t  fein  fönnen,  fo  giebt  bie  5Rr.  62  in  SSerbinbung 
mit  66  eine  neue  ®ru:p:pe  i)on  ©ä^en  tx)ie  folgt: 

3ft  eine  ©erabe  unb  eine  3^egelf(^aar  :proie!tii^ifc^,  unb  fi^nei^ 
ben  ft(^  4  ebenen,  tt)el(^e  4  entf^rec^enbe  ©lementen^aare  i^erbin- 
ben,  in  1  $un!t,  (ol^ne  fi(^  in  1  ©eraben  ju  f(^neiben,  ein  ^aö, 
ber  \ä)on  in  64.  be^anbelt  n?urbe),  fo  erjeugen  bie  entfpre(^enben 
eiementen^paare  einen  ju  beiben  :perf^e!tii^if(^en  (Sbenenbüfc^el  IL 

1)  ©(^neiben  ixä)  nämlic^  Aa  Bb  Cc  Dd  in  einem  fünfte  M, 
ber  not:^tüenbig  au^erl^alb  ber  Slegelpäi^e  liegen  muß ,  fo  ift  ber 
ebenenbüfc^el  II  M,  toeli^er  al^  ©d^ein  ber  9legelfd)aar  i)on  M 
au^  \iä)  ergiebt,  na(^  66.  jur  ^legelfi^aar  :perf^e!tit)ifc^ ,  unb  alfo 
jum  geraben  ©ebilbe  :proieftioif (^ ,  in  fo  ferne  biefe^  felbft  jur  S^e- 
gelf(i)aar  :proje!t.  ift;  ba  aber  i)on  biefem  ©benenbüfc^el  M  4  ebenen 
Aa  Bb  Cc  Dd  burd)  bie  i^nen  entf^rei^enben  ^unlte  ABCD  be^ 
geraben  ©ebilbe^  geljen,  fo  ift  berfelbe  nad)  9^r.  63b  au(^  jn  ^M^^ 
geraben  ©ebilbe  :perf:pe!tioif(^,  b.  ^.  mit  anbern  Sßorten :  jebe  ebene 
biefe^a  ebenenbüfi^efö  M  i^erbinbet  einen  ©tra'^l  ber  SRegelfi^aar  mit 
bem  iijm  entf^recl)enben  fünfte  be^  geraben  ©ebilbe!^. 

3ufa^.  e^  ift  ba^^er  mä)  62.  nott>U)enbig,  baß  berS^räger 
be)8  geraben  ©ebilbe^  in  einer  ebene  be^  ebenenbiifc^ete  n  M  liegt 
unb  alfo  mit  ber  5Regelf(^aar  ti^enigfteni^  1  ^unlt  gemein  ^at. 

S)iefer  l)ier  ern)äl)nte  gaH,  ba}3  4  ebenen  in  1  ^4^un!te  fic^ 
fc^neiben,  tritt  bann  immer  ein,  toenn  ber  eine  ®($nitt^unlt  A  ber 
©eraben  unb  ber  9legelfc^aar  in  bem  i^m  entfprei^enben  ©tral)le  a 
liegt,  benn,  ba  bie  3  ebenen  Bb  Cc  Dd  fi(f)  immer  in  1  ^uulte  M 
fd)neiben,  fo  gel)t  in  biefem  gälte  bie  ebene  M  a  al^  4te  burd^  ü)xm 
entf))re(^enben  $un!t  A, 
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2)  3ft  ^^^  (SbenenBüf^el  I  itnb  eine  ölecjelfc^aar  ber  3lrt 
^roiefttt)ij(^,  ba§  bie  4  ©(^nittipimfte  i?on  4  &zntn  nnb  i^rer  ent- 
f:prec^enben  Strahlen  in  1  @bene  liegen,  fo  erzeugen  bie  ©(^nitt- 
))un!te  ber  entf^re($enben  (5lementen))aare  eine  ju  Selben  (glementar^ 
gebilben  ^erf^elt,  Äuri^e  ü. 

SDie  (Skne,  in  ti^el(^er  fene  4  fünfte  liegen,  fc^neibet  bie 
3ftegelf($aar  in  einer  il§r  :perf:pe!ttt)ijd)en  ^nvu  U  (66.),  bie  bal^er 
and)  jn  bem  ©benenbitjc^el  I  :proie!tii^if($  ift,  nnb  ba  4  (ätenen 
biefeiS  ©BenenMji^el^  nämlid^  AB  CD  bnrd)  bie  i^nen  ent[:pre(^en== 
ben  fünfte  Äa  Bb  Cc  Dd  ber  Änr^e  gelten,  jo  ift  biefer  @be^ 
nenbüf(^el  na(^  ?lr,  63  jn  biejerÄnri^e  ebenfalls  :perf;pe!tii)ifd),  b.  ^. 
jebe  ebene  be^  Süjc^el;^  fc^neibet  ben  i^r  entf^prei^enben  ©tra'^l 
ber  ^rojeö.  9R;egelf(^aar  in  einem  ^nn!te  ber  fraglid)en  Änri)e.  & 
i[t  bal)er  naä)  62.  notI)menbig,  ba§  bie  2l):e  bejg  (Sbenenbiifc^el^  bie 
Änri)e  in  1  ^un!t  f(^neibet,  nnb  ba§  fie  alfo  anc^  tDenigfien^^  1 
^nnit  mit  ber  9tegelj(^aar  gemein  ^at 

3nfa|,  SDer  I)ier  ertüäl}nte  gaff  tritt  immer  ein,  tüenn  ein 
®enenbüfd)el  I  ^n  einer  9^egelf(^aar  fo  ))roie!tit>if(^  ift,  ba^  eine 
feiner  (Sbenen  A  bnrc^  ben  tl)r  entf^prei^enben  ©tra^l  a  ber  bieget 
fd)aar  ge^t,  bie  3  (&Umn  BCD  be^a  Süfd)el)8  fd)neiben  bie  8  ent- 
f:pred)enben  (Strahlen  bcd  ber  3ftegelfd)aar  ftet^  in  3  ^nnften  einer 
©bene,  ber  4te  ^nn!t  finbet  fti^  bann  immer  in  ber  ©eraben  a 
bajn,  b.  l}.  z^  ift  ber  ©($nitt:pnn!t  t)on  a  nnb  ber  ertr>äl)nten  &)tnt 
Bb  Cc  Dd. 

3)  SBenn  ein  (£benenbnfd)el  I  nnb  eine  Äegelflä(^e  11  fo 
^rofeit  finb,  baj3  4  ^'bzmn  ABCD  be!^  Snfc^el^  bie  4  entf^red^en* 
ben  ©traljlen  abcd  in  4  ^nn!ten  einer  ßbene  f($neiben,  fo  erjengen 
bie  ©(^nittpnnöe  entj:prec^enber  Elemente  eine  gn  beiben  :perf:pe!5 
tibif($e  ^mu  11. 

5)ie  3I):e  ht^  ©benenbüfi^eli^  mn^  ba^er  in  biefem  gaffe  tta(^ 
62,  notl)tijenbig  mit  ber  Segelfläche  1  ^nnft  gemein  l)aben. 

S)er  3}etx)ei^  ift  ooffftdnbig  bem  in  2)  entj^prei^enb. 

3nfa^»  ©er  obige  gaff  tritt  immer  bann  t^on  felbft  ein, 
mnn  ein  (Sbenenbüfd^el  I  jn  einem  Äegel  ber  Slrt  :proieftit»if(^  ift, 
ba§  1  feiner  ©benen  ben  i^m  entf:pre(^enben  ©tral}l  be^  Äegeö  in 
fti^  entljält. 

4)  3ft  ein  ®tra^lenbüf(^el  11  nnb  ein  beffen  S;rager  \^mU 
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benbe6  gerabe^  ©ebtlbe  fo  !proje!tbtf (^ ,  ba§  bte  4  ©betten  /  tüeli^e 
4  ^unlte  ABCD  ht^  Ie|terett  ttttt  bett  etttf:pre($ettbett  ®tral)lett  abcd 
be^  erfterett  i)erbtttbett  ttt  1  3ßutt!te  M  \iä)  f(i)neibett,  fo  erjeugett 
fätnttttlt($e  ^aare  etttf:prec^ettber  (gletttetite  eittett  ©bettettbüfc^el  11 M. 

SDtefer  gaE  tritt  batttt  itttttter  bott  felbft  ettt,  tt^etttt  bettt  ©(^ttitt^ 
:j5ntt!t  A  ber  (Serabett  uttb  be^  Sräger^  be^  ©tra{)tettbüf(^ete  II 
eitt  bur(^  i^tt  ge^^ettber  ®trat)l  a  beiS  Süf(^eli8  etttf:prt(i)t,  betttt  t[t 
M.  ber  ©($ttitt:putt!t  i^ott  irgettb  3  attberett  ©bettett,  bte  bur(^  bte. 
SSerbtttbuttg  entf:pre(^ettber  ©letttettte  ettt[tel}ett,  ttätttltd^  'om  BbCcDd, 
fo  liefert  Ma  itttttter  bie  4te  ©bette  oott  ber  i)erlattgtett  Sef^affett^? 
I)eit  baju. 

5)  Sft  ettte'®erabem  xtttb  ettte^urtjellK,  bie  eittett  5puttlt  A 
getttetn  i)abett,  fo  !proieIt,  ba§  bie  aSerbtttbuttg^^littie  ijott  4  ^aar  ettt- 
fiprec^etibett  ^uttöett  B  itttb  b  C  uttb  c  D  xtttb  b  E  uttb  e  4  ©tra"^^ 
lett  einer  S^legelfd^aar  bilben,  fo  finb  aKe  folc^e  aSerbinbung^linien 
entf:pre(^enber  ^untte  ©trauten  biefer  9iegelf(^aar ,  benn  bie  ju  m 
^erf^eft  9legelf(^aar  Bb  Cc  Db  Ee  tft  jur  Äurt)e  K(BCDE)  ^ro:= 
ieftit)if(^,  fd^neibet  alfo  bie  ©bene  t)on  K  in  einer  ju  i^r  iperf^elt* 
Äurtje  Kl,  bie  be^njegen  ^uKpxoldt  ift,  unb  ba  babei  K  unbKi 
4  ^un!te  BCDE  entf^rec^enb  gemein  I)aben,  fo  muffen  fte  ttad)  66, 
alte  fünfte  entf^rei^enb  gemein  b.  ^.  ibentifi^  fein, 

gufa^  1,  £)er  I)ier  ertoa^nte  %aU  tritt  bann  immer  ^on 
felbft  ein,  mnn  ber  ^un!t  A  ben  K  unb  m  gemein  ^aben,  ju^ 
gleici)  ein  entfprec^enb  gemeinfame^  (SIement  ber  ))roie!tit)if(f)en  iße- 
giel)ung  beiber  ift,  ba  je  3  33erbinbungj8tinien  entf:pre($enber  $un!te 
eine  9flegelf(i)aar  beftimmen,  beren  burd)  A  gel}enber  ©tral^t  ju  bie- 
fen  3  ©trauten  ben  4ten  liefert 

3ufa^  2,  S)er  im  Qai}z  ern^afinte  gaH  tritt  an^  bann 
immer  i)on  felbft  ein,  "comn  bie  iprojelt,  Sejieljung  bon  K  unb  m  fo 
tjolljogen  ift,  ba§  3  SSerbinbung^^Iinien  t)on  3  ^aar  entfprec^enben 
fünften,  nämlicE)  Bb  Cc  Db  x>on  einer  2ten  ©eraben  n  ftd^  fd^nei^ 
ben  laffen,  Wlä)e  mit  ber  K  auä)  einen  ^un!t  E  gemein  1^at; 
benn  offenbar  f(^neibet  in  biefem  gaCe  bie  ^tegelftäc^e,  ju  ber  bie 
©tra^^Ien  Bb  Cc  Db  gef)oren,  unb  alfo  aui^  biefe  9^egelf(^aar 
felbft,  bie  ©bene  ber  K  in  einer  ju  il^r  ^erf^eft  Äuri)e  II,  bie  mit 
ber  K  bie  5  fünfte  ABCDE  gemein  l)at,  unb  alfo  mit  i^r  iben- 
tifd^  ift    §ieraui3  folgt:    2  fi(^  xiiä)t  f(^neibenbe  ©erabe  unb  eine 
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Äuröe  n,  m^^  iebe  berfelben  in  einem  einjic^en  ^mU  fc^netbct^ 
beftimmen  eine  ju  atten  3  ;perf:peft»  9ftegelfd£)aar» 

6)  3[t  ^^^  @Benenbüf{i)el  I  m  unb  ein  ©benenBüfi^el  II  M, 
bie  eine  ©Bene  gemein  l)aben,  fo  :proje!tii)ifc^ ,  ba§  4  (Schnittlinien 
entf:pre(^enber  ©benen  in  einer  3legetj(i)aar  liegen,  fo  fteKen  aKe 
©d^nittlinien  entf^rei^enber  (gbenen  ©traljlen  biefer  3flegelf(^aar  bar» 

3nfa|  1.  ©er  i^ier  erU)äl)nte  gaö  tritt  bann  immer  i)on 
feftft  ein,  tüenn  bie  gemeinfame  @b.ene  jngleic^  ein  entfprec^enb  ge? 
meinjameiS  ©lement  ber  :proie!t,  ©eiilbe  barfteEt  ©er  Sßmd^  i[t 
mie  in  5). 

3nfai3  2.  ©er  im  ©a^  ertx)d^nte  galt  tritt  ani^  bann  tm= 
mer  t?on  felbft  ein,  U5enn  bie  :proie!t  iSejiel)nng  ber  beiben  33üf(^el 
ber  9lrt  ift,  baß  3  <S(^nittlinien  Bb  Cc  Db  entf:pre(^enber  (Slemente 
\xä)  üon  einer  ©eraben  fc^neiben  laffen,  bie  in  einer  gbene  E  bei3 
©benenMfc^el^  II  liegt;  benn  ber  ©(^ein  ber  Stegelftäc^e  unb  alfo 
aui^  ber  9legelf(^aar  Bb  Cc  Db,  Don  M  aui^  genommen,  l^at  mit 
bem  gegebenen  (gbenenbüft^el  II  M  außer  ben  3  (ätementen  BCD 
aucf)  no(i)  bie  (Slemente  A  unb  E  gemein,  unb  ift  alfo  mit  i^m 
ibentifc^»  6^  folgt  l^ierau^:  2  ©erabe,  bie  in  2  (gbenen  eine^  (Sbe^ 
nenbüf(^eli^  II  liegen,  aber  fi(^  nic^t  f(^neiben,  beftimmen  mit  bie^ 
fem  ©benenbüfd^el  II  eine  &iegelf(^aar» 

71.  Setrad)tet  man  ferner  2  iprojelt.  (Slementargebilbe  11, 
bie  ju  einem  unb  bemfelben  ©lementargebilbe  II  ^)erf:pelt  fein  fön- 
neu,  fo  ergiebt  fi(^  nac^  66,  n^ieber  eine  ©ru:p:pe  t)on  ©äljeU; 
njie  folgt: 

2  :proieft.  ^mun  TL  K  unb  Ki,  bie  in  i^erfd^iebenen  Gbenen 
liegen,  erzeugen  eine  ju  beiben  ^perf^elt  Äegelf(äci)e  II,  ober  eine  ju 
beiben  :perf:pe!t  &legel[lä($e ,  n^enn  bie  4  2Serbtnbungi8linien  i)on  4 
entf:pre(^enben  ^unften^aaren  4  (Elemente  einer  Äegelftäi^e  II  ober 
einer  9legelflä(i)e  barfteHen* 

©iefer  gaK  tritt  immer  bann  i)on  felbfi  ein,  tx>enn  bie  beiben 
^uri)en  n  mit  ber  ©(^nitttinie  il)rer  3^räger  benfelben  ^un!t  A 
gemein  l)aben,  unb  biefer  ©(i)nitt:punft  ein  entf:pre(i)enb  gemeinfameiS 
©lement  beiber  barfteßt,  benn  entf:pred)en  ben  fünften  BCD  i)on  K, 
bie  fünfte  B^CiDi  oon  Ki,  fo  ift  bie  SÄegel^^  ober  Äegelflä(^e,  ber 
bie  eiemente  BB^  CCi  DDi  angepren,  unb  bie  ju  K  :perf:pelt, 
alfo  iu  Kl  ^rojelt.  ift,  offenbar  ju  Ki  )5erf:pe!tii}ifc^ ,  infoferne  bie 
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inx^  A  B  C  unb  D  ße^enben  Elemente  berfet&en  au^  für  Ki  bur(^ 
bie  il^nen  entf^prei^enben  fünfte  geljen, 

Stuf  bte  intereffante  grac^e,  tDenn  eine  SÄegelp($e,  unb  t^enn 
eine  Segelfläche  unter  gett)iffen  Umftdnben  entfielet,  ttjerben  tt)ir 
f:päter  ti^ieber  prütflommen  unb  un^  auf  ben  l^tefigen  altgemeinen 
galff  ju  berufen  ^aben, 

2  :projeIt,  nid^t  foncentrifc^e  ebenenbüfcfeet  11  erzeugen'  eine 
ju  beiben  :perf:pe!t  3^egelf(^aar  ober  einen  ju  beiben  :perfpe!t.  ©tral)-^ 
lenbüf($elll,  n)enn4®cl)nittlinien  entf^red)enber  Elemente  entf^rec^enb 
4  ®tral)len  einer  9iegelf(^aar,  ober  äm^  ©tral)lenbüfc^el^  11  bilben. 

SDiefer  galt  tritt  immer  bann  t)on  felBft  ein,  ^enn  bie  beiben 
@benenbüf(f)el  ein  (Slement  entf^ret^enb  gemein  Ijaben, 

2  :proj[eIt  9tegelf(^aaren  erzeugen  hmi)  bie  ©(^nitfpunfte  ent^ 
f:pred^enber  ®tral)len  eine  ju  beiben  :perf:pe!t.  Äuröe  II,  tctxm  4  bie^ 
fer  @(^nitt:pun!te  in  1  (Sbene  liegen. 

2  :proie!t.  Ötegelfc^aaren  erzeugen  burc^  bie  entf:pre(i)enben 
©tra^len  einen  gu  beiben  :perf:pe!t  ©benenbüf^el  II,  t^enn  4  ber 
fragli(i)en  ©benen  4  ©lemente  eineiS  fols^en  barfteffen. 

©er  93etx)ei^  für  äffe  biefe  legten  gälle  ftimmt  toefentli(^  mit 
bem  oben  gefül)rten  überein. 

2lud)  auf  biefe  legten  gälte  derben  toir  f:päter  ttjieber  ju^ 
rü^!ommen. 

©inb  ferner  2  SRegelf(i)aaren  K  unb  K^  b'erfelben  öiegelfläd^e 
beliebig  :proieftii)if(^  auf  einanber  begogen,  fo  erzeugen  bie  ©(^nitt= 
;punfte  entft)re(^enber  ©tral}len  ftet^  eine  il)nen  beiben  :perf:pe!t. 
Äuri)e  II. 

S)ie  ©c^nitt:punlte  aai  bb^  cc^  entfJprei^enber  Strahlen  be^ 
ftimmen  eine  ©bene,  bie  bie  beiben  9iegelf (paaren  RunbRi  in  fe 
einer  :perf^e!t.  Äurt^e  II  K  unb  K^  fc^neibet.  ©a  bemnai^  bie  bei^ 
ben  Äuri^en  K(abc...)  unb  K^  (aibiCi  . . .)  :proie!t.  fein  muffen, 
in  fo  ferne  fie  ju  ben  beiben  :proje!t.  3ftegelf^aaren  Il(abc  . . .) 
unb  Ri  (a-i  bi  q . . .)  :perf!pe!tioif(i)  ftnb,  K  unb  K^  aber  ibentifd)  finb, 
fo  muffen  fie  alte  ^^nntk  entf:prec[)enb  gemein  l}aben  na^  9lr.  61, 
ba  biefeiS  bei  3en  ber  galt  ift. 

2  ))roje!t.  ötegelf (paaren  erzeugen  burc^  bie  ©benen,  tDel(i)e 
entf!pre(^enbe  @tral)len  i)erbinben,  einen  @benenbüfd)el  II,  benn  ber 
©(i)nitt^unft  M  ber  3  ©benen  a%  bbi  cq  ift  SJlittelpuntt  eine^ 
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@Benentüjd)efö  H,  ber  ju  Reiben  Sftegelfc^aaren  ^erf^eü.  tft,  unb 
bal^er  aU  Sräger  2er  in  ti)nen  enthaltenen  ^rojeft,  (Sbenenbüf($el  n 
erfi^eint,  bie  aber  naä)  61.  alle  ©lemente  entf^rec^enb  gemein  ))ahtn 
muffen,  ba  e^  Bei  ben  3  erit^ä^nten  ber  gall  ift. 

3ufa^.  S)a  biefe  Reiben  ©äfee  offenbar  au(^  nmge!el)rt 
gelten,  nämlt(^,  ba§  bie  beiben  in  einer  Sftegelflä(^e  enthaltenen  Sfte^ 
gelfcE)aaren  R  unb  R^  :pröie!tii)if(^  finb,  ^enn  man  2  ©tral)len 
entf^rec^enb  nennt,  bie  in  einem  ^unö  einer  ju  ben  3tegelfd)aaren 
:perf:peft.  ßuri^en  II  fic^  fi^neiben ,  ober  in  einer  @kne  einer  ju 
ben  D^egelf(^aaren  ,:perf:pe!t.  @6enenMfd)el  II  liegen,  fo  folgt  ^ieraujS 
im  3^f^tnmenl^alt  mit  ben  Beiben  jule^t  angeführten  ©ä^en  fol- 
genbe!^:  2llle  ^un!te,  in  toel(f)en  \iä)  jammtli(^e  @be^ 
nen  eine^^  ju  einer  fflegelfc^aar  !perf:pe!t.  ©BenenBü- 
fd^eB  ber  9flegelfla(^e  anfc^miegen,  liegen  in  einer 
Äurt)e  II,  unb  umge!el^rt 

72.  3n  63.  unb  68.  txmrbe  unterfud^t,  n?enn  bie  iprojeft. 
a5ejiel)ung  in  bie  :perf:pe!t  ül)erget)t,  juerft  für  ein  (Slementargebilbe 
I  unb  ein  (Slementargebilbe  II  unb  bann  für  2  ©lementargebilbe  II, 
t)on  benen  ba^  eine  alia©(f)nttt  ober  ©d)ein  be^  anbern 
erf (feinen  !ann.  @)8  MeiW  nun  ber  gaE  noä)  ükig,  toenn  2 
iprojelt  ©lementargeKlbe  11  :perf:peft.  toerben,  toel(^e  nii)t  in 
bem  fo  eben  angegebenen  SSerpltniß  ju  einanberftel)en, 
unb  jtoar  Jommen  l^ier  in  23etrad)t  ein  $un!tgebilbe  II  mit  1)  einem 
©trablenbüfd^el  II  unb  2)  @l)enenbüf(i)el  n,  ferner  ein  6tra"^i= 
lenBüf(^el  II,  l).mit  einem  ^unftgeMlbe  11,  2)  mit.  einem 
<Stral)len!egel  II,  3)  mit  einer  9legelfcl)aar,  unb  enbli(^  eine  Äeget 
pd^e  n,  1)  mit  einem  ©tra:^lenbüf(^el  II,  2)  mit  einem  (£benen= 
Mfd)el  II. 

Sn  biefer  Sejiel^ung  gilt  nun  naii)folgenber  ©a^:  ®inb  2 
(glementargebilbe  II,  beren  ©lemcnte  bie  ?[Pröglid)!eit  aui§fd)lie§en, 
ba§  ba^  eine  ein  ©(f)nitt  ober  ©d)ein  be^S  anbern  fein  !ann,  ber 
2lrt  !pro}e!tii)if (^ ,  ba§  5  ©lemente  be)3  einen  hmä)  bie  il)nen  ent- 
f:pre(%enben  ©lemente  beö  anberen  geljen,  fo  finb  fie  ^erf^)e!tiöifc{). 

&  genügt  offenbar,  ben  @a^  betotefen  ju  l)aben  für  irgenb 
1  ^aar  biefer  l)iel)er  gel)örigen  unb  l^ier  oben  nä§er  besei(f)neten 
(Slementargebilbe,  in  foferne  man  baburc^ ,  bafe  man  i)on  i^nen  be- 
liebig einen  ©d)nitt  ober  einen  ®d)ein  nimmt,  ju  einem  beliebigen 
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anbeten  5ßaar  gelangt  2tm  geetgnetften  f)teju  tfi  aber  ein  5pun!t= 
gebilbe  II K  unb  ein  (Sbenen6üf(^el  II M,  in  foferne  man  für  biefe 
beiben  eine  SRegelf($aar  finben  !ann,  tt)el(^e  unter  ber  SSorau^fe^ung, 
ba§  5  (Slemente  be^  einen  (Slementargebilbe^  in  ben  entj:precf)enben 
(Elementen  be^  anberen  liegen,  ju  beiben  jugleicf)  :perf:pe!t  ift* 

Um  eine  9tegelf(^aar  jn  ert)alten,  bie  jum  ^unftgebilbe  II K 
|)erf)5e!t  ift,  braucht  man  nadf)  70.  nur  eine  ©erabe  m  ju  xoai)Un, 
mlä^e  bie  Äurt)e  in  1  g^unfte  fd)neibet,  unb  biefe  fo  :proie!tii)if(^  auf 
bie  Äuri^e  ju  bejie^en,  ba§  ber  gemtinfame  ^un!t  a  ein  entf^rec^enb 
gemeinfameiS  (SIement  barfteßt.  ©ott  nun  aber  biefe  &tegelf($aar  ju- 
glei(^  ju  bem  ©benenbüfd^el  n  M  :perf:pe!toif(^  fein,  fo  miiffen  nac^ 
5Rr.  63 .  4  ©traf)len  berfelben  in  ben  entf^prec^enben  ©benen  be^ 
@benenbüfc!)efö  liegen,  toa^  glei(^  bebeutenb  bamit  ift,  ba§  4  ^untte 
ber  Stnvot  in  ben  il)nen  entf:pre(^enben  (Shzmn  liegen  muffen. 

35a  m  £eitftral}l  biefer  ölegelfi^aar  ift,  fo  mu§  alfo  M  aud^ 
^u  m  :perf:pe!t.  fein,  unb  alfo  entf:pri(i)t  bem  fünfte  a  ber  Äuri^e 
ebenfalls  eine  burc^  i^n  gelienbe  ebene  A  bon  M,  njorau^  alfo 
folgt,  ba^  auf  eine  :perf:peft.  23ejie'^ung  sn)if(^en  Äurbe  II  unb 
©benenbüfi^el  11  erft  bann  mit  3^otl^n)enbig!eit  gef($loffen  ti^erben 
fann,  mnn  bon  5  fünften  nac^gert>iefen ,  ba^  fie  in  il)ren  entf^pre^ 
d)enben  (Sbenen  liegen.  S)a  m  ^erfpeft  px  M  fein  folt,  fo  mu§ 
fie  in  einer  ©bene  be^  SSüfcliel^  M  liegen.  S5abei  ift  felbftberftänb- 
lidfe,  ba§  wm  hnxä)  bie  ©erabe  Ma  2  ebenen  be;^  (Sbenenbüf(^el^ 
M  ge^en,  atebann  m  in  berjenigen  bon  beiben  liegen  mu§,  tbelc^e 
bem  fünfte  a  nid)t  entfprid)t,  in  fo  ferne  ja  bei  einem  ju  einem 
ebenenbüf($el  II  :perf^)elt  geraben  ©ebilbe  einem  ^un!te,  burd)  ben  2 
ebenen  hz^  Süfc^ete  gelten,  gerabe  nic^t  bie  (SUm  entf^ric^t,  in 
ber  ber  S^räger  be^  geraben  ©ebitbe^  liegt. 

73  a.  Syiac^  3lr.  71.  3uf.  beftimmt  ber  ©benenbüfd^el  II  M 
unb  bie  3ftegelf(äd)e,  in  t^elc^er  bie  ju  il)m  :perfpe!t.  3^egelf(^aar  liegt 
bxird)  bie  Serü^rung^:pun!te  ber  einzelnen  ©benen  be^  a3üfd>ete  eine 
^ur  ategelfc^aar  perf^elt.  Äurbe  II;  biefe  ^urbe  II  nun,  unb  bie 
in  72.  in  33etra(^t  gezogene  K  l)aben  enttoeber  leinen  ober  jtbei 
ober  atte  fünfte  gemein;  in  jebem  fünfte  A,  ben  beibe  Würben  11 
gemein  l^aben,  berüt)rt  bie  buri^  A  gel)enbe  ebene  be^S  ebenen^ 
büf(^efö  II  M  bie  Äurbe  K  in  bem  i^r  entfpred)enben  fünfte  A. 
5Dur(^  ieben  anbern  ^mtt  B  bon  K,  ber  ni^t  biefen  beiben  Würben  n 
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gemein  tft,    ge^t  eine  biefem  ^nnft  entf!pred^enbe  ©Bene  i^onM, 
Vi)eld)e  bie  K  nod^  in  einem  2ten  fünfte  C  f(f)netbet 

§ieran^  folgt  nnmittelbar  folgenbe^:  33ejte^t  man  auf  ieben 
5ßun!t  einer  Äurt)e  II K  bie  jugeprtge  S^angente,  fo  ift  ba^  ^unö:* 
gebilbe  II  K  nnb  ber  ©traI)lenBüf(^e(  II K  :proie!ttt)if(^ ,  b.  ^.  :per5 
f:peftit)if(^ ;  tritt  bagegen  6et  einem  ©tra^lenbüfc^el  II  Ki  ber  einem 
ipunftgeBilbe  II  K  ))erf:pe!t  ift,  ber  fo  eben  erti^al^nte  gaff  nic^t 
ein,  fo  lönnen  bie  ^itri^en  K  unb  Ki  ft(^  ^ßd^ften^  in  2  fünften 
i)erül)ren.  SBir  iiBerlaffen  ej8  bem  Sefer,  bie  entf:pred)enben  ©ä^e 
für  Äegel  II  unb  ©tral)IenBüf($el  n,  fottJic  für  ©benenbüfc^el  II 
unb  ^nxu  II  fi(^  !)ier  beizufügen, 

hieran  f(^lieBt  fic^  nun  unmittelbar  nac^folgenbe  n)i(%tige 
SSetra(^tung. 

@ine  ©Bene  bea  ju  K  :perf:pe!t,  @benenBüf($el6  11  M,  n)ie 
tt)ir  fie  oben  betrachteten,  fjat  im  2lff gemeinen  mit  K  2  fünfte  B 
imb  Q  gemein,  t)on  benen  ber  eine  B  ber  hmä)  i^n  gel^enben  (Sbene 
Bx  entf^ri($t,  in  eben  bief er  ebene  Bi  liegen  2  ©trauten  bq  berie^^ 
nigen  JRegelpc^e,  tx)eld)er  bie  obige  in  bie  SSetrad^tung  ^txzmo^t^ 
jogene  ju  K  unb  M  :f)erf:pe!t  Ölegelfciiaar  ange:^ört,  unb  ivoax  o^t^ 
prt  ber  eine  "b,  ber  burc^  B  ge^^t,  ju  ber  obigen  3legelf(^aar,  ber 
anbere  q,  ber  burc^  Q  ge^t,  ju  bereu  Seitf($aar,  3^ad^  71.  3^M 
fteffen  aber  je  1  ^aar  ber  3lrt  jufammengel)öriger  ©trauten  b  u*  q 
entf:pre(i)enbe  (Strahlen  2er  ^projeft  3tegelf(J)aaren  bar,  unb  ba  bie 
beiben  Äuri^engebilbe  K(B...)  unb  K(Q...)  ju  biefen  beiben  9le= 
gelf^aaren  ^erfpeftii)if(^ ,  alfo  unter  ftd)  ))roje!tii)ifc^  finb,  fo  folgt 
l^ierau^  ber  tt)id)tige  ©a|:  bie  Elemente  eine^g  gu  einer  ^mu  IL 
:perfpelt.  (Sbenenbüfd^efö  11  ober  ©tra^lcnbüfdjelig  II  fcf)neiben  bie 
Äuri;e  in  entf:pre(^enben  5pun!ten  2er  :proiett.  Äurijen  be^felben 
5tragerj3. 

©§  gilt  nun  aber  anä)  umgefel^rt  ber  ©a^:  S3etrad)tet  man 
eine  ^mu  II  K  atö  S^räger  2er  ;projeftit)ifd)er  ^unftgebilbe  II 
K[ABC...]  n  K[AiBiCi...],  fo  erzeugen  bie  aSerbinbung^linien 
entf:pre($enber  fünfte  AAi  BB^  CCi . . .  eine  ju  beiben  $un!tge? 
bilben  II  :perf^e!t  ®tral)lenbüf(^el  H, 

Senn  ift  F  irgenb  eine  9tegelftä(^e  beren  beibe  ?Regelf(^aaren 
Ru.Ri  juK  ;perf^e!t  unb  unter  ftc^foiprojeÖ.finb,  ba^benSburc^ABC 
ge^enben  ©tra^len  öonß  bie  3  bur($  AiB^Ci  gel)enben@tral}leni?onRi 
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entf^re($en,  fo  erzeugen  bte  entfpred^enben  ©tra^len:paare nac^  3lv.71 
3ufa^  ben  6Benenbüfc£)el  II,  U)elc^er  bte  ©bene  t)on  K  in  bem 
(Stral;IenBüf(^eI  II  fd)netbet,  x>on  bem  im  ©a|e  bie  9tebe, 

©oü  baljer  ein  ©tra^tenMfi^el  :perf:pe!t,  auf  eine  Äuri)e  II 
Belogen  derben,  fo  fann  man  Uo^  ^u  3  ©trat)len,  tr*el(^e  mit  ber 
Äuroe  tt>enig[tenig  1  ^unft  gemein  l^aBen,  unb  bie  fid)  felBftt^er- 
ftänblid)  nid)t  in  1  fünfte  f($neiben  bürfen,  bie  3  in  i^nen  liegenben 
g5unÖe  ber  Äuri^e  II  entf:pre(^enb  annel)men. 

2)em  Sefer  WM  e^  üBerlaffen,  fid^  bie  entf:pre(^enben  ©ä^e 
für  ^egel  II  unb  ©traljlenbüf^el  11,  foime  für  ©benenBüfc^el  II 
unb  £uri)e  II  linjujufügen. 

73b.  Ser  (SBenenbüfd)el  M  unb  alfo  anä)  ber  xi)m  :perf:pe!t 
©trai)Ien.t)üf c^el  II  ÄA^  BBi  00^ ....  ti^ar ,  tx)ie  tt)ir  fa!)en,  ^^erf^e!- 
toifd)  bem  ^unftgeWlbe  II  ABC...,  ba  aber  nac^  73. a  ABC... 
^  AiB^Ci .. .,  fo  ift  anä)  ber  @benenbüfd)el  11  unb  ber  ©tral)len^ 
H\ä)d  II  AAi  BB-i  CCi ...  n  AiB^Ci ...  unb  alfo,  ba  je  ein  ©trat)! 
j.  25.  DjD  bur^  ben  il)m  entf:pred)enben  ^unlt  ge:^t,  anä)  :perf:pef^ 
tit)if(^.  S)ie^  giebt  nun  folgenben  ®a^.  ^ft  ein  ©tra!)lenbüfd^el  II 
abc...  :perfpe!tii)if($  einem  ^unftgebilbe  II  K(ABC...),  fo  ift. er 
auc^  ))erf:pe!tit3if(^  px  bemientgen  ^unltgebilbe  II,  ba§  man  erl^ält, 
li;)enn  man  auf  leben  ©tral^l  a  ben  '^mtt  ^on  K  bejie^^t ,  ber  xi)m 
au^er  A  mit  ber  Stnxu  K  gemein  ift.  Offenbar  tann  man  biefen  ©a^ 
aud^  in  ber  2Eeife  au^brüd'en,  ba§  man  t)eröor^ebt,  mlfijt  ©trai)- 
len  bei  betben  SIrten  ber  !perfpe!t.  SSejie^ung  einem  unb  bemfelben 
fünfte  ijon  K  entf:pred)en,  tDoburd^  ber  ©a^  biefe  gaffung  erl^ält: 
Sft  ein  g5un!tgebilbe  II  K(ABC...)  ju  einem  ©trat)lenbüf(^el  H 
abc  perf:pe!tti)ifd) ,  fo  ift  ba^felbe  anä^  ju  bem  ©traf)lenbüf(^el  11 
:perf^e!t.,  ben  man  erl}ält,  ti^enn  man  auf  leben  3ßunft  D  oon  K, 
vod&jcm  bei  ber  erften  Slrt  ber  :perf^e!t  Sejie^ung  ber  ©tral)l  d 
entf:pri($t,  benlenigen  ©tra^l  di  be^  ©tra]§lemmfd)ete  bejiel^t,  ber 
au^er  d  no(^  burd)  D  gel)t. 

§ierau^  folgt  aber  unmittelbar  folgenbeig: 

3ft  ein  ^unltgebilbe  II  :perf^e!t.  ju  einem  ©tra^lenbüfd)el  11, 
unb  be^iel)t  man  auf  leben  ©tral^l  d  be^  Süfd^efö  benlenigen  d^, 
ber  mit  xijxü  burd^  benfelben  ^un!t  D  be^  ^unftgebilbe^  II  gel)t, 
fo  finb  bie  beiben  fo  entftel)enben  ©tral)lenbüf(^el  II  beigfelben  Zvh 
gers^  ))roie!t.,  infoferne  fie  beibe  ju  bem  ^unftgebilbe  ))erf:pe!t.  finb^ 
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SBiU  man  ba{)er  ein  ^unltgebtlbe  n  fi&}  i)erfc^affen,  ba^  :per= 
f))eftti)ij(^  ju  einem  @tra{)lenbüfä)el  II  ift,  fo  tann  man  blo^  3 
fünfte  ABC,  bie  in  3  Strahlen  abc  (ober  aibiCi)  aber  nt(^t 
in  einer  ©eraben  liegen,  beliebig  annel^men,  in  |o  ferne  bie  beiben 
))roie!tit)ifi^en  ©tral}lenbüj(^el  abc  tt  aibiCi  bes^felben  J^räger^  bie 
t)erlangte  :perj'l:>e!t,  ^uri)e  II  erjengen» 

74  2Iu(^  an^  3tr.  72  ergeben  [i(^  eine  ®ru:ppe  t)on  ©äl^en, 
inbem  man  2  :proje!tit)tf($e  ©tementargebilbe  II  httxaä)kt,  tx^elc^e 
beibe  ^n  einem  anberen  ©lementargebilbe  II  tbtn  naä)  72,  ^^erfpelt 
fein  lönnen. 

1)  ©inb  eine  Änri^e  11  nnb  eine  8tegelf(^aar  :proieltii)if(i),  nnb 
f(^neiben  fi(J)  5  ©benen,  >Pod6)t  bnrc^  5  aßaa^e  entf:pred)enber  @te^ 
mente  ge'^en,  in  1  ^nn!te  M,  fo  i[t  M  bie  S^i^e  eine^  ©benenn 
büfc^elg  n,  ber  ju  beiben  ©lementargebilben  ^erf^elt,  ift,  t^oran^^ 
gefegt,  baß  nic^t  alle  5  in  1  ©eraben  fi(^  fc^neiben,  ein  ^all  ber  in 
5Rr.  68  f(^on  betra(^tet  tx>urbe.  3)er  jur  9iegelf(^aar  :perf:peft.  ©benen- 
büf(^el  11  M,  i[t  nämlic^  ^ben  beßn^egen  auc^  jur  ^nxu  II  :proje!t 
unb  ba  5  (glemente  beiSfelben  bnri^  bie  i:^nen  entf:pre($enben  ©le^ 
mente  gel)en,  fo  folgt  au^  72,,  baß  berfelbe  auä)  jur  Änri^e  II 
:perf^e!t,  ift, 

3ufa^,  S)er  l)ier  ertoäl^nte  gall  tritt  bann  immer  t>onfelbft 
ein,  vomn  2  nnb  bloß  2  ^$un!te  ber  Äurt>e  II  in  ben  iljnen  entf^pre^ 
c£)enben  Strahlen  liegen,  benn  jeber  ®(%nttt:pnn!t  'om  3  bnrd^  3 
$aare  entf^re(ä)enber  Elemente  beftimmter  ©benen  erfüllt  bann  bon 
felbft  bie  obige  Sebingnng. 

3ft  ein  (gbenenbüfc^el  II  unb  eine  9tegelf(^aar  ^projelt,,  unb 
liegen  5  ©d^nittpunöe  entf^recE)enber  (Slementen^aare  in  1  (SUm, 
fo  erzeugen  beibe  ©lementargebilbe  eine  ju  beiben  ))erfpeft,  ^uxu  IL 

©iefer  %oXi  tritt  imm.er  bann  bon  felbft  ein,  toenn  2  unb  nur 
2  ebenen  be^  23üf(i)el^  fcurc^  bie  entf^red)enben  ©trablen  ber  dit- 
gelf(^aar  get)en, 

S)er  Setoei^  faft  ttiörtlic^  toie  im  vorigen  gaff, 

©in  ^unf tgebilbe  II  unb  ein  il^m  :proieft,  ©tral)lenbüfd)el  11, 
bie  in  2  oerfd)iebenen  S^ragern  liegen,  erzeugen  einen  ju  beiben 
))erf))elt,  @benenbiifd)el  11,  n?enn  5  (Sbenen  bie  burc^  5  entfpre^ 
(%enbe  (Slementen^paare  beftimmt  finb,  in  1  unb  bloß  in  1  ^^unöe  fii^ 
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fc^neiben*    ©tefer  %aU  tritt  bann  ^on  felBft  ein,  n?enn  2  nnb  blo§ 
2  @tral)len  burd)  bie  il^nen  entf:pre(^enben  fünfte  gelten. 

3)  ^aUn  2  ^roteft.  Äuri)en  K  nnbKi  II  einer  ©kne  2  ^nnfte 
MN  entj:pre(^enb  gemein,  fo  erjengen  bie  aSerbinbungs^linien  ent- 
f:pre(^enber  fünfte  einen  ©tra!)lenbüj(^el  I  ober  ü. 

SDenn  jd)neiben  \xä)  bie  3  SSerbinbungi^linien  entf:pre(%enber 
5ßnn!te  AÄ^  BBi  CCi  nii^t  in  1  Sßunöe,  fo  i[t  ber  p  K  ))erf^eft 
Stra^lent)üfd)el  II,  ti?eld)er  naä)  73  a,  burc^  bieje  fo  eien  ertoä^n- 
ten  3  ©tral)len  i^öHig  fceftimmt  ift  jn  K  :proieftii)ifd),  eben  toeil  er 
gu  K  :perf:pe!t  ift,  unb  ba  auger  ben  3  <StraI;len  AA^  BBi  CCi 
au<^  no(^  bie  Reiben  burd^  bie  entf:pre(^enb  gemeinfamen  ^unÜeMN 
ge^enben  ©tral^len  burd)  bie  i^nen  entfpred}enben  ^unlk  gelten,  fo 
ift  nad)  9lr.  72  biefer  ©trat)lenbüf(^el  II  au(^  ju  Ki  :perf^)e!t 

®el;en  aber  bie  3  Strahlen  AA^  BB^  CCi  buri^  1  ^unft, 
fo  muffen  aße  SSerbinbung^linien  entf^re(^enber  ^nntk  burd)  biefen 
$Pun!t  gel)en,  benn  toürbe  eine  einzige  berfelben  DD^  nid)t  iuxä) 
biefen  ^unlt  ge^^en,  fo  toürbe  fie  mit  2en  ber  ertoät)nten  3  jufam=^ 
men  3  ©erabe  bilben,  toelc^e  bie  im  i)origen  gaU  bel^anbelte  aSor^ 
auiSfe^ung  erfüllen,  unb  e^^  müßten  aße  aSerbinbungölinien  einen 
©tral^lenbüf(^el  11  bilben,  toa^  nid^t  mögli(^ ,  ba  !eine  3  ©tra^len 
eine^  fol(^en  in  1  fünfte  \id)  fc^neiben  fönnen, 

3ufa^.  Offenbar  bilbet  ber  in  3tr.  73a,  betrai^tete  ©a^ 
blog  einen  befonberen  gaU  be^  'i)kv  entl^altenen  affgemeinen,  in  fo 
ferne  bort  bie  beiben  Äurt)en  K  unb  K^  iml  2:rager  entt}alten  finb. 
@!^  !ann  bai)er  I)ier  noc^  ergän^enb  beigefügt  toerben,  bag  toenn 
2  Äuroen  II  be^felben  S:rägerj8  :proie!t,  finb  unb  3  SSerbinbung^^^ 
ünien  entf^red^enber  fünfte  fid)  in  1  ^un!te  S  f(^neiben,  at^bann 
biefeig  -mit  aUtn  ber  gaff  ift.  ©er  fo  entftel)enbe  ©tra^lenbüf(^el  I 
ift  aber,  voa^  ^o!)l  ju  bea($ten,  burc^au^g  nic^t  ju  biefen  Äuroen^ 
gebilben  :perf^e!tioif(^  b,  l).  niä)t  ^roie!tioif($. 

3n  biefem  befonberen  gaffe  entf:pre(^en  aber  offenbar  je  2 
fünfte  ber  Äuroe,  bie  auf  bemfelben  ©tral^te  be^  ®trat)tenbüfd)el^ 
S  liegen,  einanber  in  bo^^eltem  (Sinne  b,  ^,  bie  ^nxu  ift  5lrager 
2er  ini)olut.  liegenber  ^unftgebitbe  IL 

tlmge!e{)rt  folgt  aber  au§  ber  ©nttoicflung  ber  73  a.  unb  K 
inbire!t  ol)ne  miUxt^ ,  ba§  toenn  ein  ^unftgebilbe  II  int^olutorifi^ 
ift,  bie  aSerbinbung^linien  ber  entfprec^enben  5punÖe  ni($t  einen 


Hosted  by 


Google 


-^    79    — 

®tra^IenBüf(^el  n   Silben  !önnen,    alfo   einen  ©tral^Ientüfd^el  I 
fcUben  muffen* 

•Siegt  ber  3Jlittet^un!t  S  mmvljaXb  ber  Äurüe  K,  fo  m  bciö 
tni)0lut.  ^imftgeiilbe  II  feine  Orbnung^elemente,  liegt  S  au^er^alb 
K,  fo  teftimmen  bie  Beiben  an  K  gei^enben  Siangenten  burc^  tl)re 
23erüt}rungi§:pnn!te  bie  Beiben  C'rbnungi3:pun!te. 

4)  §aBen  2  :proie!t  ©traI}lenBüf c^el  II  aai  bb^  cci  2  unb  nur 
2  (Stemente  mn  entf:pre($enb  gemein,  fo  erzeugen  bie  ©(^nitt^)un!te 
entf^prec^enber  ©tra^len  ein  ^unftgeBilbe  I  ober  II,  Siegen  näm^ 
ti(^  bie  3  ©c^nitt^junfte  aa^  bbi  cq  nic^t  in  einer  ©eraben,  fo  ift 
bie  ju  bem  ©tra^lenBüfc^el  abcmn  :perf:pe!tit>tf(^e  Äurt)eII,  wdä^t 
burd)  bie  3  ©d^nitt^unöe  aa^  bb^  cq  nac^  73  b,  t)ottfommen  Be^ 
ftimmt  ift,  ju  bem  ©tra{)lenBüf(^el  aibiCi  :proj;eftii)ifc^,  eBen  toeil 
fie  jum  i8äf(I)el  abc  :perf:pe!tioif(^  ift,  unb  ba  5  fünfte  ai  b^  q 
m  n  in  ben  tl}nen  entf^rei^enben  Strahlen  liegen,  auä)  ^erf^^ef^ 
tii)if(f)  ju  i^nen. 

Siegen  aBer  bie  3  ©(^nitt^unfte  aai  bbi  cc^  in  einer  ©era^ 
ben  s,  fo  lä^t  \iä)  ganj  ti^ie  in  4)  inbireä  f(^Iie§en,  ba§  bann  jeber 
@(^nitt^un!t  entfprec^enber  ®tral)len  in  biefer  ©eraben  liegen  mu§. 

^ufaij.  SDer  ©a^  in  73  b,  ift  offenBar  nur  ein  Befonberer 
gaü  bei3  ^ier  angefül§rten,  infoferne  bort  bie  Beiben  ©traI)lenBüf(f)el 
n  in  einem  S^räger  entl)alten  ftnb,  e^  !ann  bal}er  l)ier  jerganjenb 
Beigefügt  ioerben,  baß  'mtnn  2  ©tra§lenBüf(^el  11  be^felBen  S^räger^ 
))roje!t  finb,  unb  3  entf))red)enbe  ©traljlen^paare  fii^  in  3  fünften 
einer  ©eraben  s  fdjneiben,  biefe^  mit  allen  ber  gaK  ift, 

3n  biefem  Befonberen  gälte  entf:pre($en  offenBar  je  2  ©tral§^ 
len  bie  in  1  S^nntk  i)on  s  fid)  fi^neiben  einanber  aBtued^felnb  b,  ^. 
ber  ©tra{)lenBüf(^el  II  ift  inoolutorifc^,  Umgeleljrt  folgt  aBer  an^ 
ber  (Snttoidlung  oon  73  a,  unb  b,  inbirelt  o^ne  toeitere^,  ba§  vomn 
ein  ©tral^lenBüf^el  11  tnoolutorifd)  ift,  al^bann  bie  @d)nitt:punlte 
entf:pre(^enber  ©trauten  notl}toenbig  ein  gerabe^a  ©eBilbe  barfteHen 
muffen. 

§at  s  mit  ber  loom  ©tral)lenBüf(^el  11  um'^ilHten  Äurioe  II  K 
feinen  ^nntt  gemein,  fo  l^at  ber  inoolut  ©tral^lenBüfd)el  !eine 
Orbnung^elemente ,  l)at  aBer  s  mit  K  2  ^imtk  gemein,  fo  Be^ 
ftimmen  beren  S^angenten  bie  Beiben  Orbnunggftral}len, 

6)  Sft  ein  eBenenBüf(^el  n  M  unb  ein  ©tra^lenlegel  II  8 
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^roie!ttt3t j(^ ,  fo  erzeugen  bte  @(^mttpun!te  enti:pre($enber  ©lemente 
eine  ju  Betben  :perf^e!t  Äuri^e  II,  tt^ennS  berjelben  in  1  ©bene  lie- 
gen;  M  unb  S  bürfen  fel6ftoer[tanbli(^  baki  mä)t  jufammenf aßen» 
©er  f;ier  ertx)ä^nte  %aU  tritt  bann  immer  ein,  tuenn  2  burd^ 
bie  ©erabe  MS  gel}enben  (SBenenPQ  be!a  ©enenMji^el^  bie  il)nen 
entj:prec^enben  ©trai)len  pq  in  \iä)  entl}atten,  infoferne  bie  @kne 
Xim  irgenb  3  anbern  ©(^nttt:pun!ten  entf:pre(^enber  ©lemente  ftetj8 
in  ben  ©($nttti)un!ten  mit  p  nnb  q  bie  übrigen  2  ber  im  ©a^e 
erti)ä^nten  5  fünfte  in  fi(^  enthält, 

6)  ©in  ^unftgebilbe  II K  unb  ein  ©tra:^lenfeüfd)el  n  s ,  beren 
S:rägerKs  nid)t  jufammen  fallen,  erzeugen  einen  itjnen  beiben  :pers 
j:peft.  ©benenMfc^el  II,  n3enn  5  aSerbinbungi^ebenen  entf:pred)enber 
Elemente  in  1  fünfte  \iä)  fc^neiben. 

Slefer  gaü  tritt  immer  bann  i3on  fel6[t  ein,  wenn  2  in  ber 
©(^nittlinie  Ks  gelegene  fünfte  t>on  K  jugleid^  in  ben  il)nen 
entfprei^enben  ©trat)len  t^on  s  liegen. 

7)  2  !oncentrifc^e  :proie!t.  ®tra^len!egel  II  erzeugen  buri^ 
bie  SSerbinbung  entf^rec()enber  Elemente  einen  ju  Beiben  :perf^eft 
@Benenl)iifd)el  II  ober  einen  ju  il)nen  nid)t  :perfpe!t.  ©Benenbüfc^el  I 
txienn  5  ober  ref:p.  3  biefer  fo  entfteljenben  (gbenen  in  einem  (Sbe^ 
nenl)üfd)el  U,  ober  ref:p.  in  einem  ©BenenBüfc^el  I  liegen,  befjen 
2l):e  lein  gemeinf(^aftlid)e)g  (Slcment  Beiber  ift. 

©iefer  gall  tritt  immer  bann  Don  felBj*  ein,  voenn  bie  Beiben 
j^egelpd)en  II,  2  unb  nur  2  Elemente  entf:pre*enb  gemein  l}aBen* 
(©er  gaß,  in  tx)el(^em  [ie  einen  ju  i^nen  ^erfpelt  @BenenBüf(^el  I 
Bilben,  n)urbe  fc^on  oBen  Bef^roc^en). 

8)  2  loncentrifc^e  6BenenBüfd)el  11  erzeugen  buri^  bie  ®d)nitt5 
linien  entfpred}enber  ©Benen  einen  ju  Beiben  ^)erfpeft.  ®tral)len^ 
fegel  II,  ober  ein  ju  i^nen  nii^t  :perfpe!t*  ©tral)lenBüfd)el  I ,  toenn 
5  fol(^e  ©d)nittlinien  in  einer  Ä^egelpc^e  II,  ober  in  einem  ®tra^^ 
lenBüfd)el  I  liegen,  beffen  Sräger  !ein  gemeinfame^  (älement  Beiber 
i[t  ©iefergatt  tritt  immer  bann  oon  felBft  ein,  toenn  BeibeSüfc^el 
2  unb  nur  2  ©lemente  entf:pre(^enb  gemein  IjaBen*  (©er  gall,  in 
bem  Beibe  einen  ju  i^nen  :perf:peft  (Stra:^lenBitfd)el  I  erzeugen,  tourbe 
f^on  oBen  Be^anbelt), 

7}  unb  8)  ergeBen  fid)  au^  3)  unb  4)  babur(^,  baß  man  Don 
bem  bortigen  ©eBilbe  ©i^eine  nimmt 
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TS. (Si)t  tiJir  in  unfrer  ©ntotcflung  tüetter  ge{>en,  foH  ^ter 
aU  2lnl)ang  ber  ^projeft.  Seätel)ung  ber  ©runbgebilbe  II  an  2  33ei= 
f:ptelen  auf  eine  2lnroenbung  biefer  Sel)re  I)ingetx)tefen  tx^erben,  i)on 
ber  im  f:päieren  SSerlaufe  I}äufiger  ©ebraud)  gemacht  voixh,  (Soü 
nämti(^  für  irgenb  ein  ©lementargebilbe  I  ober  II  ein  bie  :proie!t 
23e^ie!)ung  im  2lllgemelnen  betreff enber  ©a^  betr>iefen,  ober  eine 
bal^in  ge{)örige  Stufgabe  gelöft  toerben,  fo  genügt  e^  immer  bie  ent^^ 
f^re($enbe  Slufgabe  für  irgenb  ein  beliebige^  ber  8  ©runbgebilbe  I 
ober  II  gelöft  §u  t)aben,  unb  in  ben  meiften  gätlen  eignet  fid)  t)on 
ben  8  ©runbgebilben  gerabe  eine^  befonber^,  um  ben  33ett)eii8  ober 
bie  Söfung  red)t  einfa(^  unb  anfi^aulid)  ju  machen,  toie  fotgenbe 
beiben  Seif^iele  bart^un  toerben. 

75  a»  älufgabe.  6^  ift  eine  ©erabe  p  aU  S:räger  2er  :pro:^ 
Jeü  geraben  ©ebtlbe  p[abc»..]  n  p[aibiCi.».]  gegeben,  man  foß 
bie  entf^rei^enb  gemeinfamen  Elemente  berfelben  burc^  ßonftruf-' 
tion  finben. 

5Jtan  ne^me  in  einer  ©bene  biefer  ©eraben  p  eine  beliebige 
^uri)e  II,  am  einfad)ften  einen  j^rei^  (gig.  21),  ioäl)le  einen  ^un!t 
feinet  Umfangt  S  aU  ©entrum  eine;^  ju  p(abc . . .)  ebenfo  toie  ju 
p(aibiCi..O  :perf:pe!t.  ©trat)lenbüfd)ete,  fo  fc^neiben  biefe  beiben 
))roie!t.  ©trat)lenbüfd)el  S[abc,]  n  S[aibiCi..]  bie  Stm^t  II  in  2 
unter  fi^^  :prote!t,  ^^^unftgebilben  II;  bie  entf^re($enb  gemeinfamen 
fünfte  biefer  le^teren  beftimmen  bie  entfpre(f)enb  gemeinfamen  ©tra{)= 
len  ber  beiben  ©traf)tenbüf(i)et  S,  unb  biefe  beiben  lieber  bie  ^nU 
f:prec^enb  gemeinfamen  fünfte  ber  in  p  enthaltenen  :proie!t.  geraben 
©ebilbe.  Unfere  Slufgabe  ift  ba^er  barauf  jurüc!gefül)rt,  bie  ent- 
f:pred)enb  gemeinfamen  fünfte  2er  :proietl  ^unftgebilbe  II  abc... 
TT  aibiCi..»  berfelben  &äger!^  K  ^u  ermitteln,  \va^  mit  §ilfe  bei8 
gineate  fe{)r  einfad)  erreid)t  toirb ,  toie  folgt,  ?iJtan  toä^le  2  be- 
liebige  einanber  entf^red)enbe  fünfte  oon  K,  j.  23,  aai  (gig,  22) 
unb  nel^me  nun  oon  Jebem  biefer  beiben  fünfte  ben  ©d)ein  be^= 
ienigen  ^unftgebilbe^ ,  für  toeld)e^  er  nic^t  bem  anberen  fünfte 
entf:prid)t,  b,  t).  oon  a  au^  ben  ©d)ein  oon  aibiCi,,.  unb  oon  ai 
au^  ben  ©i^ein  oon  abc.,  fo  erl)ält  man  2  iprojetl  unb,  ba  aia 
ein  entf:prec^enb  gemeinfame;^  ©lement  barftellt,  2  :perf:pe!t,  ©trat)len= 
büfc^el  I  a [aibiCi . , ,]  tt  ai  [abc , , .],  bie  2l?:e  ber  :perfpeft,  Sejie^ung 
biefer  beiben  23üfd)el  beftimmt  nun,  toie  man  fi(^  atebalb  überzeugt, 

^faff,  neuere  ©iomctrie.  ^ 
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bie  entf^re(i)enb  gemeinfamen  Elemente  ber  beiben  ?ßun!tgeBiIbe  II, 
fo  baß  biefe  0  ober  1  ober  2  entf^rei^enb  gemeinfame  (älemente 
enthalten,  je  nai^bem  bieje  :perj:peft  ät):e  mit  ber  Äuti)e  K  0  ober 
1  ober  2  $un!te  gemein  l)at 

75  b.  gel)rfa^.  3^  einem  ini)oIut  ©lementargeMbe  I  ober  II, 
giebt  t^  gu  iebem  ^aare  entf:pre($enber  ©lemente  PPi  ftet^  2  anbere 
^aare  jugeorbneter  (Stemente  QQi  unb  RRi  t)on  ber  S€j'(i)affen:^eit, 
ba§  %(xM  Orbnungi^elemente  oort)anben  [inb,  ber  SBurf  PQQiPi, 
efcenfo  toiePER^Pi,  %<xM  aber  feine  Orbnung^etemente  oori)anben 
finb,  ber  Sßurf  PQPiQi  unb  PRPiRi  einem  beliebigen  orbentüi^en 
Sßurf  aßyd  :proie!t.  \\t 

Sffiir  betrat^ten  I)ier  nur  ben  gaH  nä{)er,  in  ti3eI(J)em  bie  ^n-- 
i)oIution  oI)ne  Orbnung^elemente  ift,  ba  ber  Se\Dei^  für  ben  anbern 
ga'll  mit  ganj  untoejentlid^en  2lenberungen  berjetbe  bleibt. 

2lud)  l)ier  toenben  toir  toieber  bie  Sef)re  ber  ^rojeft.  23ejiel}ung 
b^r  ©lementargebitbe  ber  2lrt  an,  bafe  totr  ben  Setoet^  für  ben  einen^ 
einfad)ften  galt  fül)ren,  in  toeld)em  bai^  ©lementargebilbe  ein  ^unlt- 
gebilbe  11  ift,  f.  gig.  23. 

aßät)lt  man  in  bem  ^unftgebilbe  ju  ben  2  ©lementen  PPi 
unb  bem  beliebig  angenommenen  :p  ein  4te^  (Slement  :pi  fo,  bag  P:p 
Vi^x  n  aßyd,  unb  finb  Q  unb  Qi  ein  ^aar  entf^rei^enbe  (Elemente 
beg  int}olut.  ^un!tgebilbeg  II  oon  ber  oerlangten  (Sigenf($aft ,  baß 
PQPiQi  n  aßyd,  fo  erfiel)t  man,  Q  unb  Qi  muffen  bie  Sebingung 
erfüUen,  bafe  P^Pi^i  rt  PQPiQi  n  P^Q^PQ  b.  %,  baß  PPi  pQi 
^iQ  eine  ^i^^olution  bilben  muffen.  Saffen  toir  nun  einen  ^^unlt, 
.  ben  toir  mit  q  be^eic^nen  WoUm,  bie  ganje  ©treöe  PPi  burc^laufen, 
fo  burc^läuft  fotoo:^l  in  ber  ^^oolution  PPi.q^i.:pqi  ber  $un!t, 
ben  toir  mit  qi  bejeic^nen  tootten,  al^  au(^  in  ber  gegebenen  3^i)0^ 
lution  PPi .  AAi  ber  bem  q  entfprec^enbe  5ßun!t,  ben  toir  mit  qo  be=^ 
jei(^nen  tooffen,  biejenige  ©trede  PP^,  toeli^e  oon  ber  oorigen  oer^ 
fc^ieben  ift  ber  5lrt,  baß  biefe  beiben  ©tretfen  gerabe  jufammen  ba^ 
ganje  ^unftgebilbe  II  au^mai^en  *).    @^  befte£)t  aber  l)iebei  ber 


*)  (S^  mu^  nämlic!^  offenbar,  bamit  ben  33ebtngimgen  ber  beiben  in- 
J?elut.  33e^ie^ungen  ©eniige  gef(^tel;t,  ber  ©tral)lenbüfd)el  :p  (q^ . . .) '  unb  ber 
6tra^Ienbüf(^el  |)i(q..O  :per|:pe!t.  fein  in  ^Se^ng  auf  PPj  al^  5lre  ber  :|jerfpe!t 
SSe^ie^ung,  ttjal}renb  qq^  ftet^  burd)  einen  feften^unft  üon  PPj,  nämli^  burd^ 
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Unterf{i)teb,  ba^,  tt)a{)renb  qi  i)on  P  nac^  Pi  in  btefer  Streife  [tc^ 
benjegt,  gerabe  q^  ^c>n  Pi  ncai)  P,  alfo  in  entgegengef elftem  «Sinne 
biefe  ©trecfe  jutMlegt,  £)ierau^  folgt  aber,  bag  auf  biefer  ©tretfe 
ein  ^mxtt  ent{)alten  i[t,  für  n)eld)en  qi  unb  q2  jufammen  fällt,  voa^ 
aber  für  biefe  eine  ber  beiben  ©trecfen  PPi  gilt,  gilt  natürlid)  and) 
für  bie  anbere,  jeber  ^unft  aber,  in  n)eld)em  qi  unb  q2  jufammen 
fallen,  entf:prid)t  ate  Qi  ober  Ri  mit  h^m  jugel}örigen  q  ate  Q  ober 
R  ber  in  bem  ©afee  angegebenen  Sebingung. 

S)a  bie  beiben  ^^unfte,  tx^elc^e  aU  Qi  ber  obigen  Sebingung 
entf^red^en,  in  ben  beiben  ©trecEen  PPi  liegen,  fo  ift  ju  gleicher 
3eit  betoiefen,  ba^  toenn  \m  je^t,  toie  im  ©a^  gef(^el)en,  biefe 
beiben  ^^unfte  n)ir!li(^  mit  Qi  unb  R^  bejeid)nen  tooüen,  ber  Sinn 
be^  aSurfe^  PQPiQi  bem  Sinne  be^  Söurfe^  PfiP^Ri  gerabe  ent^ 
gegengefe^t  ift, 

äßill  man  fid)  bie  Slufgabe  fteCen,  biefe  beiben  fünfte  Q  unb 
R  tt)ir!ti(^  ju  finben,  fo  fü|rt  folgenbe  SSetrai^tung  ju  einer  ein:= 
fairen  Söfung  berfetben:  ba^  ^^^unftgebilbe  qi  unb  qo  finb  bei  oeränber^^ 
liebem  q  ni(^t  nur  :proie!t.,  fonbern  aud)  inoolutorifc^,  tr^ie  fid)  atebatb 
ergiebt,  wenn  man  ha^  q  einmal  mit  P,  ba§  anbere  ^Kal  mit  Pi  ju^ 
fammen  fallen  läßt.  S)ie  Orbnungioelemente  biefer  inoolutorif(^en 
®e3iel)ung  fteöen  aber  bie  i)erlangten  beiben  ^^untte  bar;  bei  ber 
tx^irfUc^en  2luffinbung  biefer  fünfte  benutzt  man  für  bie  fragliche  in^ 
Oolutorifd)e  ®egiel)ung,  bereu  Orbnung^etemente  gefu(^t  lx)erben,  bie^^ 
jenigen  jugeorbneten  ^^unf tenpaare ,  oon  benen  :p  unb  :pi  je  ein 
©lement  barfteUt  unb  man  fann  bie Sluflöfung  fo  furj  f äffen:  jiel)t 
man  oon  :p  unb  pi  nad)  bem  (Sentrum  ber  inoolut,  Se^ie^ung  S 
i)on  AAi  .  PPi  je  eine  ©erabe  :pri  unb  :pir,  tDobei  ri  unb  r  in 
ber  Stm'ot  liegen  foUen  (f.  bie  gig.)  fo  fd)neiben  fi^  :pr  unb  :piri 
in  einem  ^^unfte  F  oon  PPi  oon  bem  au^  2  S:angenten  an  K 
fi(^  legen  laffen,  beren  ißerül)rungi3^un!te  bie  gefud)ten  Orbnung^s 
elemente  barftellen. 


ba0  (Zentrum  S  ber  ini^olut  SSe^ie^ung  PPi-AA^  ge^en  mug,   mxau^  Me 
obige  iBe^auptung  aUMb  fic^  al^  richtig  ergiebt 
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IL  unb  III.  Otbnung, 

76.  ^n  5Rr.  6  tüutbe  im  SlUgememen  bie  ?iJletl)obe  ber  c\eo= 
metrtj($en  a3e:^anbIunß§tDeife  ber  neueren  ©eometrte  c^ara!tert[irt, 
unb  e^  fragt  fi(^  mm  nur  nocE),  in  t^eli^er  äßeife  au(^  für  bie 
©runbgebilbe  IL  unb  III.  Drbnung  bie  Elemente  einanber  juge== 
orbnet  ti^erben,  211^  tijefentlid)  muffen  :^ier  fclgenbe  2  ^:ßun!te  I)er= 
t^orgel^oben  tt^erben  für  alle  ©runbgebilbe,  1)  ba§  einem  jcben  ©le=^ 
mente  nur  ein  einjige!8  i^olüommen  befummlet  ©lement  entf:pred)e, 
unb  2)  ba§,  \t)enn  in  bem  einen  ©runbgebilbe  G  2  ober  3  (gtemente 
ABC  ein  neue^  ©lement  M  beftimmen,  aföbann  in  bem  anbern 
©runbgebilbe  G^  bem  M  ba^jenige  eiement  Mi  entfi:>re(^e,  mh 
d)ei8  burd)  bie  2  ober  3  entfprec^enben  (glemente  AiBiCi  beftimmt 
ift.  ®el)en  ti^ir  nun,  ob  unb  auf  tx)el(^e  SSeife  biefe^  bei  ben  ein- 
jelnen  ©runbgebilben  erreicht  tXJerbe,  unb  tt)el(^e  tx)eitere  folgen  fic^ 
barauiS  ergeben. 

©^  ift,  um  tjorläufig  bei  bem  ebenen  ©etx)ebe  fte:^en  ju  blet:= 
ben,  i)or  2lIIem  ju  bead)ten,  ob  ben  ^unftelementen  beg  einen  ebe=: 
neu  ©ettjebe^  tüieber  ^unftelemente  bei3  anberen,  ober  ob  i^nen 
(5traf)lenelemente  jugeorbnet  tx^erben  foffen.  ©in  5ßun!telement  einer 
@bene  beftimmt  man  am  einfat^ften  ate  ©(^nitt^un!t  2er  ©trat)len 
t)on  2  ®tral)lenbüf(^eln,  ein  (Stral}lenelement  beftimmt  man  am 
einfai^ften  aU  aSerbinbungj^linie  2er  5ßun!te  oon  2  geraben  ©ebit 
ben.  2öät)lt  man  batjer  im  2ten  ber  tbtn  ertx>äi)nten  gälte  in  bem 
einen  ebenen  ©ett)ebe  E  2  (Strat)lenbüfct)el  P  unb  Q  unb  in  bem 
anbern  ebenen  ©etxsebe  Ei  2  gerabe  ©ebitbe  p  unb  q  bejie^^t  ba§ 
gerabe  ©ebilbe  p  ))roieItit>ifcf)  auf  ben  Süfc^et  P  unb  ba^  gerabe 
@zbilU  q  :proie!tit>ifc£)  auf  ben  23üf(^el  Q,  unb  nennt  einen  ^unft 
M  i)on  E  unb  einen  ©tral)l  m  i)on  Ei  entf^rec^enb,  n?enn  PM  unb 
QM  ben  fünften  pm  qm  entf^rec^en,  fo  f)at  man  bie  a3ejiet)ung!g= 
tx>eife  ber  neueren  ©eometrie,  tDenn  nod)  ber  ti)i($tige  ^unft  nid)t 
aufeer  2l(^t  gelaffen  ti^irb,  bafe  toenn  ben  Elementen  MN  i)on  E 
bie  ©temente  mn  t)on  Ei  entf^redfien  bann  immer  anä)  bem  (Clement 
(MN)  i^on  E  ba^  ©lement  (mn)  i^on  Ei  entf^red)en  folt,  tx)orau^ 
atebalb  fi(^  ergiebt,    baj3  nid)t  nur  bem  P  ba^  (Slement  p  bem  Q 
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ha^  ©lement  q ,  fonbern  au^  bem  gememfamen  ®trai)le  PQ  ber 
(S(^mtt:punft  pq  entj':pric^t» 

2Bäf>(t  man  im  erften  ber  oBen  genannten  Reiben  gälte  2 
©trat)lenbüfd)el  P  Q  in  E  nnb  2  ©trat)tent)üj(f)el  P^Qi  in  E^,  ht^ 
jiel)t  P  :proieftit)if($  auf  Pi  unb  Q  :proie!tii)tf(^  auf  Qi ,  jo  j[ebo(i), 
ba^  bem  ©tra^le  PQ  b^r  ®tra£)l  PiQi  entf))ri^^t,  unb  nennt  M  unb 
Ml  entf^re(i)enbe  fünfte,  tx)enn  ben  beiben  ©tral^ten  PM  unb  QM 
bie  Beiben  ®tra{}len  PiM^  unb  QiM^  entfpred)en,  fo  t)at  man  auc^ 
in  biefem  galle  bie  2lrt,  tüie  bie  neuere  ©eometrie  bie  3iifcimmen^ 
gef)örigfeit  ber  ©lemente  \xj:ixt,  tuenn  au(f)  t}ier  ber  $unft  im  5luge 
bel)a(ten  ttjirb,  ba§  ti^enn  ben  (älementen  MN  in  E  bie  (gtemente 
MjNi  in  Ei  entf^re(^en,  bann  aud)  bem  Elemente  (MN)  in  E  ha^ 
Clement  (MiNi)  in  Ei  entf^:»re(^en  joll. 

S)ie  I)ier  juerft  bet)anbelte  2lrt  ber  SSejie^ung  nennt  man 
reci;prof,  bie  ple^t  ern)ä{)nte  !oKinedr,  fiel)t  man  bagegen  t)on  bem 
Unterf(^ieb  ber  ©lemente  ab,  jo  gebraud)t  man  für  beibe  gälle  ben 
Slu^bruä  :proie!tii)if(^. 

77.  ^at  man  auf  bie  fo  eben  befi^riebene  SBeife  ba^  ebene 
©eti^ebe  E  rect:proI  auf  ba^  ebene  ©ewebe  E^  belogen,  fo  ergiebt 
ftd)  eben  au^  biefer  2trt  ber  33ejiei)ung  l^infii^tlic^  ber  allgemeinen 
£ageni)erl)ältniffe  entf:pre(^enber  Elemente  folgenbe^> 

^ebem  geraben  ©ebilbe  m  in  E  entf^rii^t  ein  il)m  )(>xoith 
tii)if(l)er  ©tral)lenbüf(^el  M  in  E^.  ©enft  man  fic^  nämlid^  in  E 
bie  einzelnen  fünfte  m  (abcb . ,  0  be^  fraglichen  geraben  ©ebilbe^, 
wie  eben  angegeben,  hnxä)  bie  (S(^nitt:punfte  ber  ©tral^lenbüfc^el 
P(abcb,..)  unb  Q(abcb,,0  beftimmt,  fo  finb  biefe  baburd^  unter 
fic^  unb  bem  geraben  (Sebilbe  m  ))erf:peftioif(^  :proieftii)ifd)  nnb  ii)x 
gemeinfamer  ©traljl  PQ  ift  ein  entf^^rec^enb  gemeinfameig  (Siement, 
ba  nun  aber  bie  entf:pre(^enben  ®tral)ten  in  E^  burd)  bie  SSerbin^ 
bung^linien  ber  beiben  geraben  ©ebilbe  p  unb  q  beftimmt  tx^erben, 
\oobei  pTtP  unb  q^rQ,  fo  ift  baburc^  unmittelbar  aud^  p 
unb  q  unter  fid),  unb  ju  bem  baburd)  entftel)enben  ®tral)lenbüfd)el 
M(abcd...)  :perf:pe!tioifd)  :proie!tii)ifd),  unb  bal)er  tftau(^  m[abcb/:J 

7rM[abcd...]» 

3ebem  g5unft  in  E  entf:prid)t  ein  ©tral)l  in  E^ ,  ba§  biefeö 
mit  aßen  fünften,  bie  nid^t  ber  ©eraben  PQ  angehören  in  E,  unb 
bem  entf:pre(^enb  mit  aütn  ©tra^len ,    bie  nid^t  bem  33üf(^el  p  q 
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angepren  in  Ei,  ber  gaU  i[t,  erc^tebt  ftd)  unmittelBar  au^  76.,  bci§ 
aber  auc^  jebem  9ßun!te  t)on  PQ  ein  ©tra{)I  t)ün  pq  anfte'^ort, 
ergieBt  fi($  barau^,  ba§  jeber  ©eraben  in  E,  tDeli^e  bie  PQ  in  einem 
^nnlte  nijd)neibet  ein  ©tral}lenbüfd)el  M  entf:pri(^t,  ber  mit  bem 
i8üfd)el  pq  ben  ©tral)l  m  gemein  I)at,  'voold  nad)  76.  m  nnb  ni  ent- 
f:pred)enbe  ©lemente  barftellen, 

^ebem  ©tra^lenbüft^el  i)on  E  entf^ri(^t  ein  xi)m  :proieftii)i== 
\ä)Z^  gerabe^  ©ebilbe  in  E^.  ^tnn  ben!t  man  fid)  'oon  einem 
^nnfte  M  an^^  ©erabe  na(^  allen  $nn!ten  eine^  geraben  ©etilbeig, 
fo  entf^)red)en  biefen  bie  ©d)nitt:punfte  einer  ©eraben  mit  allen 
(Strat)ten  eine^  jenem  geraben  ©ebilbe  :projeftit)ifd)en  23üfd)ete. 

§ieraui8  folgt  nnn  unmittelbar:  ^ebem  i)oll[tänbigen  n(Sä 
in  bem  einen  ebenen  ©etDebe  entjprid)t  ein  i)oHftänbige^  nSeit  im 
anbern  unb  gn)ar  ben  (Seiten  be^g  einen  bie  (Sden  be^  anbern  unb 
nmge!el)rt. 

3ebem  :^armonifc^en  SBurf  i)on  ^unlten  im  einen  ein  ^ar=^ 
monij(^er  SBurf  t)pn  ©trauten  im  anbern. 

^eber  Äurüe  II,  aU  einem  burd)  2  !proje!t  ©tral}lenbüfc^el 
erzeugten  ©lementargebilbe  im  einen,  eine  Äurbe  II,  aU  ein  burd) 
2  :projeft.  gerabe  ©ebilbe  erjeugte^  ©lementargebilbe  II  im  anbern, 
unb  jtüar  entf^re(^en  ben  ^unftelementen  ber  einen  bie  ©tra^lenele^ 
mente  ber  anbern,  einem  ber  einen  eingef Geriebenen  n@^  entf:prid)t 
ein  ber  anbern  umfc^riebene^  nSeit 

78.  §ierau^  ergiebt  fid)  ba^  unter  bem  5Ramen  „®efe^ 
ber  9R;eci:procität''  in  bie  neuere  ©eometrie  eingeführte  tr>id)tige 
^rinci)),  ba^  fid)  alfo  au^brüden  läfet 

3eber  ©a^,  tt)eld)er  fiä)  Uo%  mit  aEgemeinen  gageni}erl)dlt^ 
niffen  geometrifd)er  ©ebilbe  befc^äftigt,  füt}rt  afebalb  imä)  eine 
2lrt  bloßer  me(^anifd)er  Ueberfe^ung  ju  einem  i^m  reciprol  'oex^ 
tt)anbten,  inbem  man  bloß  folgenbe  iöegriffe  unb  3lu^brüde  bur(^au)8 
ju  t)ertaufd)en  l)at,  um  ben  einen  au^  bem  anbern  ab^^uleiten: 
^unft  unb  ©erabe  —  n  fünfte  liegen  in  1  ©eraben  unb  n  ©erabe 
fd)neiben  fid)  in  1  fünfte  —  n  @c!  unb  n  ©eit  —  SSerbinbung)6linie 
2er  3|3un!te  unb  ©d)nitt^unft  2er  ©eraben  —  ^unftgebilbe  II  unb 
©trabtenbüfc^el  II  —  3ßun!t  einer  Äuri)e  II  unb  S:angente  einer 
Äurt)e  II  —  u.  f.  m.  ©ie  bi^^erige  ©nttr>idlung  t)at  fd)on  t^iele 
feilte  Seifpiele  recipro!  i)ertx)anbter  ©ä^e  gebrad}t,  tt)e^n)egen  tnir 
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bai^on  Umgang  nefimen,  ^ier  jur  Erläuterung  be)3  ©efagten  Sei- 
f:piele  anjufü^ren* 

SSon  2  fotd)en  rectpro!  \)ertt)anbten  ©ä^en,  tDerben  i)on  nun 
an  ftet^  nur  1  beti:)ie)en  ti^erben,  ba  au(^  bte  Setx)eije  felb[toerftänb=^ 
ti(^  reci:pro!  i)ertx)anbt  finb,  unb  biefe  baburd)  ermögli(^te  Sltfürjung 
ber  (Sntoiälung  wax  aud)  ber  @runb,  ttje^ttjegen  f)ter  in  Äürje 
unb  t)orläufig  bie  reci^pro'fe  aSernjanbtji^aft  'oox  ber  foEineären  Be^ 
f^rod)en  ti;)urbe,  tx>tet):)ol)l  f^äter  erft  bie  reci^profe  aSermanbtfi^aft 
ber  ©runbgeBilbe  II  atö  bie  t)ertx)iöettere  au^fü^rtic^er  in  Setrad^t 
gebogen  tx)erben  ti^irb. 

79,  ^n  2  fcllineär  :proje!ttoij($en  ebenen  ©eft^eben  ent- 
f:prid)t  jebem  geraben  ©ebitbe  be^  einen  ein  ii)m  :proie!ttoijd)e^  gerabesg 
©ebilbe  im  anbern;  jebem  ^unlte  im  einen  ein  ^4^un!t  im  anbern; 
Jebem  ©tral)lenbüfd)el  im  einen  ein  if)m  :proie!tit)if(^er  im  anbern; 
jebem  l)armonifd)en  2Burf  im  einen  ein  i^m  glei(^arttger  im  anbern; 
n  ©eraben  bie  \xdc)  in  1  ^un!te  jd^neiben,  n  ©erabe  bie  fic^  in  bem 
entf^rec^enben  ^unft  jd)neiben;  n  fünften  bie  in  1  ©eraben  liegen, 
n  fünfte  bie  in  ber  entf^^rei^enben  ©eraben  liegen;  einem  t)onftän' 
bigen  ngtf  unb  nSeit  n)ieber  ein  fold;e!8,  ^eber  Äurtie  II  tx>ieber 
eine  ^uri)e  II  unb  ^voax  jebem  ^unft  unb  ber  burd)  xi)n  gel)enben 
5:angente  ber  einen  tr>ieber  ein  $un!t  unb  bie  burt^  i^n  ge^enbe 
S:angente  ber  anbern, 

Sa  bie  ^äett^eife  biefer  ©d|e  i)oll!ommen  benen  in  77,  ent 
l)altenen  entj^red)en,  fo  tDurben  ^ier  ber  Äürje  ti^egen  blo§  bie  3te= 
fultate  jufammengeftellt 

80,  Sßenben  t^ir  un^  nun  ebenfalls  in  t)orläufiger  Äürje  ju 
ber  proieft,  a3ejiel)ung  2er  ©tral)lenbünbel  S  unb  Si,  S)a  ber 
©ang  ber  @nttx>idlung  ^ier  i)oIlfcmmen  berfelbe  ift,  n)ie  bei  ben 
ebenen  ©et^eben,  ja  ba  man  bie  ©älje  au^  ben  bortigen  unmittelbar 
ableiten  !ann,  tüenn  man  t>on  2  :proieftii)if^en  ebenen  ©et^eben  auig 
2  fünften  S  unb  Si  bie  ©(^eine  nimmt,  fo  tt)irb  ^^  t>ollfommen 
genügen,  l)ier  nur  !urj  bie  ^tefultate  mitjutf)eilen :  ©ntj^rii^t  i)on 
2  ©tra^lenbünbeln  jebem  ©trat)te  be^  einen  eine  @bene  be^  anbern, 
ber  SSerbinbung^ebene  2er  ©tral)len  bie  ©cbnittlinie  ber  beiben  ent^ 
f:pred)enben  ©benen,  3  ©tral)len,  bie  in  1  ©bene  liegen,  3  (Sbenen, 
bie  einen  ©tra^l  gemein  ^aben,  fo  nennt  man  biefe  2lrt  ber  :proieft 
aSejie^^ung  bie  reci:prof  e,    entf:pric^t  bagegen  ©tra^l  bem  ©tral)l, 
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ber  ©Berte  2er  ©tral)len  bie  @Bene  ber  betben  entfiprec^enben  ©trat)- 
lett,  3  (Stral)ten  bie  in  1  ©bette  lie^ett,  ti^ieber  3  ©tradiert  bie  in 
1  ($bene  liegen,  fo  nennt  man  biefe  3lrt  ber  :proie'ft.  Sejie^^nng  bie 
tolUnedre, 

3)ie  reci:pro!e  ißejiel)ung  i)on  S  unb  S^  ift  i)oC[[tänbig  ge=^ 
g^nfeitig,  einem  ©tra!)l  irgenb  eine^  ber  beiben  23üfd^el  entf^Drid^t 
eine  (£bene  hz^  anbern;  jebem  @benenbiifd)el  be^  einen  entf:pri(i)t 
ein  i'^m  :proieft.  ©traf)tenbüf($el  be)8  anbern;  jebem  ^armonij(i)en 
SBurf  be^  einen  entf:pric^t  ein  l)armotaif(^er  SBurf  be^  anbern  mit 
bem  Unterfd^ieb ,  ba§  bie  4  (Slemente  be^  einen  ©tral)len ,  bie  be^ 
anbern  ©benen  finb;  jebem  ©tral)ten!egel  II  be^  einen  entj:pri(i)t 
ein  ©benenbüfc^el  II  be^  anbern» 

^n  2  foHineären  ©tra^tenbünbeln  entf:prid^t  {ebem  (gbenen= 
Büfc^el  I  be^  einen  ein  ii)m  :projeIt»  ©benenbüjc^el  I  beö  anbern; 
jebem  ®tral)lenbüjd)el  be^  einen  ein  i^m  ^rojeft.  ©tra^lenbüji^el 
be^  anbern;  jebem  !)armonifd^en  2ßurf  be^  einen  ein  il)m  gleid)ar' 
tiger  im  anbern;  jebem  ©traljlenfegelTI  bei8  einen  tt^ieber  ein©tra^= 
lenfegel  II  im  anbern;  jebem  ©tra^t  a  nnb  ber  i£)m  ungehörigen 
33erü^rnng^ebene  aa  ein  ©tral^I  a^,  unb  bie  i^m  jngeijörige  Se- 
rü^rung^ebene  aia^;  jebem  @benenbüfd)el  II  tt^ieber  ein  ©benenn 
um  IL 

3^f^fe'  5lu§  bem  über  reci^roJe  23ejiet)ung  23emerften  ergiebt 
fic^  auc^  für  ben  ©tra:^Ienbünbel  ba^  /,®efelj  ber  3R:eci^rocitdt", 
nai)  )^el(^em  au^  jebem  ©atj  über  aUgemeine  £ageni)erf)ältnifje  ber 
geometrif(i)en  ©ebilbe  eine^  ©traljlenbünbete  aföbalb  tin  2ter  i{)m 
reci;pro!er  ©a^  fid)  o{)ne  SBeitere^  ableiten  läfet,  ttienn  nur  bie  in 
bem  Obigen  genugjam  angebeuteten  2Sertauj(^ungen  2c,  i^orgenommen 
tüerben,  Slud^  ^on  fold)en  2  ©a^en  tt^erben  in  ber  golge  nur  einer 
enttt)itfelt  ober  betüiejen  tt)erben. 

81,  (Snbli(^  joll  nun  nod^  in  Äürje  bie  2lrt  ber  3^orbnung 
ber  Elemente  bei  räumli(f)en  ©t)ftemen  G  unb  Gi  (f)ara!teri[irt  txjer^ 
ben,  ^n  3lx.  5  ^at  fi(^  Ijerau^geftettt,  bag  aüe  räitmlid)en  ©^fteme 
genau  gleid)  i)iele  gßunö=  unb  ©benen^^eiemente  befi^en;  man  !ann 
bal)er  aud^  f)ier  txsieber  in  2erlei  SÖeife  bie  3uorbnung  ber  ©letnente 
i^oKjie^en,  inbem  man  bem  fünfte  enttreber  bie  föbene,  über  bem 
fünfte  inieber  ben  ^un!t  entf^re(f)en  lä^t,  unb  e^  fragt  fii^  nun 
nur  nod);   auf  tüeld^e  SBeife  in  beiben  gäßen  bie  ^uorbnung  ber 
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©lemente  gef(^el)en  tnüffe,  bamit  bte  Betben  2lnfang^  ber  $Rr*  76 
i)ert)orgef)oBenen  tx)efenttid)en  ^un!te  tx)ir!lt(^  erreicht  tx)erben.  SR:immt 
man  für  ben  Iften  ber  ertt?äl}nten  gäUe  3  gerabe  ©ebtlbe  abc,  bte 
nid)t  in  1  (äbene  liegen,  aber  fid)  in  1  ^nnfte  fc^netben,  jo  i[t 
jebe  (Sbene  ^on  G ,  bie  nit^t  bnrc^  ben  gemeinjamen  ^un!t  ber  3 
©eraben  abc  gei)t,  i^olßomtnen  beftintmt  bnr^  bie  3  ^unfte^,  in 
tt)el(^en  [ie  bte  3  geraben  ©ebtlbe  f(J)neibet;  nimmt  man  nnn  in 
bem  jtüeiten  ränmlii^en  ©t)fteme  Gi  3  ©erabe  aibj^ci,  bte  fic^  nid)t 
in  1  fünfte  f(^netben  aber  in  1  ebene  liegen,  ate  2lren  3er  ebe=^ 
nenbüfd)el  an,  jo  i[t  Jeber  ^un!t,  ber  nic^t  in  ber  &^m  a^biq 
liegt,  uol(!ommen  beftim.mt  hnvä)  ben  ©d^nitt^^unft  ber  3  ebenen, 
bie  burd)  ü)n  gel)en.  Sejie^t  man  nun  ba^  gerabe  ©ebilbe  a  ^ro= 
j;e!tiuif(^  auf  ben  ebenenbüfd)et  ai,  ebenfo  b  ^rojeft.  auf  b^  unb  c 
:proieft  auf  q,  fo  ift  Jeber  ebene  XfOn  G,  bie  nid)t  im  ©tral)ten' 
bünbet  abc  entl)alten  ift,  ein  einziger  ^un!t  J^on  Gi,  ber  nid}t  in 
bem  ebenen  ©et^ebe  a^biCi  entl)alten,  unjti^eibeutig  ^ugeorbnet,  tx)enn 
bie  3  ©(^nitt))un!te  ber  erften  mit  abc  ben  3  ebenen  i)on  a^biCi 
entf:pred)en,  bie  im  letzteren  \iä)  fc^netben. 

^ebem  ebenenbüfi^el  in  G  entfpric^t  ein  i^m  ^projeft,  gerabe^ 
©ebilbe  in  Gi,  S)ur(^  ba^  ©t)ftem  ber  ebenen  bei^  ebenenbüfc^et^ 
ixierben  nämli(^  bie  3  geraben  ©ebilbe  in  a  b  unb  c  ^erfpe!tii)tfc^ 
auf  einanber  belogen,  alfo  tt^erben  auc^  bie3  ebenenbüfc^elaibiU.ci 
burd)  ba^  ©^ftem  X)On  fünften,  mlä)e^  jenen  ebenen  entf^ri(^t, 
:perf))e!t.  auf  einanber  belogen,  tx)a^  erfennen  läfet,  ba§  biefe  fünfte 
ein  ju  alten  3  ebenenbüfc^eln  :perf:peft  gerabeö  ©ebilbe  barftellen; 
benn  bie  beiben  :perf^e!t.  Süfc^et  aib^  unb  ebenfo  bie  beiben  :perfpeft. 
23üfd)el  a^  unb  c^  erzeugen  je  einen  ju  i^nen  :perf:pe!t.  (Stral)ten=^ 
büfd)el  I,  bereu  Sräger  in  bem  ent>ä^nten  geraben  ©ebilbe  fid) 
fd^neiben. 

^ebem  ®tral)lenbüfd)el  in  G  entf:pric^t  ein  il)m  ^projelt.  (Stra^= 
lenbüfd^el  in  Gi.  Wan  tann  \iä)  nämlid)  jeben  ©tral)lenbüfd)el  in 
G  entftanben  beulen  burd)  2  ^perf^elt.  ebenenbüfd)el,  biefen  ent- 
f:prec^en  aber  2  :perf^e!t  gerabe  ©ebilbe,  tt)rld)e  ben  entf^red)enben 
©tra^lenbüfd)el  erzeugen,  ber  jenem  ^projelt  ift,  infoferne  bie  beiben 
geraben  ©ebilbe,  ju  benen  er  perf^elt  ift,  ben  ebenenbüfd)eln  ^)ro= 
jeftiüifd)  finb,  bur(^  bie  ber  erfte  ffiüfi^el  entfte:§t  ^thex  ©eraben 
aU  eiement  entf:pri(^t  bal)er  toieber  eine  ©erabe. 
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Sebem  ^un!t  in  G  entf^ric^t  eine  eBene  in  Gi  S3etra(^tet 
mm  mmli^  3  ebenen  i)on  G,  bie  ftd)  einem  ^nnlte  fi^neiben ,  fo 
muffen  biefen  3  ^un!te  mt\pxeä)tn,  m^^  nic^t  in  1  ©eraben  lie= 
gen,  (tx^eil  fonft  bie  (gbenenbüfd)el  a^biCi  nnb  in  golge  beffen  ge^ 
gen  bie  aSorau^fefenng  bie  3  geraben  ©eiilbe  abc  :perf:peft,  anf  ein= 
anber  belogen  tx»ären),  unb  bal)er  bie  entf^re($enbe  ©kne  kftimmen. 

e^  entf))ric^t  bal)er  jebem  ©tra^tenMnbel  i)on  G  ein  iijxn 
iprojeft.  ebene  @ett)ebe  öon  G^  nnb  nmgefeljtt 

3eber  ^nri)e  II  eine  ^egelpi^e  II  nnb  nmgeM)rt,  nnb  babei 
jebem  $nn!te  ber  Muxu  II  eine  ©bene  ber  Äegetfläd^e  unb  ieber 
2:angente  ber  Äurt)e  II  ein  ©tra!)l  ber  Äegelfläc[)e. 

^eber  3ftegelfc^aar  eine  9tegelf(i)aar, 

5)a§  biefe^  Wle^  an*  noä)  gelte  für  ba6  ebene  ©eti^ebe  aibiCi 
imb  ben  entfpredienben  ©tral)lenbünbel  abc,  gef)t  barau^  ^ert)or, 
ba§  bie  ©bene  a^  b^  ci  bem  ^^unft  abc  nnb  jebem  ©tra^Ienbünbel 
in  G  ein  i^m  ^projeft,  ebene  ©ettjebe  in  Gi  unb  bem  ©d)ein  eine^ 
foI(^en  ebenen  ©eti^ebeig  i)on  ^nnft  abc  an^  ber  ©(^nitt  be^^  :prO' 
ieftti)if(^en  ©tra^^lenbünbefö  mit  aib^ci  entf:pri($t 

§ierau^  ergiebt  fici)  nun  anä)  für  bie  räumlichen  ©t)fteme 
ein  ®efe|  ber  ^teci^rocität,  ft)ie  "tx^ir  e^  fd)on  bei  ben  @runb^ 
gebitben  II»  Qrbnung  !ennen  gelernt  ^aben,  bat)in  lautenb:  au^ 
jebem  ©a^e  über  allgemeine  2agent)erl^ältniffe  geometrifc^er  ©ebilbe 
lä^t  fi(^  unmittelbar,  bur(%  eine  2lrt  me(^anif($er  Ueberfeljung  ein 
2ter  ©a^  bilben,  txienn  man  nur  ie  mit  einanber  folgenbe  Segriffe 
ober  Sluigfagen  i)ertauf(^t:  ^unft  unb  ©bene;  gerabe;^  ©ebilbe  unb 
ebenenbüfc^el;  n  ^^unfte  liegen  in  einer  ©eraben  unb  n  ebenen 
fd)neiben  fi(^  in  1  ©eraben;  Stnxu  II  unb  ^egelfldd^e  II  k.  2c. 

95on  fol(^en2  reci:pro!  i^ertrsaubten  ©ä^en  tt^erben  im  f^äteren 
©erlaufe  je  blo§  ber  eine  beriefen  über  näljer  au^gefül)rt  tt^erben. 

SBill  man  jebod)  bie  Elemente  2er  räumlicher  ©^fteme  fo  ju:^ 
orbnen,  ba^  ^unft  bem  ^un!t  unb  ebene  ber  ebene  entfprid)t,  fo 
bestelle  man  3  ebenenbüfc^el  abc,  bereu  2l)cen  fic^  in  3  oerfc^iebe^^ 
neu  fünften  fc^neiben,  auf  3  berfelben  ffiebtngung  untertoorfene 
ebenenbüfi^el  aibiCi  :proie!tioif(^,  unb  man  erl)ält  ganj  auf  biefelbe 
SBeife,  tme  in  ber  legten  entn)icflung  näl)er  au^gefüt)rt,  folgenbe 
giefuttate:  ^eber  ebene  entf:pri(^t  eine  ebene;  jebem  ©trat)le  ein 
©tral)l;    iebem  fünfte  ein  '^nntt;   ^ebem  ©runbgebilbe  I  unb  11 
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ein  xi)m  :proje!t  glei(^ artige^;  iebem  eietnentargeBilbe  II  ein  i^m 
gleid)artige^  ^proielt.  ic.  ic. 

2lu(^  {)ier  nennt  man  bte  jnle^t  angefül)rte  Slrt  ber  33ejte^nng 
bie  toHinedre,  bte  erftere  bte  reci^rofe,  beibe,  abgejei)en  i)on  ber 
2Bai)l  ber  Elemente,  bie  :proie!t.  23e5te{)ung  räumli^^er  (5t)fteme. 

?lad)bem  fo  im  3lIIgemeinen  bie  91atnr  ber  ^roieft.  Sejie:^ 
i)nng  anc^  ber  ©rnnbgebilbe  IL  nnb  III.  Orbnnng  ge!ennjei(^net 
ift,  tDenbcn  töir  nn^  ganj  entj^rec^enb  bem  ©ange,  ben  tr>ir  M  ber 
:proie!t  Sejie^nng  ber  ©runbgebilbe  L  Drbnnng  eingef(i)lagen 
I)aben,  jnr  nät)eren  i8etra(^tnng  biefer  Se^iefinng,  nnb  jti^ar  jner[t 
pr  foUineären  Sejief)nng  2er  ebenen  ®t\vtbc. 

82,  älnfgate,  &  foll  nnterjud)t  tt>erben,  n)el(^e 2lnnaf)men 
I)infi(^tli(^  ber  entj^prec^enben-fötemente  notljtDenbig  nnb  an^rei(^enb 
ftnb,  bamit  bie  foüineäre  23ejie^nng  2er  ebenen  ®eti3ek  i^olHommen 
nnb  nnjtr^eibentig  fi):irt  ift, 

Offenbar  genügen  alle  Sebingnngen,  bie  gerabe  l)inreic^en, 
ba§  2  ©tra^lenbüfd)el  i)cn  E  inxä)  fie  i)ollftänbig  :proie!t  anf  2 
entf:pred)enbe  ©tra^tenMfd)el  in  Ei  belogen  finb,  ol)ne  baf3  bnrd) 
fie  nod)  an^erbem  n)ill!itl)rli(^e  2lnnal)men  in  SSetreff  entf^red)enber 
©lemente  feftgeftellt  n)erben.  ^ieran^  ge^t  l^eröor,  ba§  ioerfd)iebene 
Slnnabmen  bem  fragli(^en  ^vo^ä  entf:pre(^en,  @^  follen  nnn  l)ier 
bie  n)efentli(f)[ten  in  Ä%je  anfgefnl)rt  n)erben: 

a)  2Senn  jn  4  ^nnften  AB  CD  in  E  bie  entf^pred^enben 
^nn!te  AiBiCiDi  gegeben  finb,  tnobei  iebo(^  ti^eber  t)on  ben  einen 
ncd)  tJon  ben  anbern  biefer  4  3ßnn!te  3  in  1  ©eraben  liegen  bürfen. 
2)enn  man  ^at  bann  A[BCD...]  tt  Ai[BiC,Di...]  nnb  B[ACD...] 
7rBi[AiGiDi...], 

3ufa^,  @)8  fönnte  ^tüeifel^aft  erfi^einen,  ob  bie  Sffial)!  ber 
?[Rittelpnn!te  berjenigen  ©tra^lenbüfc^et,  bnrcE)  tx)eld)e  nac^  76,.  bie 
girirnng  ber  :proie!t  Se^ie^nng  gefd)iel)t,  anf  biefe  Sejie^nng  felbft 
feinen  ©infln^  an^nbt,  allein  ba  mä)  79,  iebe^g  ^aar  entfi:>red)en== 
ber  ^nn!te  9Jlittel:pnnfte  2er  :proie!t,  (3tral}lenbüf(^el  barfteHen, 
beren  entf^rec^enbe  ©tra^len  nad)  entfpred)enben  ^itnften  gel)en, 
fo  ift  bei  ber  foeben  ertx)ä{)nten  Slrt  ber  7Vi)''i^^^^9  ^^^'^  C[ABD]  tt 
Ci[AiBiDi]  eben  fo  ti^ie  A[BCD]  n  A^lBfi^B^]  geti^efen  tDäre, 
n)enn  bie  beiben  23nfd)el  C  nnb  C^  bei  ber  nrf'prünglid^en  gi):irnn9 
ber  3ßroiettit)ität  ftatt  A  nnb  Ai  benutzt  tooxim  n^ären. 
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b)  3Senn  ^u  3  fünften  ACE,  bie  ntc^t  in  1  ©eraben  liegen 
unb  einer  ©eraben  p  bie  burd)  feinen  biefer  fünfte  ge^t,  bie  ent= 
f^re(^enben  ©Ifemente  ÄiCiEipi,  bie  biefetten  23ebingungen  erfüllen, 
gegeben  ftnb.  S)enn  tt^irb  bie  p  i)on  CE  unb  AE  in  ben  ^unf= 
ten  B  unb  D  gejc^nitten,  fo  genügen  bie  4  fünfte  AB  CD  ganj 
nad)  a)  ber  Slufgabe. 

c)  SBenn  1  ^un!t  A  unb  3  ©eraben  p  q  r  bie  ftc^  ni(^t 
in  1  fünfte  f(^neiben,  unb  i)on  benen  and)  Mm  hnxä)  A  ge{)t, 
bie  entfprec^enben  ©lemente,  bie  benfetten  SSebingungen  genügen, 
gegeben  finb,  benn  bie  3  ©cEen  be^  3)reifeit)3  pqr  bitten  mit  A  4 
fünfte  t)on  ber  in  a)  i)erlangten  23ef(^affen^eit 

d)  *)  2Benn  ju  4  ©eraben  pqrs,  öon  benen  feine  3  burcE)  1 
^unft  gel)en,  bie  entfprec^enben  'oon  berfetten  23ef(^affen^eit  gegeben 
finb,  benn  2  ^aar  ©egenecEen  ber  babur(f)  beftimmten  bollftän- 
bigen  4  (Seite  finb  fünfte  x>on  ber  in  a)  i;)erlangten  33ef(i)affen{)eit 

e)  2Benn  ju  einer  ^mu  II K  eine  Äurbe  II  Ki  entf:pre(^enb 
angenommen  iDirb,  unb  au^erbem  nod^  3  fünften  ABC  ber  einen 
3  beliebige  fünfte  A^B^Ci  ber  anbern  jugeorbnet  derben»  S)enn 
offenbar  ift  ber  Slufgabe  i?oU!ommen  ©enüge  gefd)el)en,  tx)enn  man, 
tt)ie  z§  nad)  79.  fein  mu^,  fe^t: 

A[ABC]  n  Ai[AiBiC,]  unb  B[ABC]  n  Bi[AiBiCi] 
ti^obei  na(^  ber  in  48.  eingefül)rten  iSejeid)nung^ti?eife  AA  bie  S^an- 
gente  in  A,  BB  bie  S^angente  in  B  bebeutet. 

§iebei  entf:pric^t  nun  aber  offenbar  aucl)  ber  K  bie  Ki,  unb 
ben  3  fünften  ABC  i)on  K  bie  3  fünfte  AiB^Ci  t)on  Ki,  in  fo 
ferne  K  burc^  bie  3  fünfte  ABC  unb  bie  beiben  S:angenten  in  A 
unb  B,  ebenfo  Ki  burc^  bie  entf:prec^enben  fünfte  AiBxCi  unb  bie 
entf^re(^enben  S:angenten  in  Ai  unb  Bi  i)ollfommen  beftimmt  ift 
nac^  57.  3^^f^fe  1* 

83.  2)en!en  \oix  un^  bie  beiben  foöineären  ebenen  S^fteme 
fo  auf  einanber  gelegt,  ba§  il)re  Präger  in  einanber  faden,  unb 
alfo  eine  einzige  (gbene  al^  S:räger  2er  t)erf(^iebener  foUinedrer 
©^fteme  erfd)eint,  fo  fann  man  juerft  bie  grage  aufwerfen,  n)el($e 


*)  2  fünfte  unb  2  ©erabe  mit  i^ren  entf:(:'re(^euben  (Elementen  ge^ 
nügen  offenbar  nid§t,  ba  fie  in  1  §tnfid^t  ju  i)iel  (4  ©trauten  etne§  ©trällern 
l^üf^el^)  in  anberer  ,g)infid)t  ^u  njentcj  (2  6trat}Ien  eine^  5ßiifd)elö)  beftimmen. 
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entf:pre(^enbe  ©lemente  auf  einanber  ju  liegen  lommen  tonnen  ober 
muffen. 

6)8  entf))re(i)e  bem  ^unft  A  ber  ^un!t  Ai,  unb  alfo  bem 
©traljlentüfd^el  A  ber  i^m  :proie!t.  ©tra^tenbüfc^el  Ai,  biefe  beiben 
))roie!t  93üf(^el  erzeugen  nun  mä)  ^Ix.  43  entoeber  eine  iluri)e  II 
K  ober  2  gerabe  ©ebtlbe. 

23etracl)tet  man  im  erften  gaöe  bie  K  aU  ein  im  erften  ebe- 
nen ©etDebe  enthaltenem  @(ementargebitbe ,  fo  entfpric^t  il)m  eine 
^nxu  II  Kl  im  anbern  ebenen  ®en)ebe,  33eibe  Äuroen  I}aben  ben 
^un!t  Ai  gemein,  aber  in  biefem  fünfte  2  t^erfi^iebene  S:angenten 
b,  i).  i£)re  Tangenten,  unb  alfo  aud)  fie,  fd)neiben  fi(^  in  biefem 
g$un!te,  benn  bie  S^angente  p  i)on  K  in  Ai  ift  bie  @erabe  i^on  E^, 
toelc^e  ber  AAi  Don  E  entf:pric^t,  unb  bie  Sangente  pi  oon  K^  in 
Ai  ift  bie  ©erabe  oon  Ei,  toelcl)e  ber  S^angente  oon  K  in  A^  ent^^ 
f^ric^t,  unb  p  unb  pi  !önnen  ni(^t  jitfammen  fallen,  ba  biefe  ©e^^ 
rabe  fonft  ein  entf:pre(^enb  gemeinfame^g  (Slement  beiber  @en)ebe  fein 
mü^te,  voa^  gegen  bie  SSorau^fe^ung  ift,  ba§  bie  beiben  Süfd^el  A 
unb  Ai  eine  Äuri^e  II  erzeugen  folten.  ?lun  gelten  aber  für  Äuroe  II 
folgenbe  ®ä^e: 

©ine  Äuroe  II  ift  eine  in  ft(^  gefc^loffene  Irumme  Sinie, 
ti)el($e  i)on  jebem  fünfte  aui^  buri^  eine  ftetige  Setoegung  in  bem- 
felben  ©inne  burd)laufen  toerben  "tann,  fo  ba^  man  ju  bem  2lnfangm== 
:pun!t  tt)ieber  gelangt,  nai^bem  man  über  jeben  $un!t  l)intoegge= 
kommen,  ol)ne  einem  fünfte  mel)r  aU  einmal  ju  begegnen. 

S)iefe  Äuroe  tl}eilt  ba^^  (Softem  ber  in  il)rer  ©bene  entl;altenen 
©eraben  in  2  ©ru:ppen,  oon  benen  bie  eine  mit  ber  Äuroe  feinen 
g^unft  gemein  l)at,  bie  anbere  fie  in  2  fünften  f(^neibet;  bie  beiben 
©treten,  'wtlä^t  burd^  biefe  beiben  ©(^nitt^unfte  in  einer  fold^en 
©eraben  beftimmt  mxhzn,  unterfd)eiben  fid)  baburd),  ba^  oon  aßen 
fünften  ber  einen  Je  2  S^angenten  an  bie  ^uri^e  II  ge^en,  i)on 
ben  5ßun!ten  ber  anbern  aber  feine,  Sie  ©renje  biefer  beiben 
©ru:p:pen  oon  ©eraben  bilbet  ba^  ©t)ftem  ber  S^angenten  an  bie 
Äurt>e  II,  \^dä:)t  mit  ber  Äuroe  blo§  Je  einen  S)o:p^el^unft  gemein 
^aben,  fo  ba^  ^ier  bie  eine  ber  beiben  eri^äl)nten  ©treden  auf  ben 
einen  5)o:p:pel:punft  fid)  rebucirt,  burd)  ben  blo§  1  Stangente  an  bie 
^uroe  gel}t 

ebenfo  t^eilt   biefe  Äuroe  ba^  ©^ftem   aüer  fünfte  il^rer 
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©bette  in  2  ®ru:p^en,  t)on  benen  eine  blo§  fünfte  entl)ätt,  ton 
benen  ie  2  S^angenten  an  bie  j^uröe  flel}en,  (fünfte  außerhalb  ber 
Äurt)e),  'tt)d{}renb  burd)  bie  fünfte  ber  anbern  !eine  jol(^e  S:angente 
gel)t  (fünfte  innerl)alb  ber  ^nri)e)»  ©er  ©tral)tenbiij(^et  jebe^ 
jold)en  ^unfte^  ber  erften  ©ru^p^e  verfällt  in  2  S^^etle,  i)on  benen 
ber  eine  nnr  ©trauten  enthält,  wtldjt  mit  ber  ^nvu  2  fünfte  c^e= 
mein  l)aben,  tt)ä{)renb  bie  ©traljten  be§  anbern  SKjeite  mit  ber  ^nri^e 
feinen  ^nnft  c^emein  I)aben,  S)ie  ©renje  biejer  beiben  S^I)eiIe  bit 
ben  2  2:angenten;  bie  ©renje  ber  obigen  beiben  ©rnppen  )oon  ^nnh 
ten  bilben  bie  fünfte  ber  Änroe  jelbft.  ©iefe  S©a^ri)eiten  ergeben 
fid)  bire!t  an^  ber  fönttoitflnng  oon  3lx.  43  2c.,  toerben  aber  in 
einem  jpätern  2lbjd)nitte  ([.  ebenei§  ^olarft)ftem)  no(^  ti^eiter  erör- 
tert  iDerben,  tt)e(3tt)egen  ba^  ©efagte  I)ier  genügen  möge. 

©^  folgt  aber  unmittelbar  ^ierau^  folgenbeg  für  unfere  oor- 
liegenbe  Unterjuc^ung  txHd)tige  3^efultat  ©in  ^unft  gelangt  bur^^ 
eine  ftetige  33ett)egung  nii^t  oon  einem  fünfte  außerhalb  einer  Äuroe 
in  einem  3ßun!te  innerl)alb  berfelben,  o^ne  ba^  man  toenigften^  ein^ 
mal  über  einen  ^unft  ber  Ä'uroe  fid)  l)inti)eg  beilegt  l)at,  unb  eben 
fo  gelangt  eine  ©erabe  bur(^  eine  ftetige  Setoegung  ni(^t  auö  ber 
Sage  einer  ©eraben  ber  einen  ber  oben  ertoät)nten  beiben  ©ru^ppen 
in  bie  Sage  einer  ©eraben  ber  anbern  ©ru:p:pe,  ol)ne  menigften^ 
in  bie  Sage  einer  S^angente  gekommen  jn  fein.  @^  ergiebt  fid) 
biefcr  ©a^  in  feiner  2tttgemeint)eit ,  infoferne  er  nai^  bem  Obigen 
für  bie  ftetige  Setoegung  eine^  ^unlte^  in  einer  ©eraben,  unb  für 
bie  ftetige  ©reljung  einer  ©eraben  um  einen  ^un!t  gilt,  unb  jebe 
frumme  33etr)egung  betrad)tet  toerben  !ann  al^  eine  ©umme  unenb^ 
li^  oieler  unenbli(^  !leiner  geraber  ffietoegungen. 

§ierau^  folgt  aber  nun  tt)ieber  bireft  ber  ©atj:  §aben  2 
Äuri)en  II  einen  ^un!t  gemein,  in  bem  fie  fid)  fc^neiben,  fo  muffen 
fie  notl)tt)enbig  ujenigften^  nod)  einen  ^^un!t  gemein  §aben,  unb 
l)aben  2  Jl:uroen  II  eine  Sangente  gemein,  o:^ne  biefelbe  in  1  fünfte 
ju  berühren,  fo  Ijaben  fie  iDenigften^  no(^  1  S:angente  gemein. 

S)a  aber  jeber  oon  Ai  i)erf(^iebene  gemeinfame  fünfte  oon  K  u. 
Kl  ein  entf:pred)enb  gemeinfamesg  ^'unftelement  beiber  ebenen  ©et^ebe 
ift,  unb  umgefe'^rt,  jebe^  entf:pre(^enb  gemeinfame  ^unftelement  ber 
beiben  ©etoebe  auc^  ein  gemeinfamer  ^$un!t  ber  beiben  Äuroen  II 
fein  muß,  fo  folgt  ^kxau^  für  ben  fo  ^Un  be:^anbelten  erften  galC, 
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ha%  2  ebene  ®eme-6e  be^fettm  S:rager)8  iDentc^ften^  ein  entf^)re(Senb 
gemeinfameig  ^unftelement  M  ^aben  müfjen,  baj3  fie  aber  bereu 
md)  2  M  unb  N  ober  au(^  3  M  N  unb  P  :^aben  f  önnen, 

©inb,  um  ju  bem  2ten  ber  oben  ern)ät)nten  gälle  überzugeben, 
bte  beiben  23üjd)el  A  unb  Ai  :perf:peftioif c^ ,  fo  f önnen  2  toefentlid^ 
t)erj(^iebene  galle  eintreten,  oon  benen  jeboc^  ber  eine  nur  burc^  bie 
jufäHige  Sffia^l  i)on  A  ein  ^on  bem  oor^in  Setrad)teten  oerjcb'e^e- 
ne^  Diefultat  ergiebt,  toäl)renb  er  tDefentlii^  mit  il)m  ibentijc^  i[t, 
e^  entf^rt(^t  bie  ©erabe  AA^  in  biefem  gaüe  offenbar  ftc^  jelbft, 
bejeid^nen  ti^ir  nun  bie  2l)ce  ber  :perfv>e!t,  Sejiel^ung  ber  beiben  ®ü^ 
f(^et  mit  q,  unb  mit  qi  bie  ©erabe,  toeld)e  ber  q  al^  einem  &t- 
mente  be^  erften  ebenen  ©etoebe^g  im  2ten  entf:pri(^t,  fo  fönnen  in 
33eäU3  auf  bie  gegenfeitige  Sage  2  gdüe  eintreten  1)  q  unb  qi  ftnb 
t)erfc^ieben  ober  2)  fie  fallen  jufammen, 

©d)neiben  ftd)  babei  qqi  im  Iften  gaHe  aufeert)alb  AA^  in 
M,  fo  ift  M  ba^  auj3er  AAjl  allein  e^ciftirenbe  entfpred)enb  gemein- 
fame  ^unftetement,  bereu  tß  auf  AAi  felbft  no(^  2  ober  1  ober  0 
geben  !ann,  f(^neiben  fic^  qqi  auf  AA^  felbft,  fo  ift  biefer  ©(^nitt:= 
:pun!t  ein  entf^red)enb  gemeinfame^  ^^unftelement  betber  ©emebe, 
babei  !ann  e^  auf  AA|  nO(^  einen  ober  feinen  2ten  entf))rec^enb 
gemeinfamen  ^un!t  geben,  aber  au|erl)alb  AA^  giebt  e^  feinen 
toeiteren  entf^red)enb  gemeinfamen  ^un!t  gattt  bagegen  qj  mit  q 
jufammen,  fo  t)aben  bie  ebenen  ®en)ebe  offenbar  alle  ^^unltelemente 
be^  geraben  ©ebilbe^  q  entf:pred)enb  gemein» 

84.  2let)nti(^  vok  mit  \)m  entfprei^enb  gemeinfamen  ^un!t^ 
elementen  i)erl)alt  e^  fi(^  nun  am^  mit  ben  entfprec^enb  gemein^ 
famen  ©tral)lenelcmenten  2er  ebenen  ©emebe,  unb  jtoar  fiJnnte  ber 
33etoei^  I)iefür  ebenfo  gefüf)rt  tx>erben  toie  in  ber  oorigen  Plummer, 
tDobet  man  offenbar  nur  bie  ber  bortigen  reci^rofe  ©nti^idlung  er- 
l^alten  tx*ürbe.  ^ux  befferen  (Sinfii^t  in  bie  @ad)e  faffen  voix  bie 
je^ige  ©nti^idlung  in  folgenben  ßel)rfa^  jufammen:  2  thtm  @e^ 
tüebe  be^felben  3;^räger^  ^aben  genau  thm  fo  Utk  (Btxoljkn-  afö 
^un!t-6lemente  entfpre^^enb  gemein, 

I.  3)ie  beiben  ©et^ebe  ^aben  bloß  ba§  einzige  ^unftelement 
A  entf^red)enb  gemein,  ©inb  nun  ab  2  ©trauten  besS  23üfd)eteA 
unb  entf^rei^en  il)nen  im  2ten  ebenen  ©etx^ebe  bie  ©tral)len  aib^, 
fo  ge^^ören  aibji  ebenfaüi^  bem  23üf(^el  A  an,  unb  fotx>o^l  aunba^ 
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ate  auä)  h  unb  b^  finb  :per[:pelt.  ^roieft»,  i[t  nun  M  ia^  (Jentrum 
ber  :perf^e!t  Seäieljun^  für  a  unb  a^.  unb  Mi  ba^  ^on  h  unb  b^, 
fo  !ann  i)or  aCem  M  unb  Mi  ntd^t  jufammen  fallen,  benn  jonft 
t^äre  gegen  bie  2Soraui3fe^ung  offenbar  Mein  ivotiM  gemeinfame^ 
^unftelement  fietber  ®ett)ebe,  unb  eBenfo  jeber  ®trat)l  bei^  Süld)ete 
M  n)äre  ein  gemeinfame!^  ©lemtnt  beiber,  ^n  23ejug  auf  bie  Sage 
i)on  M  unh  Mi  !önnen  akr  nur  2  gälle  eintreten,  1)  MMi  ift 
fein  ®tra{)l  be$  23üfd)ete  Ä,  bann  ift  MMi  ber  entfprec^enb  ge- 
nteinfante  ©tra^I,  benn  ben  ©(^nitt^^unften  öon  MMi  mit  a  unb  b 
entf^red)en  bie  ©(^nitt:pun!te  i)on  MMi  mit  ai  unb  bi,  S)a^  ej3 
au^er  MMi  nid)t  noc^  einen  entf:pre(^enb  gemeinfamen  @trat)l  ge^^ 
ben  !ann,  folgt  baraui^,  ba§  in  biefem  gaöe  gegen  bie  aScrau^- 
feljung  i^r  ©c^nitt^)un!t  ebenfalf^  ein  entf))rec[)enb  gemeinfamen 
^unttelement  ti^äre,  2)  MMi  ift  ein  ©tra^l  be^  m\ä:)tl^  A. 
SBäre  nun  eben  biefer  ©trat)I  MMi  ni($t  ein  entf:prec^enb  gemein== 
fame^  ©tral)lenelement  beiber  33üfc^el,  fonbern  entf:präcf)e  i{)m  ein 
anberer  ©traf)l  mi,  fo  mären  au(^  biefe  :perfpe!tioif(^,  unb  M2,  i^r 
Zentrum,  läge  au^er^alb  beiber  ©tra[)len»  3n  biefem  galle  toären 
bann  ganj  toie  bei  ber  aSorau^feljung  unter  1)  fotoo^l  MM2  aU 
auä)  M1M2  2  entj^rei^enb  gemeinfame  ©trauten,  unb  alfo  it)r 
©(^nitt^unft  gegen  bie  Sßorau^fe^ung  ein  fernere^  entf:pre(^enb  ge= 
meinfameig  ^unttelement  beiber  ©etoebe*  ©oUte  aber  in  biefem 
gälte  au^er  btefeig  ©traljle^  MMi  tß  nod)  einen  eutf^recf)enb  ge- 
meinfamen  ©tra^t  geben,  fo  mü^te  biefe^  notl)toenbig  ein  2ter  ©tral)l 
ben  m\d)eU  A  fein. 

5Run  laffen  ftd)  aber  allgemein  einfai^  folgenbe  2  reci:pro!  Ux^ 
toanbte  ©ä^e  betoeifen,  toelc^e  biefe  3lnna^me  aln  unmögli($  erfdjei- 
neu  laffen:  ©inb  ab  2  entf^red^enb  gemeinfame  ©trauten  2er  ^pro- 
je!tiOif(^er  ebener  ©etoebe,  ol)ne  ba§  aKe  ©tral)len  biefen  Süfd^eln 
entf:prec^enb  gemeinfame  Elemente  finb,  fo  !ann  l)öd)ftenn  einer  ber== 
felben  ben  gemeinfamen  ©d)nitt^un!t  altein  aln  entf:pre(^enb  ge- 
meinfamen  ^un'ftelement'  enüjalkn,  unb:  finb  AB  2  entfpre(i)enb 
gemeinfame  9ßun!telemente  2er  ^rojelt,  ebenen  ©etoebe  benfelben 
S^rägern,  ol)ne  ba§  aöe  fünfte  biefen  geraben  ©ebilben  entf^rei^enb 
gemeinfame  (Slemente  barfteüen,  fo  !ann  pd^ftenn  1  ber  beiben  Süfd)el 
ben  gemeinfamen  ©tral)t  AB  aln  einzigen  entfpred)enb  gemeinfamen 
©tral)lenelement  entl)alten» 
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?tet)men  voix  nämlic^  an  (f«  gtg.  24),  ber  <Stxai)l  AB,  bett 
voix  mit  a  bejei(^tten  woEen,  fei  für  beibe  23uf(^el  ber  einzige  tnU 
fprec^enb  gemeinjame  Strahl,  jo  erfennt  man  biefeig  na(^  3lr.  28 
am  emfad)ften  barau^ ,  ba§  im  33üf(^el  A  A  (aa^  a2  as)  unb  im 
S3üfd)el  BieB  (abibB^a)  einen  ^armonifc^enSBurf  barftelten,  t^enn 
fotno^l  ben  @tral)len  aaia2  aU  au(^  abiba  be^  einen  @eU)ek§  bie 
©tra^Ien  aa2a3  unb  ab2b3  be^  anbern  entj:pre(ä)en;  ha  bemnad) 
aaia2a3  :perf;pe!t  jum  SSurf  abib2b3  tnäre  (15.),  fo  müßten  bie 
@(^nitt:punfte  aib^;  a2b2;  unb  asbg  in  einer  ©eraben  liegen,  ha 
aber  ben  beiben  erften  btefer  3  ©(^nitt^unfte  aU  ©(erneuten  be^ 
erften  ©etx^ebe^  bie  beiben  legten  aU  (Slemente  be^  2ten  entf^^rei^en, 
fo  fteüte  biefe  ©erabe  unb  folgtid^  anä)  i^r  ®d)nitt:pun!t  mit  AB 
ein  njeitereg  entfpred)enb  gemeinfame^  ©lement  beiber  ®ett)ebe  bar, 
toa^  ti^iber  bie  SSorau^fe^ung  ift,  ba§  im  ©tral)le  a  blog  bie  2  ^un!te 
AB  aU  entfprec^enb  gemetufame  (Slemente  enthalten  fein  foUen. 

IL  §aben  bie  beiben  ebenen  ©eti^ebe  blo§  bie  beiben  ^un!t= 
elemente  A  unb  B  entf^prei^enb  gemein:  fo  l^aben  fie  IftensS  ben 
©tral^l  AB  entf:pred)enb  gemein;  ba§  aber  enttoeber  burc^  A  ober 
burd)  B  no(^  ein  entf:pred)enb  gemeinfamer  ^txai)l  gelten  mu§,  l^at 
ber  fo  eben  betoiefene  ®a^  bargeti)an;  bafe  ferner  ein  n^eiterer  ©tra^l 
ni(^t  mel)r  t)orI)anben  fein  lann,  folgt  an^  ben  !ommenben  gällen 
III  unb  IV.  (ref:p.  au^  ben  i^nen  reci^rofen«) 

III.  §aben  bie  ebenen  ©einebe  blo§  bie  3  fünfte  ABC, 
toeI(^e  a(fo  nid)t  in  einer  ©eraben  liegen  !önnen,  entf:pre(^enb  ge^^ 
mein,  fo  ^aben  fie  offenbar  aud^  bie  3  Seiten  be^  ©reietf^  ABC 
entf))re($enb  gemein,  bafe  fie  feine  4te  ©erabe  p  entf:pred)enb  gemein 
l^aben  !önnen,  folgt  barau^,  ba§  fie  fonft  entti?eber  aöe  (Elemente 
entf:pre(^enb  gemein  l^aben  müßten,  Wtnn  p  burc^  feinen  ber  3  fünfte 
ABC  ge^t,  ober  bafe  ber  folgenbe  gaü  IV  in  ber  reci^prolen  gaf^ 
fung  einträte,  toenn  p  burd^  einen  ber  3  fünfte  ABC  gienge. 

IV.  ,ipaben  bie  ebenen  ©ett)ebe  alte  fünfte  einer  ©eraben  p 
entf^re(^enb  gemein,  fo  l)aben  fie  anä)  aüe  Strahlen  eine^  ©tra^* 
lenbüfc^el^  P  gemein,  unb  iimgefe^rt. 

@ntf;pri(^t  nämli($  bem  au^erl^alb  p  liegenben  fünfte  A  ber 
^un!t  Ai,  fo  ift  not^^toenbig  bie  ©erabe  AA^  eine  entf:pre(^enb  ge= 
meinfame  ©erabe  ber  beiben  ©etoebe ;  aGe  bie  unenblii^  fielen  ber  2lrt 
fic^  felbft  entfprei^enben  ©eraben  muffen  fx(^  nn  1  $unft  P  f(^nei= 

?pfaff,  neuere  ©eowetrie.  7 
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ben,  benn  tDÜrbeu  ft(^  3  in  3  i^erfi^iebenen  fünften  fd^neiben,  fo 
müßten  tüenigften^  2  biefer  fünfte  MunbN  außerhalb  p.liec^en, 
unb  entf:pre(^enbgemeinfame  fünfte  fein;  iebe  ©erabe  bie  ba^er 
einen  bief er  beiben  fünfte  mit  eittem  fünfte  i)on  p  i^erbinbet,  tx^are 
in  biefem  g^ß^  ein  entf:pre(^enb  gemein jame^  ©lement  beiber  ®e= 
mit,  b.  §»  aHe  ^unft^  nnb  ©tra{)lenelemente  iDürben  entfprec^enb 
gemeinfame  ©lemente  fein,  eine  SIrt  ber  ^jrojeft  23ejie^nng,  bie  tx)ir 
natürli(^  an!8f(^lie§en  muffen,  oi\vol)l  anä)  für  fieber  eben  beti^ie^ 
fene  ©a^  gilt  gäHt  P  au§er:^alb  p,,  fo  l^aben  bie  ©eti^ebe  an^er 
ben  $nn!ten  i)on  p  no(^P,  nnb  ebenfo  anfeer  ben  ®trat)len  t)onP 
no(^  p  entf:pred)enb  gemein,  faßt  P  in  p,  fo  ift  biefeö  blofe  mit 
ben  Elementen  oon  p  nnb  P  ber  galt,  ^n  beiben  %MUn 
nennt  man  2  berartig  :projeft  ebene  ©etoebe  )5erf:peS* 
tioifi^  nnb  ^  Mx^  P  Sentrnm  ber  :perf4)e!t  Sejie^nng. 
85.  Wim  fann  nun  avai)  :^ier  toieber  bie  grage  aufti^erfen, 
ob  biefe  eben  aufgefnl)rten  4  gäUe  bur(^  bie  befonbere  2lrt  ber 
))roieft.  ®ejie:^ung  beiber  ©etoebe  bebingt  finb ,  ober  ob  bei  ieber 
2lrt  ber  23e5ief)ung  burd^  :paffenbe  aSerfc^iebung  be^  einen  ©etoebe^ 
biefe  oerfc^iebenen  Sageni)erl)ä{tniffe  iebe^mal  erjielt  tocrben  fönnen 
(oergl  34.  unb  40).  ©iefegragefoE  nun  erörtert  tüerben:  Segt 
mein  2  entf:pre^enbe  fünfte  AA^  fo  auf  einanber,  ba§  bie  ent= 
fprei^enben  (Stra§Ienbüf(^eI  A  unb  Ai  feinen  (Stral)(  entf:pre(^enb 
gemein  l^aben,fo  tritt  offenbar  ber  galt  I  1)  ein.  Segt  man  2  ent= 
f:|)red)enbe  ^nxittt  AAi  fo  auf  einanber,  baß  i{)re  entf:pre(^enben 
®tral)fenbüf(i)el  A  unbAi  einen  ©tral^l  entf:pred)enb  gemein  t)aben, 
fo  tritt  entmeber  ber  galt  I  1)  ober  II  ein.  Segt  man  bie  ebenen 
tpieber  fo,  ba§  ber  galt  II)  eintritt,  unb  brel^t  bann  ben  Präger 
bei3  einen  ®etx)ebe^  um  bie  ©erabe,  tDelc^e  oom  entf^rec^enb  ge- 
meinfamen  ^unft  fenfrec^t  auf  bie  entf^rei^enb  gemeinfame  ©erabe 
ft(^  fällen  lä§t,fo  tritt  offenbar  ber  gaü  III  ein.  SDiefe  4  foeben 
bef:pro($enen  gäCe  l^aben  ji^eiter  leine  Söit^tigleit;  tt)0^l  aber  ift 
bie  grage  i)on  Stttereffe,  ob  man  2  beliebig  :proieIt.  ebene  ©en^ebe 
ftet^  fo  auf  einanber  legen  fönne,  ba§  fie  :))erf;pe!t.  finb.  Um  biefe 
grage  grünblic^  beantoorten  p  fönnen,  muffen  oor{)er  einige  bamtt 
im  3wf cimmen^ange  fte^enben  fünfte  erörtert  n^erben. 

86.    ©er  unenbti(^  fernen  ©eraben  in  E  entfpri(^t  im  OT- 
gemeinen  eine  enblii^e  ©erabe  v  in  Bi  unb   bann  aui^  immer  ber 
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unenbltc^  fernen  ©eraben  in  E^  eine  enblicJie  ©erabe  u  in  E*) 
(ber  Äürje  t))egen  nennen  \oix  bieje  kiben  ©eraben  u  unb  y  bie 
@egena):en  ber  beiben  zUmn  ©eti^eBe);  {ebem  ©tral^Ienbüfd^el  inE, 
beffen  9JlitteIpnn!t  in  u  liegt,  entf:pri(^t  ein  ^araUelftra{)lenMfc^el 
in  El  nnb  nntgefe{)rt,  iebem  ^arallelftra{)lenbüf(^el  in  E^  entfpri(^t 
ein  getx)öf)nli(^er  ©tra!)lenbüf(^el  in  E  beffen  2!Jtittel:pnn!t  in  u  liegt, 
ein  einjige!^  ^aar  entf^red^enber  ®tral)lenbüfc^el  mad)t  l)ieüon  eine 
3lu^nal)me,  nämlic^  ba^jenige,  beffen  ©traljlen  ben  beiben  ©egen- 
a):^n  u  nnb  v  felbft  :paraUel  finb. 

Siritt  jebod^  biefer  allgemeine  gaU  nic^t  ein ,  fonbern  entf^re^ 
d)en  bie  beiben  unenblid)  fernen  geraben  ©ebilbe  einanber,  fo  fom^ 
men  biefer  befonberen  2lrt  ber  ))rciefc  ^ejiel)ung  einige  ©gentpm- 
lid^feiten  jn,  bie  ber  iSeac^tung  mvt^  finb,  tx>e^tt>egen  man  biefer 
23e5ie^ung  ani^  einen  befonbern  9R:amen  gegeben  "^at,  ndmlid)  ben 
ber  affinen  ®ejiel}ung  ober  ber  5lffinität.  ^n  2  affinen  ebenen  ®e= 
mUn  entf:pri($t  jebem  ^arallelftral)lenbüfc§el  tt^ieber  ein  folc^er  unb 
je  2  entf:prec^enbe  gerabe  ©ebilbe  finb  äljnlid^  (f.  5Rr»  11)» 

2lli8  eine  befonbere  2lrt  ber  Slffinität  erf(^eint  n\m  t^ieber  bie 
2Iel}nli(f)!eit  ber  ebenen  ©etnebe,  SBä^renb  nämlic^  bei  ber  blofe 
affinen  SSejiel^ung  bie  unenblic^  fernen  geraben  ©ebilbe  bloß  ^ro- 
j;eftit)if(^  finb,  unb  bal^er,  ti^enn  beibe  ©et^ebe  ineinanber  liegen,  l^öd)* 
ften^  2  fünfte  entf:pre(^enb  gemein  l)aben  fonnen,  fo  finb  bei  2 
ä^nlid£)en  ebenen  ©emebe  biefe  uneigentlic^en  geraben  ©ebilbe  fon^ 
gruent,  unb  bie  ebenen  ©et^eben  !önnen  bal)er  immer  fo  auf  einan^ 
ber  gelegt  toerben,  ba§  fämmtlic^e  uneigentli(^e  ^unftelemente  enU 
f;pre(^enb  gemeinfame  (glemente  barfteüen.  §ierau^  folgt  notl)toenbig, 
ba§  in  d^nlid^en  ebenen  ®ct)OtUn  alle  entf:pre(^enben  (Stral)lenbüfc^el 
longruent  finb,  ober  ba§  ieber  SSinM,  ben  2  ©erabe  bilben,  bem 


*)  §ier  mu^  no(^  na<^getüte]en  ti:)erbett,  ob  bie  tt)tll!ü^rlt(^e  5Innat}me  'oon 
'>flx.  4,,  ba^  fämmtlid)e  uneigentlic^e  ^unftelemente  eine§  ebenen  (55en?e6e^  in 
1  (Btxabtn  liegen,  i)ter  nt(^t  ^ü  einem  Sßiberf^ru^  fü^rt,  b«  ^,  ob  totrflic^  fämmt- 
lxä)m  uneigent(td)en  $un!en  eine^  ebenen  ©en^ebeö  E  bie  fünfte  einer  ©eraben 
in  einem  2ten  :proieft  ebenen  ©etüebe  E^  entfpred^en.  ^qitf)t  man  aber  in 
E  2  ©tra^Ienbiifc^el  fo  :|jerfpe!t.  :^>roieft  auf  einanber,  ha^  ie  2  entf^rec^enbe 
©tra!)Ien  :paranel  finb,  fo  toirb  biefer  mit  ben  entfprec^enben  ^trat}lenbüfc^eln 
in  El  im  allgemeinen  nid)t  ber  gall  fein,  obn)o^l  au^  fie  ^jetf^^eft  finb,  tPO= 
rftu^  bie  S^ii^tig^eit  obiger  ^nna'^me  erioiefen  ift. 

7* 
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SBmlel  Qkiä)  ift,  ben  bte  entf;pre($enben  ©eraben  bilben,  unb  ba§ 
ba^er  ieber  gtgur  in  E  eine  i^r  ä^^nltc^e  gigur  in  E^  entfpre(^e» 
Söäl^renb  bat)er  in  aüen  affinen  @etx>eben  alle  entf^red^enben  gera^ 
ben@ebilbe  äI)nU(^  finb,  jo  ift  ba^  35er:^ältni§  entf^rei^enber  ©tütfe 
Bei  bto^  affinen  @ett)efcen  für  bie  i)erfc^iebenen  geraben  ©ebilbe  tjer- 
jc^ieben,  tx)äl)renb  bei  äl)nli(^en  ebenen  ©eti^eben,  ba^  S5er^ältni§ 
entf:pre^enber  ©trecfen  für  alle  geraben  ©eWlbe  bnr(^au^  ba^felbe 
bleibt  2ln(^  !ann  in  2  bto^  affinen,  ebenen  @ett)ebe  fein  5)reie(f, 
alfo  überl^an^t  !ein  ngö  feinem  entf^red)enben  äl)nlic^  fein,  xodl 
fonft  immer  bie  beiben  ©ctt^ebe  fo  anf  einanber  gelegt  t^erben  tonn- 
ten,  baf3  bie  nnenbli(^  fernen  ©eraben  3  nnb  fomit  aöe  i^re  fünfte 
entf:pre(^enb  gemein  ^aben, 

©ine  befonbere  5lrt  ber  2leI)nlic^Ieit  ift  enbli(^  bie  Äongrnenj 
2er  ebenen  ©etijebe,  bei  n^eli^er  nämlic^  ba§  aSert)ältni6  entf^prei^en^ 
ber  ©tretfen  ber  @inl)eit  gleid)  ift;  alle  entfprec^enben  gignren  finb 
in  biefem  gaöe  einanber  !ongruent, 

^n  2  blo^  foGineären  ebenen  ©eti^eben  giebt  e^,  ^ie  \ä)on 
oben  zxvoai)nt,  blofe  einen  ^arallelftral)lenbüf(^el,  beffen  fämmtlid)e 
©tral}len  ben  entf^rec^enben  ©tral)len,  bie  tt)ieber  einen  ^arallel= 
ftrabylenbüfi^el  bilben,  ai)nlxä)  finb,  Jeber  anberen  ©eraben  entfprii^t 
eine  il)r  blo§  :proieftii)if(^e.  S)enn  ba  bei  2  ät)nli(^en  ©eraben  ©e^ 
bilben  bie  beiben  nneigentli(^en  ^^nnftelemente  einanber  entf:prec^en 
muffen,  aber  in  2  blo§  !olIineären  ebenen  ©etx)eben  ben  beiben  nn- 
eigentli(^en  geraben  ©ebilben  2  eigentlid)e  gerabe  ©ebilbe  (bie  bei= 
ben  ©egena):en)  entf:pre(^en,  fo  finb  bie  beiben  nneigentlid)en  ^un!t== 
elemente  ber  beiben  ©egena):en  bie  beiben  einzigen  nneigentli(^en 
Elemente,  bie  einanber  entf:pre(^en,  bie  beiben  ertoä'^nten  ^$arallel= 
ftral)lenbüf(^el  finb  baljer  offenbar  ben  beiben  ©egenajcen  ^parallel. 

SBir  fönnen  nnn  jnm  eigentlichen  ^rotd  biefer  33etra(^tiing 
jurüÄ!el)ren,  inbem  tolr  nn^  bie  ^rage  i^ortegen,  giebt  e^  nnter  ben 
fo  eben  ertDäl^nten  n  +  1  ä^nli(^en,  entf:precE)enben  geraben  ©ebit 
ben  an(^  kongruente  ober  ni(^t,  benn  e^  ift  offenbar,  ba^  iebei3 
gerabe  ©ebilbe,  ba^  feinem  entf:pred)enben  fongruent 
ift,  iuxä)  bloße  SSerfc^iebnng  ber  beiben  loUineären 
©eti^ebe  bie  S^oUe  ber  2l^e  ber  :perf:p,  Sejiel^ung  ein- 
neunten  lönne,  ©c^neibet  man  ^n  biefem  ^w^^  fämmtli(^e 
@tral}len  be^  foeben  ertoä^nten  ^arallelftra!)lenbüf(^el!§  buri^  2  betie- 


Hosted  by 


Google 


^    101     " 

btge  :paraMe  ©erabe  ab,  fo  etitfprei^en  btefen  2  ©tra'^Ien  aibi, 
bie  fid^  auf  ber  @egena):e  fd^neiben,  ba  nun  bie  enblt(^e  ©trede 
jämmtli($er  ^araGelftral}Ien  stDijd)en  a  unb  b  ber  enblic^en  ©treffe 
ber  ^ara](lel[tral)len  jti^tf d^en  ai  unb  b^  entj:prt(^t,  fo  folgt  t)teraui3 
nott)tijenbtg,  ba§  z^  ju  Reiben  Seiten  ber  ®egena):e,  unb  jn^ar  glei(^ 
meit  t)on  t{)r  entfernt,  je  einen  <Btxai)l  (m  unb  n)  bei8  parallel- 
ftraf)lenMf(^eIg  gebe,  ber  feinem  entf:pre($enben  (mi  unb  Hi)  !on^ 
gruent  tft;  t^  finb  biefe^a  mmliä)  biejenigen  beiben  ®tral}len  beö 
^arattelftra^lentüfc^el^,  fcet  ti^elc^en  bie  enblid^e  jtoif($en  ab  einge^: 
fd)loffene  ©trecEe  ber  enblid)en  jtx>if($en  aibi  eingefi^loffenen  ©tretfe 
glei(^  ift»  SBcifilt  man  nun  m  ober  n  aU  2l):e  ber  :perf^e!tii)if(^en 
33ejiel)ung,  fo  läfet  fid)  für  jebe  berfelben  bie  23ejiel)ung  no(^  auf 
2erlei  SBeife  fijciren,  inbem  man  jebe  ber  beiben  ©eiten  i)on  E  auf 
bie  eine  (Seite  i)on  E^  legen  fann,  2  Sagen,  i)on  benen  bie  eine  au^ 
ber  anbern  t)ert»orgel)t,  inbem  man  ba^  eine  ber  beiben  tbmzn  ®t^ 
tüebe  um  bie  fefte  äl^e  ber  :perf:pe!t,  Sejiel^ung  um  180  ^  bret)t  ^n 
bem  einen  gaff  i[t  bie  :perfpe!t,  33ejie^ung  eine  gteid§ läufige,  im 
anbern  eine  gegenläufige,  fo  ba§  bemnac^  je  2  :proieIt,  ebenen  @e^ 
ix)ebe  ftet^  auf  4erlei  255eife  :proie!t.  gelegt  tDerben  fönnen. 

Um  bie  gentra  ber  :proie!t,  S3ejie:^ung  ju  ermitteln,  könnte 
man  benfelben  Sßeg  einf dalagen,  toie  foeben,  utxo  bie  SJlittel^unfte 
berjenigen  entf^ret^enben  ®tra^lenbüf(i)el  fuc^en,  bie  juglei(^  fon^ 
gruent  finb ;  ber  nad)folgenbe  SBeg  ift  geeignet,  über  bie  gegenfeitige 
Sage  i)on  2l):e  unb  Zentrum  in  äffen  2  gaffen  befferen  3luff(^lu6 
ju  geben»  S3etrad)tet  man  benjenigen  ^araUelftra:^lenbüf(^el  P  )oon 
E,  ber  fentred^t  auf  ber  ®egena);e  ftel)t,  fo  entfpri(^t  bemfelben  ein 
eigentli(^er  ©tra^lenbüfd^el  in  E^  beffen  Sentrum  Pi  auf  ber  ®z- 
gena):e  liegt  ^n  Pi  giebt  e^  einen  einzigen  ©tral^l  pi ,  ber  auf 
feiner  ®egena):e  fen!re(^t  ftel)t  unb  ber  bal)er  anä)  überl^au^t  mit 
feinem  entf:prec^enben  p  affein  bie  ®igenfcf)aft  gemein  ^at,  ba§  beibe 
pgleic^  auf  il^ren  @egena):en  unb  bal)er  au(^  auf  m  n  unb  mi  n^ 
fenfre(i)t  ftel)en.  Bei  jeber  ber  4  Slrten  ber  :perf^e!t»  Sejiel^ung  ift 
bal^er  p  unb  p^  ein  ^aar  entf^re(^enber  ©tral)len,  unb  ejS  muffen 
bal^er  bie  (Sentra  ber  :perf:pe!t.  SSejie^ung  auf  p  unb  ref:p,  pi  liegen. 

Segt  man  nun  bie  beiben  ©etoebe  fo  auf  einanber,  ha^ 
bie  beiben  ©egena^en  unb  aufeerbem  p  unb  pi  auf  einanber  ju  lie- 
gen  !ommen,  fo  Ijaben  bie  ©etoebe  unb  in  i^nen  mn  unb  miUi 
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offenbar  bte  in  ber  gtc^.  25  angebeutete,  gegen  bte  ©egena^en  f^m=^ 
metrifd^e  Sage,  ©ie  ©erabe  p  i[t  batet  notl^tijenbig  inöolutortf(^ 
(nac^  91r,  21,  ^u\.  u.  34),  ba  P^  in  bo^:pelter  Sßeife  bem  unenb^ 
Ii(^  fernen  fünfte  t)on  p  entf^prid^t,  bal)er  entf^red)en  fo\t)i}^l  mnii 
unb  n  ni  al6  au(^  il)re  ©c^nitt^unlte  S  Si  unb  T  T^  einanber  ab^^ 
me(^felnb*  25erfd)iebt  man  mm  E^  \o,  baß  m^  anf  m  ju  liegen 
fomnit;  b.  1^»  bafs  m  unb  m^  bie  ^)erfpe!t  2l):e  barfteHen,  fo  fäöt 
notl^irenbig  T  mit  T^  jnfammen,  fo  baß  T  unb  ref:p.  Ti  ba^  @en^ 
trum  ber  :perf^e!t  iBejiet)ung  barftettt  5)ret)t  man  aber  bei  biefer 
Sage  Ei  um  biefe  2l^e  m  ober  nii  um  180  o,  fo  fällt  notI}toenbig 
baiS  ©lement  S  i)on  Ei  auf  bai^  iljm  entfpred)enbe  Si  t»on  E,  fo 
baß  S  unb  ref:p«  Si  ba^  Zentrum  ber  ))erf^e!t  SSejie^ung  barfteHt 
®an^^  ba^felbe  3fie|ultat  erpit  man,  toenn  man  n  unb  iii  jur  ^er^ 
f:pelt.  3I):e  nimmt.  Unb  t^  ergiebt  fi(^  alfo  afö  3ftefultat  unferer 
Setrad&tung :  2  beliebig  ))roj;e!t.  ebenen  ©etoebe  !önnen  immer  auf 
4erlei  Söeife  fo  auf  einanber  gelegt  tx>erben,  baß  fie  :perf:pe!tii)ifc^ 
finb,  babei  l}aben  fie  jeboc^  nur  2  t)erf(^iebene  Sl^en  unb  nur  2 
(Sentra  ber  :perf:pe!t  ©ejiel)ung,  bie  erfteren  finb  ^parallel  ber  (Segen- 
a):e  unb  fte^en  gleich  tx^eit  t)on  i^r  ab,  bie  festeren  liegen  auf  einer 
lux  @egena):e  fenfred)ten  ©eraben  unb  il^re  Sage  ift  bur(^  bie  mer!^ 
tt)ürbige  @igenf(i)aft  (^ara!terifirt,  baß  bie  beiben  gentra  in  ber 
einen  (gbene  fo  ii^eit  bon  ber  @egena):e  abliegen,  al^  bie  Sljcen  in 
ber  anberen, 

&  !ann  ber  gall  eintreten,  baß  mi  unb  ni  ebenfo  toeit  i)on 
einanber  abftel)en,  aU  m  unb  n,  legt  man  in  biefem  gall  m  unb 
mi  afö  ^erf^eü.  Sl^e  auf  einanber,  fo  faüen  bei  ber  einen  Sage  auc^ 
immer  n  unb  hi  auf  einanber,  f.  gig»  26,  babei  finb  beren  ©(^nitt- 
:pun!te  S  unb  T  bie  Orbnungi^elemente  ht§>  ini)olutorifc^en  geraben 
©ebilbe^  p  unb  ref^.  pi,  bre^t  man  bal)er,  um  für  biefelbe  5l):e  m 
ober  mi  bie  2te  ;perfpeft  Sage  ju  erljalten ,  Ei  um  biefe  3l):e  um 
180  0,  fo  !ann  nac^  3^r.  34  bie  entf^prec^enb  gemeinfame  ©erabe  p 
ober  pi  fein  tt>eitere^  ^unttelement  ali^  S  l^aben,  ba^er  ba^  Sentrum 
ber  :perf:pefl  Se^ie^^ung  in  biefem,  aber  auä)  nur  in  biefem  gaUe, 
auf  ber  2l^e  felbft  liegt    ©a^felbe  finbet  (Statt  mit  n  unb  ni. 

@i8  foö  l)ier  no(^  ertDa^nt  t^erben,  baß  n^enn  m  unb  mi  fo 
auf  einanber  gelegt  finb,  baß  fie  glei(f)läufig  :proie!tioij($  finb,  bann 
aUemal  bie  auf  einanber  liegenben  n  unb  ni  gegenläufig  finb,  njie 
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ft(^  btefcia  auc^  leidet  au6  ber  Betrachtung  ber  eittanber  entf^prec^etis 
ben  ®trai)lenbüf(^el  P  unb  Pi  t)on  oben  bireft  ergiebt 

Unfere  ©ntti^ttflung  !pafet  nt(f)t  ntel)r  für  ben  fcejonbern  gaö 
ber  2lffinttät;  in  fo  ferne  I)ter  eine  ®egena):e  nic^t  e^iftirt,  unb  eö 
foU  ba^er  biefer  befonbere  gall  ber  SSoüftänbigfeit  n)egen  l^ier  nod^ 
befonber!^  betrachtet  tüerben» 

©inb  in  2  blog  affinen,  ebenen  ©elueben  bie  beiben  entf^pre:? 
c^enben  ©eraben  a  unb  a^  einanber  fongruent,  fo  gilt  biefe^  i)on 
iebem  ^aar  mit  il)nen  ))aralleler  entf:pred)enber  ©eraben,  toie  fi(^ 
biefe^  al^balb  erfennen  läfet,  l^enn  man  in  E  einen  ^araUelftra^- 
lenbüf^ei,  ber  bie  a  f(^neibet,  unb  ben  entf:pred)enben  ^araffelftra^^ 
lenbüf(^el  in  E^,  ber  bie  aj  fi^neibet,  annimmt  ©^  !ann  blo^  2 
fold)e  $araUeIftral}tenbüfd)el  geben,  bereu  fämmtli(^e  enblii^e  ®tral§:= 
len  il}ren  entf:pre($enben  !ongruent  finb,  benn  gäbe  z^  3,  fo  müfete 
iebeiS  ©retetf,  beffen  3  Seiten  3en  ©trauten  biefer  3  Süfi^et  ange^ 
prten,  feinem  entfprec^enben  fongruent  fein,  ba^er  beffen  3  äßinfel 
einanber  gleicf)  fein,  alfo  bie  unenblid^  entfernten  ©eraben  unb  fo« 
mit  bie  tbtmn  ®etr>ebe  ebenfalls  fongruent  fein.  W.m  fann  nun 
bie  grage  auftoerfen,  ob  immer  fold)e  (ongruente  ©erabe  oorf)anben 
fein  muffen  unb  ob  fomit  2  affine  ©ett^ebe  immer  :perfpe!t.  gelegt 
ioerben  tonnen.  5Rel)men  toir  ju  biefem  3^^^^^  ^^  E  einen  Äreii3 
an,  fo  entfpri(^t  bemfelben  iuE^  not^toenbig  eine  @Ili:pf e,  ttjobei  bie 
beiben  ?DMel:punIte  entf:pred^enbe  fünfte  barftellen,  ^ie  Uiä)t  ju 
erfennen.  £egt  man  nun  beibe  mit  il)ren  3Jiittel:punften  auf  einan^^ 
ber,  fo  !önnen  3  gäHe  eintreten:  1)  bie  ©Ut^fe  fd)neibet  ben  Äreiig 
in  ben  4  (Snb:pun!ten  2er  Surd^meffer,  ober  2)  fie  berül)rt  il)n  in 
ben  beiben  ©üben  einer  2l):e,  ober  3)  fie  l^at  feinen  ^unft  mit  i§m 
gemein,  im  Iften  gaE  giebt  e^  2  ber  ertodl^nten  beiben  S)urcE)meffer 
iparaüele  ^araIIelftraI)lenbüf(J)el  ber  i^erlangten  2lrt,  im  2ten  nur  1, 
im  3ten  gar  feinen,  unb  e^  fönnen  bal^er  im  Iften  gaö  bie  ©eti^ebe 
für  jebe  ber  2  u  fongruenten  ©eraben,  im  2ten  für  jebe  ber  u  fon= 
gruenten  ©eraben,  im  3ten  gar  nid)t  :perf^eft.  gelegt  toerben,  ba)S 
©entrum  ber  :perf^e!t.  Sejie^ung  liegt  in  jebem  gaGe  im  Unenb^ 
li(^en,  in  fo  ferne  bie  unenbli(i)  ferne  ©erabe  ein  entf:pre($enb  ge^; 
meinfamei^  ©lement  barfteßt  (i)ergl.  f)ieju  9tr.  100). 

2  blo^  ä^nlic^e  ebene  ©etoebe  fönnen  feine  2  enblid^e  fon- 
gruente  ©erabe  l)aben,  bagegen  fteöt  für  jebe^  ^aar  entf:pre(^enber 
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fünfte  aU  Zentrum  ber  :perf^eft.  SSejtetjung  bte  unenblt^^  ferne 
©erabe  bie  21^^  bar,  infoferne  ja  bie  2le^iilid)leit  'oon  ber  Slffinitat 
gerabe  baburd)  \iä)  unterf(^eibet,  bafe  im  letzteren  galle  bie  einanber 
entf:pre(^enben,  unenbli($  fernen  ©eraben  lon^ruent  ftnb* 

23et  2  fongruenten  ebenen  ®etx)eben  finb  j-e  2  entf;pre(^enbe 
©erabe  !ongruent,  unb  z^  !ann  ba^er  jebe  fo^e  ©erabe  aU  2l)ce 
ber  perf^eü  23e5te^ung  erf(^einen,  baliet  !ann  bann  immer  nod^  bie 
!perf:peft  a3ejtei)un3  in  bo^pelter  2lrt  erfi^einen,  nämlid^  Bei  ber 
einen  2lrt  fönnen  alle  ^nnfte  be^  einen  ©eU)el6ei6  anf  bie  entfipre^^ 
d)enben  beö  anbern  jn  liegen  fommen,  tüä^renb  Bei  ber  anbern  2lrt 
jebe  §älfte  anf  bie  i:^r  ni(f)t  entf:pred)enbe  bei8  anbern  ©eineBesa  ju 
liegen  !ommt;  im  Iften  gaUe  !önnen  alle  ^unlte  afö  ©entrnm  ber 
))erj:peft.  SSejie^nng  tetrad^tet  ti^erben,  im  2ten  ^aüt  Mo§  ber  eine 
im  Unenblt(^en  liegenbe  ^unft,  ber  bnr(^  einen  auf  ber  2l?:e  fenfc 
red}ten  ©trat)l  beftimmt  ift,  biefe  le^tere  2Irt  ber  :perf:pelt  a3ejiel)ung 
ijat  man  'vool)l  auä)  ft)mmetrifd)e  ©leic^l^eit  genannt,  nnb  e^  gel)t 
bie  eine  9lrt  fteW  baburc^  in  bie  anbere  über,  ba§  man  ba^^  eine 
ebene  ©et^ebe  um  bie  3t):e  ber  ^erf)),  S3ejiel)ung  im  180  ^  brel)t 

87,  S)ie  :perf^e!t,  Se5iel)ung  ift  i^oHftänbig  ft):irt,  n^enn  2l):e 
unb  Zentrum  unb  aufeerbem  ein  ^aar  entf:prec^enber  fünfte,  ba^ 
iebO(^  mit  bem  (Sentrum  in  1  ©eraben  liegen  mu§,  gegeben  finb, 

SDie  :perf:pelt,  SSejie^ung  ift  anä)  fi):irt,  tt)enn  ba^  Zentrum  unb 
au^erbem  3  ?ßaare  entf^re(^enber  fünfte,  bie  iebO(^  Je  mit  bem 
gentrum  in  1  ©eraben  liegen  muffen,  ober  tioenn  bie  2l):e  unb  3 
5ßaare  entf:prec^enber  ©eraben,  bie  fi(%  \tioä)  je  auf  ber  3l]ce  \ä)nü^ 
ben  muffen,  gegeben  finb,  3)iefe  le^te  2lrt  ber  ^i^irung  fü^rt,  i)cn 
einer  anbern  Seite  ictxad)M,  ju  einem  merftt)ürbigen  ©a^e,  ber 
alfo  lautet:  Siegen  bie  3  ^aar  (Scfen  2er  2)reiecle  auf  3  ©eraben, 
bie  \iä)  in  1  fünfte  (bem  gentrum)  f (^neiben, "  f o  fc^neiben  fi(^  bie 
3  ^aare  entf:pred)enber  ©eitcn  in  3  fünften  1  ©eraben  (ber  Sixe) 
unb  umge!e^rt  "^m  nennt  foldie  SireiecEe  felbft  :perf:pe!tii)if(^e 
©reiede,  infofern  fie  entf:pre(^enbe  giguren  2er  :perfpe!t,  ebenen  ©e- 
tüebe  barfteHen, 

^eber  Äuröe  II  in  1  i)on  2  :perf^)eft,  liegenben  ebenen  ©et^e- 
Un  ent\pxiä)t  ti^ieber  eine  ^nx^e  II,  ^at  bie  erfte  mit  ber  Sl^'e  2 
fünfte  gemein,  fo.ge^t  bie  2te  bur(^  biefelben  beiben  fünfte,  unb 
laffen  fic^  t)om  ßentrum  2  S^angenten  an  bie  eine  äiel)en,  fo  berü^- 
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ren  biefelben  2  ©eraben  auä)  bie  anbete  in  entf:pre($enben  fünften. 
llinge!e:^rt  i[t  ba^er  anä)  bie  :perf^e!t.  Sage  2er  ebenen  ®ett)ebe  fi):irt, 
entoeber  1)  tt?enn  man  2  Ä'urt3en  II  K  unb  K^,  bie  in  benfelben 
SBinfel  mSn  gig*  27  eingeji^rieben  finb,  in  ffiejng  anf  bie  ©^i|e 
S  biefe^  2Bin!efö  atö  ))erf:pe!t.  Sentrum  al^  entj:pred)enbe  ©ebilbe 
Mxaä)Ut,  t)orau^gefe^t,  ba§  man  in  33ejug  anf  bie  2  ^aar  (Schnitt 
!pnn!te  ab  aibi,  in  benen  ein  ©tra'^l  be;^  ^Süjc^ete  beibe  fc^neibet, 
entfi^eibet;  in  t^elc^er  Orbnnng  bie  beiben  ©(^nitt:pnnfte  ber  einen 
ben  (5c^nitt:pnn!ten  ber  anbern  entj^rec^en  joUen,  ober  2)  voznn 
man  eine  gemeinjd)aftlic^e  SeJante  beiber  Änri^en  K  unb  Ki,  ber 
bie  ©igenj($aft  lutommt,  ba^  man  i)on  il)ren  fünften  an  beibe  Mnx- 
i)en  äu  glei($er  ^dt  entoeber  2  ober  1,  ober  feine  S^angente  jie^en 
fann,  al^  2{^e  ber  :per|))eö,  ^ejie:^nng  betra(^tet,  \)orau^gefeljt,  ba^ 
man  in  23ejug  auf  bie  2^^aar  S^angenten  ab  aibi,  bie  fid)  i)on 
einem  fünfte  biefer  2l):e  an  beibe  Äuroen  legen  läjjt,  no(^  entf($ei^ 
bet,  in  tx>el(^er  Orbnung  bie  beiben  S^angenten  ber  einen  ben  2^an^ 
genten  ber  anbern  entfipred^en  follen,  S)enn  bejiel^t  man  (gig»  25) 
beibe  ebenen  ©ett^ebe  fo  :proie!t  auf  einanber,  ba^  ben  4  fünften 
Smna  bie  4  ^^unfte  SmiUiai  entf:pre(%en ,  fo  finb  1)  bie  ©etoebe 
:perf:peftii)ifc^  unb  2)  entf:pri(^t  einer  Ä'uri^e  II,  bie  bie  Sm  in  m, 
bie  Sn  in  n  berührt  unb  hnxä)  a  gel^t,  eine  Äurt)e  II,  bie  bie  Sm± 
in  mi,  bie  Sui  in  Ui  berüljrt  unb  hnxä^  ai  ge:^t,  b.  f).  ber  ^uri^e 
K  bie  Kl  unb  umgele^rt. 

88,  äöir  M^fen  nun  an  bie  (gnttoidlung  in  3^r.  83  t^k^ 
ber  an. 

fallen  bie  beiben  S^räger  E  unb  Ej,  in  eine  ©bene  jufammen, 
fo  tDirb  im  SlUgemeinen  bem  fünfte  M  afö  einem  ©lemente  i)on 
E  ein  anberer  $unlt  entf;pre(^en,  aU  ii)m  aU  einem  (Slemente  oon 
El  entf:pric^t;  fallen  iebod)  biefe  legten  beiben  fünfte  toir!li(^  in 
IMi  jufammen,  fo  iftMMi  ein  entf:pre(^enb  gemeinfame^a  ©lement 
beiber  ©etoebe,  unb  fteEt  ate  fol(^e^  ein  int)olutorifd)e^  gerabe^  @e== 
bilbe  bar,  ginbet  berfelbe  galt  inSejug  auf  no($  2  fünfte  NNi 
(gtatt,  bie  iebod)  nii^t  in  ber  ©eraben  MMi  liegen,  fo  finbet  e^  in 
Sejug  auf  je  2  entf:pre(^enbe  ^un!te  ©tatt,  b,  ^.  je  2  fold)e  fünfte 
entf:pre(^en  einanber  bo:p;pelt;  inbemboHftänbigenSSieredMMiNNi 
(gig,  28)  entf:pred)en  namlic^  offenbar  bie  3  ©den  be^  ^olbreied^ 
fic^  felbft,  unb  e^  ftellt  bal)er  S  ba^  ©entrum  unb  QR  bie  2l^e 
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ber  !perf^e!t  Sejte!)ung  Beiber  ©eti^eie  bar,  unb  ba  fott)o!)l  bte  ®e=^ 
raben  RM  unb  RMi,  aU  aud^  bie  ©eraben  QM  unb  QMi  eim 
anber  abtt)ed)[elnb  entj:pre($en,  fo  tüirb  jeber  ®tral}l  be^  23üfd)el^  S 
in  1  {ni)olutorifd)en  geraben  ©ebtlbe  Ciejd)n{tten ,  mit  anbern  SSor== 
ten  läßt  m  biefeig  au(^  fo  au)8brüden:  jeber  ®tral)l  be^  (Sen^: 
truntjg  S  ift  S^räc^er  eine^  tnijolutorifc^en  geraben  ©es 
bilbe^,  bejjen  1  Orbnung^element  ba^  (Sentrum  ift, 
tüäl)renb  ba^  anbete  in  ber  2l^e  ließt  unb  jeber  ^^unft 
ber  3l):e  QR  ift  ?D^lttel^un!t  eine^  ini^olut  »üjc^eU, 
beffen  1  Drbnunßj^etenunt  bie  2l^e  ift,  tt)ä()renb  ba^a 
anbere  burd)  ba^  (Sentrum  c^e^t 

2  ))roje!t  ebene  ©eti^ebe,  beren  entf^prec^enbe  ©le- 
menten:paare  bie  fo  eben  beft^riebene  eigent:^ümU(i)== 
!eit  ber  cjegenf eitigen  Sage  ^aben,  nennt  man  int)clut 
(tegenb,  auc^  fagt  man  too^l  furj,  ba§  ber  Inbegriff 
beiber  ®etx>ebe  ein  ini)olut  ebenem  (3t)ftem  bilbe. 

2lu^  bem  obigen  SSetoei;^  ge'§t  f)eroor,  ba§  2  inootut  lie= 
genbe  ebene  ©etoebe  ftet^  :perf:pe!t.  fein  muffen;  umgeM)rt  ift  aber 
and)  jebe^  ©t)ftem  2er  ^erf^eü.  ebenen  ©eioebe  ein  iuDolut,  ©tjftem, 
toenn  auf  einem  ©traute  beig  ßentrumi^  S  2  fol(^e  fünfte  M  M-x 
einanber  entf:pre(^en,  tt)el(^e  burd)  Zentrum  unb  3I^e  I)armonifc^  ge- 
trennt finb ,  benn  in  biefem  gälte  entf^re(^en  M  unb  M^  einanber 
in  bo:p:peltem  ©inne,  alfo  ift  biefeig  au(^  mit  iebem  ®tral)len^aar 
ber  %aU,  ba^  oon  M  unb  Mi  nac^  bemfelben  fünfte  ber  2l?:e  p 
ge'^en,  toorau^  bie  3^ic^tigleit  fid)  ergiebt 

©in  inoolut.  ©^ftem  ift  bal)er  i)oU!ommen  fi):irt,  toenn  fein 
Zentrum  unb  feine  Sixe  gegeben  finb,  infoferne  tUn  je  2  einanber 
jugeorbnete  fünfte  ober  ®tral)len  burc^  2l):e  unb  ©entrum  l^armo=^ 
nif(^  getrennt  fein  muffen.  @in  inbolut.  ©Aftern  ift  ferner  fi^irt, 
toenn  ju  2  fünften  M  N  bie  jugeorbneten  Mi  Ni  gegeben  finb, 
toobei  iebo(^  MNMiNi  einSSiered  bilben  muffen,  benn  eiS  entf))re:= 
d^en  atebann  ben  4  fünften  M  N  Mi  Ni  oon  E  bie  4  fünfte 
MiNiMN  oon  Ei.  (Sine  toeitere,  l)bä)]t  toic^tige  2lrt,  bie  inoolut, 
Sejie^ung  2er  ebenen  ©etoebe  ju  fi):iren  ift  bie,  bafe  man  eine  Äuroe 
II  afö  entf:pre(^enb  gemeinfame^  ©ebilbe  beiber  ©eU)ebe  annimmt, 
unb  nun  ju  2  fünften  MN  ber  Äurt)e  bie  beiben  jugeorbneten 
fünfte  Ml  Ni  beliebig  annimmt    ©er  ©($nitt^un!t  oon  MMi  unb 
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NNi  tft  Sentrutn  itnb  bie  aSerBtnbungölmte  ber  betben  anbern^ol^ 
ecfcn  be^  ju  HNM^Ni  gei)örigen  ^olbreted ;§ ,  nämlti^  Qß  ift 
2l):e  ber  :perf))e!t  rej^,  {ni)olut  33ejief)ung,  3ft  nämli(^  gig.  27 
ST  ein  beliebiger  3ter  ©tral)l  beg  ^üjdjete  S  (ti^obei  T  auf  QR 
liegen  foK),  fo  U)irb  biefe  ST  burd^  je  2  ©egenfeiteu  be^  \)ollftän^ 
bigen  aSiereöig  HNM^Ni  unb  burd)  bte  Äuri^e  11  in  jugeorbneten 
^un!ten:paaren  einejg  int^olut  geraben  ©ebilbe;^  gefd)nitten  (nai^ 
?lr.  57),  ba  aber  ST  foiDol^l  hmä)  bte  beiben  ©egenfeiten  QMi 
unb  QM,  aU  au(^  burc^  bie  beiben  ©egenfeiten  RMi  unb  RM 
l)armDnif(%  getrennt  ftnb,  fo  ftnb  fie  e^^  auä)  burdf)  bie  beiben  ©cfinitt- 
fünfte  ber  Äurt)e,  b,  )).  je  2  fünfte  ber  ^uxu,  bie  mit  S  in  1 
©eraben  liegen,  ftnb  einanber  jugeorbnet.  ßaffen  ftd)  ^om  ©(f)nitt=: 
:punlte  S  2  Sangenten  an  bte  Äuri)e  jieljen,  fo  finb  beren  SSerül)- 
rung^;punfte  entfprei^enb  genteinfame  (glemente  beiber  ebenen  ©e^^ 
tt)ebe,  b.  l),  fie  liegen  auf  ber  2l):e, 

S5a  bie  Sangenten  in  jugeorbneten  Sßunften  einer  Rnxu  11 
felbft  jugeorbnete  ©erabe  barftetten,  fo  folgt  an^  ber  legten  fönt- 
tt)i(flung  juglei(^  folgenber  ©a^:  ©i^neibet  man  eine  ^'uroe  II 
burtf)  eine  beliebige  3^1)^  i)on  ©tral}len  eine^  (Stra^lenbüfi^el^  S, 
unb  legt  an  jebe^  gufammenge^örige  $aar  i)on  ©i^nitt:punften  ein 
$aar  Sangenten,  fo  f(^neiben  fi($  biefe  in  fünften  einer  feften©e' 
raben,  biefe  ©erabe  ift  bie  gemeinfÄaftli(^e  ©eite  ber  ^olbreietfe 
allen  ber  Äuri^e  etngefd)riebenen ,  i;)oHftänbigen  SSierecEe,  toeld)e  S 
jum  3ten  (Sä  be^  ^olbreiecE^  l§aben«  SSir  tx^erben  biefem  ©a^e 
aföbalb  bei  einer  anbern  ©elegen^eit  toieber  begegnen» 

89.  2tu(^  ^ier  !ann  man  bie  ^rage  auftoerfen,  ob  bie  Woo,^ 
li(^!eit  ber  int)olut.  Sage  2er  iprojelt  ©etoebe  toefentlic^  i^on  ber 
2lrt  ber  :proje'ft,  93ejie^ung  felbft  ab^^ängt,  ober  ob  man  bei  jeber 
2lrt  ber  SSe^ie^ung  burd)  geprigejg  3lufeinanberlegen  beibe  ©etoebe 
ju  einem  inoolut.  ©^ftem  bereinigen  !ann.  S)a  aber  bei  ber  int)0= 
lut  Sage  jeber  ©eraben  biefelbe  ©erabe  in  bo:p:peltem  (Sinne  ent^ 
f:prec^en  mu§,  unb  id  jeber  SSerfc^iebung  ber  beiben  ©etoebe  bie 
unenbli(^  ferne  ©erabe  beiber  ftetiS  auf  einanber  ju  liegen  !ommt, 
fo  mu§  biefe^  not^tt)enbig  anä)  mit  ben  beiben  ®egena):en  ber  gaE 
fein,  ba  ferner  bie  beiben  ©etoebe  nod)  :perf:pe!tioifd)  liegen  muffen, 
b.  l),  ba  ferner  ein  ^aar  ber  longruenten  geraben  ©ebilbe  auc^ 
nod^  auf  einanber  ju  liegen  fommen  muffen,  fo  leui^tet  ein,  ba^ 
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btefe  ieibett  gorberungen  nur  bann  jugleic^  erfüllt  njerben  !önnen, 
tx^enn  nad)  ber  Sejet(^nung  'oon  5Rr.  68  m  unb  n  in  i^rer  6;bene 
ebenfo  tt)ett  i)on  il}rer  ©cgena^ce  entfernt  finb,  al^  mi  unb  hi  in 
ifjrer  (Skne  t)on  ber  irrigen,  b.  t).  2  :proieftii)ijÄe  c6ene  ®ett)ebe 
!önnen  nur  bann  unb  bann  immer  auf  2erlei  äßeife  in  inöolut. 
Sage  gekad)t  tt)erben  (m  ober  n  !ann  al^  2l):e  benüfet  tt)erben), 
mnn  ber  in  68  angeführte  2tu)8na^mj3fall  eintritt,  bafe  bie  bafelbft 
naiver  (^arafterifirten  $arallel[tral}len  mn  ebenfo  tx>eit  i)on  einanber 
abftel)en,  afö  m^  ni.  3^  glei(i)er  3^it  erljeHet,  baß  ftet^  in  bem 
?lr,  68  in  ^ul  erU)äI}nten,  befonbern  gaffe  bei  2  ber  4  !perf))eft. 
2ac^en  beiber  ©et^ebe,  immer  gugletc^  bie  ini)olut  Sage  eintritt,  ober 
mit  anbern  SBorten,  ba§  t^enn  man  bei  2  :perf:pelt.  ebenen  ®en?e^ 
16en,  bereu  Zentrum  auf  ber  Sl^e  liegt,  ba^  eine  ©ettjebe  um  180 ^ 
um  bie  2l>'e  brel)t,  man  fteti3  ein  ini^olut.  Softem  erhält« 

90,  SBir  tt}enben  un^  nun  jur  näheren  33etrad)tung  ber  re^ 
ci:pro!en  Sejie^ung  2er  ebenen  ©en^ebe. 

W.it  Sejug  auf  ba^  allgemeine  ®efe^  ber  SReci:procität  (76 
unb  77)  finb  tr»ir  bere(^tigt,  l^ier  in  Äürje  bie  SRefuItate  ber  5Rr,  82 
für  bie  reci:pro!e  Se^tel}ung  anäufül)ren:  bie  reci:profe  iSejie^ung  2er 
ebenen  ©eiDebe  ift  firirt,  tt^enn  gegeben  finb 

a)  ju  4  fünften  in  E  bie  4  entf))re(^enben  ©eraben  in  Ei, 

b)  ju  3  fünften  unb  1  ©eraben  bie  entf:pre(i)enben  ©eraben 

unb  1  ^un!t, 

c)  ju  1  ^un!t  unb  3  ©eraben  bie  entf:pre(^enbe  1  ©erabe  unb 

3  ^:pun!te, 

d)  ju  4  ©eraben  bie  entf:pre(i)enben  4  fünfte, 

e)  SU  einer  ^uri^e  II  unb  3  fünften  berfelben  bie  entf^re^^ 

(^enbe  Äuri)e  II  unb  3  S^angenten  berfelben. 

91,  SSir  benfen  un^  nun  au(^  l^ier  jur  näljeren  Unterfui^ung 
ber  allgemeinen  (£tgenfd)aften  ber  reci:pro!en  Se^iebung  bie  beiben 
Slräger  E  unb  E^  ber  reci^rofen  ebenen  ©ett^ebe  in  1  ßbene  ijer^ 
einigt  (toir  nennen  ^iebei  ber  Slnalogie  n^egen  ben  S^^^S^^ff  ^^^  ^ 
unb  El  ein  reci:pro!e^  Softem)  unb  fragen  tt)ieber  juerft,  mld)t 
^unüelemente  i)on  E  liegen  in  ben  jugeorbneten  ©traljlen  i)on  Ei 
unb  umgefe'^rt. 

(Sntf:prid)t  bem  fünfte  a  i)on  S  ber  ®tral)l  ai  t)on  Ei,  fo 
!ann  man  im  Slllgemeinen  anneljmen,  ba^  bemfelben  fünfte  a,  al^ 
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einem  ©lentente  i)on  Ei ,  ein  x>m  ai  i)erf(^tebener  ©tra^l  a  i)on  E 
entf:pre(^e  *),  a  unb  a^  mögen  fid)  in  m  j($netben,  atebann  entf^pre- 
(^en  umge!el)rt  bem  ^unftelemente  m  2  ©tra^^len  nimi,  bte  fid)  in 
a  j(^neiben  (j.  Sig*28),  bem  ©tra^l  aa-i  entj^red)en  nun  notl)ti^en= 
big  bie  Mhm  fünfte  MM^,  in  benen  \iä)  am  nnb  a^  nii  fd^nei- 
ben,  baBei  ift  biefe^  gerabe  ©ebilbe  aai  aU  S^unUo,^-- 
fcilbe  \ovool)l  t)on  E  aB  au(^  'oon  E^  ju  feinem  jugeorb^ 
neten  ©tral)lenbüfd)el  in\)olutorif(^,  infoferne  in  teiben 
gdllen  ben  Beiben  fünften  aa^  bie  beiben  ©tral)Ien,  bie  burc^  qa 
gel}en,  pgeorbnet  finb.  entfpri(^t  ba^er  bem  fünfte  b  i)on  aai 
al^  ©lement  t)on  E  ber  ®tral)t  b^  i^on  E^,  ber  bie  aa^  in  bi  fd)nei=^ 
bet,  fo  entf:prid)t  auc^  bem  fünfte  \  ate  ©tement  t)on  E  ber 
©tra^l  ni  i)on  Ei,  ber  bur(^  b  ge£)t,  unb  bal)er  au(^  bem  fünfte 
b  al!6  ©tement  i)on  Ei  ber  ©trafjl  b  i)on  E,  ber  burd)  bi  ge{)t, 
unb  bem  fünfte  bi  aU  (Siement  'oon  Ei  ber  ©tral)l  n  i)on  E,  ber 
burd)  b  gel)t,  b.  ^.  burd)läuft  ein  ^unft  a  bie  ©erabe  aai,  f^^  ^^' 
f(^reiben  bie  beiben  il)m  jugeorbneten  ©tra[)len  aai  2  :perf:pe!ti= 
Difj^e  @tral)lenbüfc^el,  beren  ;perf:pe!t  2l)ce  ^i)^n  bie  = 
felbe  aai  ift  i^nb  babei  finb  aai  jugeorbnete  "^mtk  eine^  intso= 
lut,  geraben  ©ebilbei^.  ©em  gemeinfamen  ©tra^Ie  MMi  entf priest 
bal)er  ein  unb  berfelbe  ^un!t  P  t)on  aai  unb  offenbar  fommt  bie^^ 
fem  fünfte  P  auf  aai  ^ff^iti  bie  (Sigenfc^aft  ju,  ha^  il)m  in  beiben 
ebenen  ®t\i^tltn  eine  unb  biefelbg  ©erabe  p  entf:pri(^t. 

SKenben  voix  nun  biefelben  ©c^lu^folgerungen  no(^  einmal  an, 
aber  inbem  tx)ir  t)on  einem  ^utitte  c  au^gefien,  ber  ni(^t  in  ber 
©eraben  aai  liegt/  f^  erl)alten  tx)ir  eine  2te  ©erabe  cci,  ber  bie= 
felben  @igenfd)aften  p!ommen  ti^ieberaai,  nämlid)  1)  jebem  fünfte 
b  berfelben  finb  2  ©tra'^Ien  jugeorbnet,  bie  fi(^  in  einem  fünfte 
bi  berfelben  ©eraben  fd)neiben;  2)  bie  ber  5lrt  i^erbunbenen  ^unl^ 
ten^aare  cci..  bbi».  bilben  ein  int)oIut  gerabe^  ©ebilbe;  3)  auf 
cci  giebt  e^  einen  einzigen  ^unftPi,  bem  bie  ©igenf(^aft  ju!ommt, 
ba^  i{)m  in  beiben  ©ett^eben  eine  unb  biefelbe  ©erabe  pi  entf:pri(^t 
9^un  läfet  \\ä)  nod)  leii^t  nac^n^eifen,  baj3  P  unb  Pi  unb  alfo  auc^ 
p  unb  pi  nott}ti?enbig  jufammenfaGen  muffen,  benn  ti)äre  biefe^  nid)t 


*)  3)en  gaU,  in  bem  btefe  ^nnaf;me  nic^t  geftattet  i%  totxhtn  bie  nä^^ 
fteu  9flummern  au^fü^rlic^  erörtern* 
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ber  ^aü,  fo  müßten  ft(^  bte  ernannten  ©eraben  aa^  unb  cq  in 
einem  3ten  fünfte  Q  fcl)netben,  biefem  fünfte  müßten  aber  nac^ 
ber  obigen  ©nttr^itflung  2  (Strai)len  entj^re(i)en,  bie  fid)  1)  in  einem 
unb  bemfelben  fünfte  i3on  aa^  unb  2)  in  einem  unb  bemfelben 
fünfte  i^on  c  Ci  fc^neiben,  b,  ^.  e^  mii|3te  il)m  ein  unb  biefelbe  burd) 
biefe  2  ©d)nitt^unfte  beftimmte  ©erabe  jugeorbnet  fein,  voa^  nid)t 
mÖ9li(^  i[t,  ba  in  aa^  unb  cci  au^er  P  unb  P^  fein  $un!t  ent- 
l}alten  i[t,  bem  biefelbe  ©erabe  jugeorbnet  tüäre.  2öir  nennen  ber 
Äürje  tx^egen  fol($e  pfammengel}örige  ^unften^aare  n)ie  aa^,  bbi, 
cCi,  bbi  ©egenpunfte  be^  reci))ro!en  ®t)ftem^, 

©er  reci^rofe  ©afe  lautet:  ©inb  ber  ©eraben  a  2  fünfte  a 
unb  ai  jugeorbnet,  fo  ftnb  umgefc^rt  ber  ©eraben  aai  ober  a^  2 
fünfte  oon  a  jugeorbnet,  ber  ©d)nitt:pun!t  oon  aa^  i[t  3JtitteI^un!t 
eineg  int^olut  ©tra:^tenbüfd)el^  aa^ ,  bbi,  ber  2trt,  ba§  jebem 
(£traI)Te  toie  a  b  unb  c  je  ein  $aar  fünfte  entf:pre($en,  vozldje  auf 
bem  pgeorbneten  ©traljle  ai  bi  q  liegen.  S)abei  giebt  e^  in  bem 
fraglii^en  i8üfd)el  aa^  einen  einzigen  (Stral)l  p,  ^etd)er  ein  unb 
bemfelben  fünfte  P  in  beiben  ©etr^eben  entf:pri(^t ,  unb  bem  bie 
(Sigenfi^aft  jufommt,  ba^  alle  ber  2lrt  jufammenge'^örige  ©erabe 
tDie  aaj  cci,  bie  man  erhält,  inbem  man  ftatt  Don  a  oon©tral)len 
c  etc.  au^gel^t,  bie  ni(^t  jum  ©tral)tenbüfd)el  aa^  gel)ören,  auf  bie^ 
fem  ©tral)le  p  fi(^  fc^neiben;  z§>  leud)tet  babei  ein,  baß  ba^  i^tiige 
p  unb  P  t)on  bem  obigen  nic^t  ogfd)ieben  fein  !ann,  ©er  SIrt  ^u^ 
fammengel)örige  (Strahlen  'mk  aa^  bb^  eci  nennen  toir  ©egcnftral)== 
len  beig  reci^rofen  ©t)ftem!8. 

2  ®egen:pun!te  liegen  bal)er  immer  mit  P  in  1  ©eraben  unb 
2  ©egenftraljlen  liegen  immer  mit  p  in  1  @tral)lenbüf(^el,  unb  ber 
©egen^unft  öon  P  liegt  immer  in  p  unb  ber  ©egenftral^l  i?on  p 
ge^^t  immer  bur(^  P, 

92.  Se^rfa^.  ©uc^t  man  ju  aütn  fünften  einer  ©eraben 
q  bie  ©egen^punfte,  fo  liegen  biefe  auf  einer  Äuri^e  II,  n^elc^e  ftetö 
huxii)  P  gel)t,  unb  in  biefem  fünfte  bie  ©erabe  berührt,  ii:)elc^e  P 
mit  bem  ©c^nitt:pun!te  pq  oerbinbet,  aud)  bie  fünfte  QQi,  mli)t 
ber  q  entf:pred)en ,  liegen  auf  biefer  Äuroe,  unb  jtoar  berül)ren  in 
biefen  fünften  bie  Äuroe  biejenigen  beiben  ©eraben,  bie  ben  ©(^nitt- 
^junften  i)on  P  Q  unb  P  Qi  mit  q  entfprec^en  (f.  gig.  29).  ©ur(^= 
läuft  nämli(^  ein  ^unft  a  bie  ©erabe  q,  fo  bef(^reiben  bie  entf))re= 
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(^enben  ®trai)Ien  Q  («i . .)  unb  Qi  («i . .),  bte  ftc^  itn  ®egen:pun!te 
«1  i)on  a  fc^neiben,  2  :proj;e!tbij(^e  ©tra^lenbüfi^el,  bie  im  Slltge- 
meinen  eine  ^nxu  II  erzeugen,  bie  burd)  Q  unb  Qi,  unb  ha  bem 
©(^nitt^unft  pq  notl)n?enbig  bie  Reiben  ©tra^len  QP  unb  QiP 
entf:prec^en,  aud)  buri^P  gel^t,  ti^obei  jugleii^  ben  3  ©tra^len  QQi, 
QP,  QiP  bie  3  oBen  ewäl^nten  2:angenten  entfprec^en. 

3ufa^,  S)ie  ewä^^nte  Äuri^e  II  gel}t  in  1  (ref^.  2)  ©erabe 
über,  tüenn  bie  ©erabe  q  hurd)  einen  $untt  gel}t,  ber  berfelben 
©eraben  in  bo:p:p eitern  (Sinne  entf^ri($t,  infoferne  bie  :proie!t  Mfc^el 
Q  unb  Qi  aföbann  jugleid)  perf:pe!tii)ifc^  liegen, 

93.  SBir  l)a6en  gefe§en,  ba^  aufeer^alb  p  fein  i)on  P  i^er- 
fd)iebener  ^un!t  e^iftiren  fönne,  ber  berfelben  ©eraben  in  bo^p^eltem 
©inne  entf^räd)e;  t^  fragt  \xä)  nun,  toit  t^  ft<^  in  biefer  33ejiel}ung 
mit  ben  fünften  i)on  p  felbft  i)erl)atte, 

Sßor  Slßem  läf3t  fid)  jeigen,  ba^  fein  ^unÖ  Q  ijon  p  berfet 
Ben  ©eraben  q  in  bo:ppeltem  (Sinne  entf^rec^en  fönne,  t^enn  ni(^t 
gugleid)  q  burd)  Q  gel)t;  benn  fd)nitte  q  bie  p  in  R,  fo  tDÜrbe  bem 
S)reiecf  P  Q  R  bie  (gtgenf d)aft  jufommen,  ba§  jeber  ber  3  ©tral)len= 
Mfd)el  P  Q  R  mit  bem  il)m  entf^rec^enben  geraben  ©ebilbe  ber 
©egenfeite  int>olutorif(^  liegt,  bat)er  jeber  ©eraben,  bie  2  Seiten 
biefeiS  SreieiJja  fd)nitte,  ein  unb  berfelbe  $un!t  in  bo:p:peltem  Sinne 
entf))räd)e,  ti^a^  gegen  unfere  je^ige  SSorau^feljung  ift,  aber  f^äter 
nä{)er  betrachtet  t^erben  tx)irb. 

6)6  fßnnen  baljer  in  ^ejug  auf  bie  ^unftelemente  loon  p  nur 
folgenbe  4  gälte  eintreten, 

1)  jeber  ^unlt  bon  p  liegt  in  bem  i^m  entf^re($enben  (Stral;le 
be^  m\ä)cU  P; 

2)  2  fünfte  x>on  p  liegen  in  ben  il}nen  entf^prec^enben  (Strahlen 
t>on  P; 

3)  1  ^unft  bon  p  liegt  in  bem  il)m  entf:pre($enben  (Strahle 
Don  P; 

4)  Mn^unft  oonp  liegt  in  bem  i^m  entfprec^enben  (Stral^le 
\)on  P*), 

Unterfud)en  toir  nun,   um  ju  unferer  eigentlichen  Slufgabe 


*)  2)en  %aU,  tag  P  felbft  in  bie  (55erabe  p  fällt,  tüoEen  tt)ir  unten  H- 
fonber^  betrachten. 
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Je^t  jxirücfjuMjren  (?lr»  90),  in  btefen  etn^elnett  4  %aUtn,  mlä)^ 
5pun!te  au^erbem  nocE)  auf  itjren  entj:precE)enben  ©trat)lett  liegen  fön- 
nen  ober  muffen. 

1>  S^tl*  3ft  P  ^t^  ©eMlbe  i)on  E  feinem  entf^rei^enben 
@tral)lenbüf(^et  P  :perf:peKii)if(^,  fo  gilt  biefei6  auc^  ^on  p  aU  ®e- 
bilbe  i)on  Ei,  b.  :^.  fämmtli(^e  fünfte  i^on  p  entf:pred)en  ben  burd) 
fie  gel}enben  ©tral)len  i^on  P  in  bo^:peltem  ©inne.  älu^er  ben 
fünften  t>on  p  giebt  eö  feinen  $untt  mel)r,  ber  auf  feiner  entj^re- 
c^enben  ©eraben  liegt,  benn  läge  ber  ^unlt  A  au^erf)alb  p  auf 
ber  il)m  entf:pred)enben  (Seraben  a,  fo  müfete  ber  ©d)nittpun!t  ap 
ber  ©eraben  AP  entf))rec^en,  tx)a^  ni(i)t  möglich  ift,  toenn  A  au^er- 
:^alb  p  liegt 

2.  gall  6ntf:pre(^en  ben  beiben  fünften  Q  unb  R  i)on  p 
bie  beiben  burd)  fie  gel^enben  Strahlen  P  (Q)  unb  P  (R),  fo  finbet 
biefe!3  offenbar  in  bo:p:peltem  ©inne,  b.  l).  für  beibe  ebene  ©e- 
tDebe  ©tatt,  legt  man  nun  burc^  Q  eine  3te  ©erabe  q  (f.  gig.  30) 
unb  fu(^t  ju  aUen  i^ren  fünften  bie  zugehörigen  ©egen^punfte ,  fo 
liegen  biefe  na(^  91,  3^f^fe  ^^  1  ©eraben  qi,  bie,  toie  man  fi(^ 
lei(^t  burd)  Setrai^tung  be^  ©(^nitt:pun!te!3  oon  P  R  unb  q  über= 
jeugt,  inxä)  R  ge^en  mu^,  babei  ift  nun  offenbar  ber  ©d)nitt))unft 
oon  qqi  ein  fold)er  ^unft,  ber,  unb  jt^ar  für  beibe  ©etoebe,  auf 
ber  il)m  entf:pred)enben  ©eraben  liegt,  ba  bie  ©eraben  q  unb  qi,  in 
.Sejug  auf  bie  ju  il)nen  gehörigen  ©egen^unfte  in  2Be(^felbejiet)ung 
fielen,  b»  ^.  ba,  wnn  bie  ©egen^)un!te  t)on  q  auf  q^  liegen,  bann 
umgetei)rt,  immer  bie  oon  qi  auf  q  liegen;  brel)t  \xä)  q  um  Q,  fo 
brei}t  \iä)  qi  um  R.  Sa  aber  ieber  ®tra§l  be^  Süfi^el^  P  ftet^ 
i)on  2  ber  2lrt  jufammengel)örigen  ©eraben  tote  q  unb  qi  in  2  ©e= 
gen^un!ten  geft^nitten  toirb,  ti^elc^e  na^^  5Rr.  90  jugeorbnete  fünfte 
be^  in  jenem  ©tral)l  entljaltenen ,  me^r  ertoäl)nten  int>olut.  geraben 
©ebilbeg  ftnb ,  f o  ftnb  biefe  Süf (^el  Q  (q . , .)  unb  R  (qi .  *  0  :pro:= 
ie!tii}if(^  unb  erzeugen  eine  Äuroe  II,  infoferne  fte  ni(^t  ))erf:pe!ti= 
oif(^  fein  !önnen;  biefe  Äuroe  II  berül)rt  in  ben  fünften  Q  R 
offenbar  bie  beiben  ©eraben  PQ  unb  PR,  ba  bem  gemeinfamen 
©traf)le  QR  bei  ber  :proie!tioif(^en  Sejiel^ung  bie  beiben  ©tral^len 
QP  unb  RP  entf:pre($en. 

Sllle  3|Sunfte,  toeld)e  in  Sejug  auf  beibe  ©eti^ebe  in  t:§ren  ent^ 
f^re(^enben  ©eraben  liegen,  bilben  ba^^er  in  biefem  gall  eine  Äuröe  11 
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K,  nnh  umgefe^rt  finbet  man  miS)  bem  ®efe^  ber  9fiect^rocttät  in 
biefem  §alle,  ba^  au($  aGe  Strahlen,  ti^eli^e  burd^  il)re  entfipred^en^ 
ben  fünfte  gef)en,  eine  Äuri)e  II  Ki  ntnpGen,  unb  jti^ar  finb  K 
unb  El  entf^rei^enbe  ©ebilbe  beiber  ©eti^ebe,  unb  berühren  einanber 
in  ben  fceiben  5ßunften  Q  nnb  R.  ißetrai^tet  man  biefe  beiben  ent^ 
f:pre(^enben  ©efcilbeK  unbKi  nä^^er,  fo  ergiefct  ftd^  aföbalb  folgen^ 
m  (f/gi(5.31);  Sebem  ^unft  A  ber  Äuröe  K  entj^ri^t  aU  (Sle== 
ment  i^on  E  bie  eine  ber  Reiben  anK^  möglichen  S^angenten  a^  nnb 
aU  (glement  i)on  Ei  bie  anbere  ber  beiben  möglichen  Sangenten  a, 
unb  umgefel^rt  jeber  Sangente  b  i)on  Ki  entj:pri(^t  aU  ©lement  i)on 
E  ber  eine  ®c^nitt:punft  Bi  i^on  K  unb  aU  ©lement  t)on  Ei  ber 
anbere  ©(^nitt:pun!t  B  i^on  K. 

%aU^n  bie  kiben  Äuri^en  K  unb  Ki  in  eine  ^ufammen,  fo 
tritt  ber  befonbere  galt  ein,  ba§  ieber  ^un!t  ber  ©bene  berjelben 
©eraben  in  bo^^peltem  ©inne  entj:pri(|t,  eine  Sage,  beren  @igen= 
t^ümli(^Ieiten  al;6balb  unter  bem  5Jlamen  beig  ^olarft)ftem^  nä^er 
unterjui^t  ti^erben  foUen» 

3.  gall  §at  p  blo^  einen  einzigen  ^unft  Q,  ber  auf  fei^ 
mm  entf:prec^enben  Strahl  PQ  liegt,  fo  entfpred)en  biefe  beiben  (Sie- 
mente  einanber  ti^ieber  in  bo^p^eltem  ©inne.  3^#  ^^^  ^^^  ^^^^ 
Q  eine  ©erabe  q,  fo  ge:^t  bie  ©erabe  qi,  U)el(i)e  alle  ©egen^unlte 
t)on  q  entl^alt,  bur(^  ben  ^unlt  Q  felbft,  benn  t^ürbe  qi  bie  p  in 
einem  i)Ott  Q  i^erfc^iebenen  ^un!t  R  f(^neiben,  fo  xoüxi>t  bem  R  bie=^ 
felbe  (Sigenfi^aft  toie  bem  Q  jufemmen,  unb  ber  fe^ige  gaö  gegen 
bie  Slnna^me  mit  bem  t^origen  pfammen  fallen*  &  !önnen  nun 
2  gälle  eintreten ,  nämlic^  q  unb  qi  finb  burc^  P  unb  p  getrennt, 
al^bann  giebt  t^  au^er  Q  in  bem  ©^fteme  feinen  ^un!t,  ber  auf 
feiner  entf:pre(i)enben  ©eraben  liegt,  ober  q  unb  qi  finb  bur(^  P 
unb  p  ni(^t  getrennt,  aföbann  giebt  t^  2  ©erabe  m  unb  mi,  beren 
'fämmtli(J)e  ^unlte  bie  tjerlangte  ©tgenfc^aft  i)abm,  unb  jt^ar  al^ 
Elemente  fotool^l  t)on  E  aU  oon  Ei  betrai^tet.  3Jian  finbet  biefe 
beiben  ©eraben  aU  bie  Orbnung^ftral)len  be^^  ini;)olut,  ©tral^len= 
iü\ii)tU,  in  bem  PQ  unb  p  einerfeiti^  unb  qqi  anbererfeit!3  juge^ 
orbnete  ©trauten  finb, 

®er  reci:pro!e  ©a|  lel)rt,  ba^s  e^  auc^  blo§  2  ©tra^lenbüf($el 
giebt,  beren  ©tral)len  burc^  bie  il)nen  entf:pre<^enben  fünfte  ber 
beiben  ©eraben  mmi  gelten,  unb  man  finbet  il^re  gentra  MM^ 

^4^1  äff,  neiiete  ©eometxie.  8 
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(f.  ?Jig.  32)  afö  Orbnutiß^^unöe  berienigen  Snijolution,  tt^etc^e  burc^ 
tegenb  einen  toolntorifi^en  ©tval)len6üfd)el  ijon  SBec^felftratjlen 
(?tr,91)  auf  PQ  erzeugt  ti^irb.  MMi  ftnb  bat)er  burd^PQ,  efcenjo 
n?ie  mmi  burd^  Pp  §armonif(^  getrennt,  unb  ti^ä^renb  ben  4  (gle^ 
ntenten  Pmpmi,  ate  jn  E  gel^örtg,  bie  4  (glemente  pMPMi  ent= 
f:pre(^en,  fo  entf:pre(^en  benfelkn  Elementen,  (M  ju  Ei  geprtg,  bie 
©emente  pMiPM, 

4.  galL  (äntl^aft  p  Jetnen  ^unft,  ber  auf  beut  entfptec^en^ 
ben  ©tral^l  bon  P  liegt,  fo  !önnen  2  gäße  eintreten,  nänili(^  ent^ 
njeber  enthält  überl^aupt  !ein  ©tra^t  be^  ©i)[temö  ben  i^m  entfpre^ 
d^enben  5ßunft,  ober  t%  giebt,  ti^ie  im  2,  gaU,  eine  ^uri)e  II,  beren 
fämmtli(^e  fünfte  auf  ben  il)nen  entf:pre(^enben  ©tral^len  liegen, 
ttjoiei  bie  Äuri)e  11  mit  p  feinen  ^unlt  gemein  l^at  unb  ben  l^unlt 
P  einf^ße^t,  fo  ba§  Jeber  ©tral)l  be^  23üf(^efö  P  2  foW)e  fünfte 
entl)dft,  tüel(^e  bie  Orbnungj^etemente  bei8  in  i^m  entl^altenen  ini)0== 
lut  ©efcilbe^  x?on  ®egen:pun!ten  entl}ält,  S)a  biefer  gaU  ti)efentli(^ 
ton  bem  2ten  gatt^fic^  ni($t  unterf(^eibet,  fonbern  mit  i^m  jufam- 
menfäßt,  für  "t^tx^  ^aU,  ba§  bie  geometrif($e  ffietrai^tung  burd)  (Sin^ 
fü^rung  \>on  imaginären  (Elementen  ern^eitert  Ä>erben  toirb,  fo  fott 
barauf  I)ier  tjertüiefen  njerben. 

5.  galt  Sei  biefer  unferer  ganzen  testen  (Sntnjitftung  würbe 
eine  9Kögli(ft!eit  aufeer  2lugen  gelaffen,  nad^  welcher  P  in  p  felbft 
ju  liegen  !ommt;  ba  für  biefengaU  bie  biia^erige  (gntti^iälung  ni(^t 
mel^r  jittäffig  ift,  fo  foE  nun  biefer  gaU  no(^  tefonbera  unterfui^t 
ti^erben.  gäöt  P  mit  bem  ©d)nitt:pun!t  t)on  aai  unb  MMi'jufam= 
xmxi^  b.  \  liegt  P  auf  ber  il)m  entf:pre(^enben  ©eraben  p,  fo  ift 
offenbar  P  felbft  für  jeben  ©tral)l  beig  23üf(^efö  P  ber  eine  Orb^ 
nung^:pun!t  bei8  in  il^m  entl^altenen  ini)olut.  ©ebilbei^  t)on  ©egen= 
fünften,  unb  t%  liegt  ba|er  in  jebem  fol(^en  ©tral^le  noc^  1  fold)er 
^un!t,  ber  auf  feiner  entf:prec^enben  ©eraben  liegt,  fei  Q  biefer  2te 
5ßun!t  auf  aai,  fo  iftMQ  ber  i^m  in  E  entf^rec^enbe  ©tra^l,  fuc^t 
mannunju  allen  fünften  [n,J  i)onMQ  bie  ©egen:pun!te  [ui..],  fo 
liegen  biefe  in  einer  ^urbell,  njetd)e  bie  MQ  in  Q  imb  biep  inP 
fcerü^rt,  ba  bie  beiben  ®tral)len  Qui  unb  Pui,  bur($  beren  ®(^nitt^ 
^un!t  ber  ©egenpunü  i)on  n  beftimmt  tt)irb,  entf:pre(^enbe  (Stra:§len 
2er  :proie!t,  a3üf(^el  barfteHen;  t^  ift  nämlii^  P  [n.J  vrp  [N...]» 
SSBill  vx^xi  nun  auf  Pn  ben  2ten  Orbnung)3:pun!t  Qi  finben,  fo  xm% 
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Ptti  Qitt  ein  l§armonif($er  aSurf  fein,  nnb  t^  !ann  ba^er  in  33etreff 
ber  2age  ber  Orbnung^punlte  Qx,  Q2  etc.  bie  Unterfud^ung  in  fol= 
genber  Slufgabe  jujamtnengefafet  tx)erben.  <$i3  i[t  gegeben  eine^urt^e 
II,  jiel^t  man  nun  i)on  einem  il^rer  ^ßunöe  P  ©tral^len,  votlä^t  bie 
^urt)e  unb  eine  fefte  S:angente  QM  berfelben  jc^neiben,  fo  joU  ber 
Ort  be^  ^punlte^  gefunben  töerben,  ber  hux^  biefe  ©(^nitt))unfte 
t)on  P  l)armonif(^  getrennt  i[t  Stai^  ber  Slufgabe  mn'^  (gig*  33) 
Pni  QiU  TrP^i  Q2P  fein,  beult  man  fic^  Ui  alfo  aud^  Qi  f eft,  foljat 
man,  ba  Ui  ))i  unb  Qi  Q2  für  jebe^  pi  \iä)  auf  ber  feften  ©eraben 
MQ  treffen  muffen,  Stral^lenbüfd^el  P  [^i-».]  nui  [^i»*»]  nQi 
[Q2.*,],    unb  alfo  auc^  ®tral)lenbüf(^el  P  [Q2»»«]  ^Qi  [Q2»-]i 

b»  ^.  bie  Derfd^iebenen  gefu(^ten  Orbnungi3^un!te  Qi  Q2 .  muffen 

auf  einer  Äuri^eü  liegen,  bie  hnxä)  Qi  unb  P  ge^t,  unb  xok  man 
\xä)  leicht  überzeugt,  in  P  bie  p  berüi)rt» 

SDiefer  befonbere  gaü  ergiebt  fid^  offenbar  au^  bem  2ten,  t^mn 
man  bie  beiben  ^ßunlte  Q  unb  ß  auf  p  unenbli(^  na^e  rüöen,  b.  ^. 
in  1  $pun!t  aufammenfaUen  läfet,  'woM  hann  auä)  immer  P  fii^ 
mit  il^nen  Dereinigt 

94  SSir  l^aben  gefeiten,  ba§  bei  ber  reci))rofen  23ejie:§ung 
im  allgemeinen  nur  l^un!t  P,  ber  ni(%t  auf  feiner  entf))re(^enben 
©eraben  liegt,  unb  nur  2  ober  aGe  ^ßunöe  eine^  geraben  ©ebilbe:^, 
bie  je  auf  i^ren  entfprei^enben  ©eraben  liegen,  i^r  in  bo^^ettem 
©inne  entf:pred^en  Sonnen,  tritt  bal^er  ber  galt  ein,  ba^  2  fünfte, 
bie  nid^t  auf  il)rer  entf:pre(^enben  ©eraben  liegen,  ober  bie  3  @cJ^ 
!pun!te  eineö  ©reieö^,  bie  auf  il)ren  entf:pre($enben  ©eraben  liegen, 
benfelben  in  bo^j^jeltem  ©inne  entf:pre(^en,  fo  mu§  biefe^  mit  jebem 
fünfte  bei^  ©^ftemi3  ber  galt  fein,  unb  u^ir  nennen  in  biefem  be^ 
fonberen  gatte  ia^  reci:pro!e  Softem  ein  $olarfi)ftem,  fo  ba§  alfo 
ba^g  5ßolarf^ftem  gu  bem  reci))rofen  ©^ftem  in  bemfelben  SSerpltniß 
fielet,  toie  bie  ini^olutorifc^e  SSejieljung  gur  !oGineären. 

SBir  nennen  in  einem  ^olarf^fteme  jeben  ^unft  ben  ^ol  ber 
i^m  entf:prec§enben  ©eraben  unb  biefe  bie  ^Polare  iljre^S  entf:pre(^en=s 
ben  5ßunfte^.  Siegt  ber  $ol  A  i^on  a  auf  feiner  polare  a  felbft, 
fo  gel)t  bie  polare  jebeiS  i)on  A  i)erfd^iebenen  5pun!te!3  t^on  a  burc^ 
A,  unb  e^  giebt  bal^er  auf  a  ti^eiter  leinen  ^unft,  bem  biefelbe 
eigenf(^aft  jutäme.  Siegt  bagegen  A  ni(^t  auf  feiner  polare  a,  fo 
ift  ba^  ^unttgebilbe  a  ju  bem  i^m  entfpre(^enben  ©tral}lenbüf(%el 
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A  int)olutorij(^;  ba^er  liegen  auf  Mner  ©eraben  me^r  at^  2  5punfte 
(bie  Drbnung^))un!te  ber  Sttootutton),  bie  auf  iljren  ^^olaren  liegen. 

Siegt  A  nid)t  auf  feiner  polare  a,  fo  gel^t  bie  polare  b  Don 
iebem  fünfte  B  Don  a  burd^  A;  2  fol(^e  fünfte,  Don  benen  jeber 
auf  ber  polare  be^  anbern  liegt,  nennen  tt>ir  !onj;ugirt,  efcenfo  rok 
tDir  2  ©tral)len,  Don  benen  jeber  buri^  ben  $ol  be^^  anbern  gel^t, 
loniugirt  nennen,  ©inem  "^nntk  finb  baljer  aüe  fünfte  feiner  ^o- 
laren  unb  einer  ©eraben  äße  ®tral)len  i^re^  ^ole§  fonjugirt,  nennt 
man  bal)er  einen  $un!t  fid^  felbft  fonjugirt,  fo  mug  er  auf  feiner 
polaren  liegen,  fotoie  eine  \iä)  felbft  Ionj;ugirte  ©erabe  burc^  i^ren 
$ol  gel)en  mu§. 

Seber  ©tral^len6üf(^el  liegt  mit  feinem  entf:pre(^enben  geraben 
©eiilbe  inDolutorif(^. 

^e  2  fonjugirte  fünfte  2er  beliebiger  ©eraben  16ilben  entf:pre== 
(^enbe  5pun!te  2er  :proiett.  geraber  ©ebilbe,  bie  ber  2lrt  in  biefen 
©eraben  erzeugt  tDerben* 

©(^neibet  unter  SSorau^fefeung  ber  fo  e5en  gebrau($ten  S3e^ 
jeii^nung  bie  b  bie  a  in  C,  fo  entf:pric^t  jebem  eäpunlt  be^  S)rei^ 
edE^  ABC  bie  ©egenfeite,  unb  je  2  ©öen,  fotoie  ie  2  Seiten  finb 
einanber  loniugirt  SBir  nennen  ein  folc^e^  S)reieö  ein  ^olarbreieö, 
ober  mä)  w^  du  abfolute^  ^olarbreieif. 

@ol(^er  abfoluter  ^olarbreiedEe  giebt  t^  unenblid)  Diele  in 
jebem  ^olarf^ftem.  (Sntf:pre(^en  bagegen  ben  3  ®cf:pun!ten  beig 
©reiedfig  ABC  bie  3  ©eiten  %biCi  be^  Don  il)m  Derf(^iebenen 
©reieif^  AiBiCi,  fo  nennen  tDir  beibe  relatioe  ^olarbreieäe;  auä) 
folc^er  giebt  e^  in  jebem  ^olarf^ftem  unenblic^  Diele. 

95.  ^u  einem  ^olarf^ftem  liegt  enttoeber  fein  ^un!t  auf  feiner 
polare  ober  aöe  ^unfte^ einer  ÄurDe  II,  toobei  bie  fämmtlid)en  ^o^ 
laren  Stangenten  be^  ^unögebilbej^  II  barfteHen,  bie  mit  ber  ÄurDe 
bie  il)nen  entf^prec^enben  ^ole  gemein  l^aben,  b.  ^.  fte  in  biefen  beriil^ren. 

SBir  l^aben  gefeben,  ba§  tDenn  ein  $unft  A  auf  feiner  ^o^ 
are  a  liegt,  aföbann  au^er  A  feinem  ^ßunlt  Don  a  biefe  (gigenfc^aft 
jufommt,  tDal)renb  ^^  auf  jebem  Don  a  Derfd)iebenen  ©tral}l  Don  A 
no(^  einen  2ten  ^unft  giebt,  ber  auf  feiner  polare  liegt,  unb  e;^ 
ift  alfo  nur  ju  betoeifen,  ba^  biefe  fünfte  fdmmtlic^  auf  einer  ÄurDe 
2  liegen  ober  umgefel^rt,  bafe  i^re  polaren  fämmtlii^  einen  ®tra^= 
lenbüf(^el  II  bilben. 
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e^  feien  (gtg,  34)  ÄiBiCiDi  4  5ßun!te,  bie  auf  t^rett  5ßo:^ 
laxen  ABBCCDDA  liegen,  fo  ift  jebe^  M  be6  i^oöftänbigen 
4©eit^,  ba^  biefe  4  ^^olaren  Bilben,  ber  ^ol  einer  ber  6  Seiten 
be^  t)oE[tänbigen  25iere(f^  AiBiCiDi.  ^nfonber^eit  ift  S  ber  $oI  t>on 
BiDi  unb  T  ber  ^ol  i)on  AiCi,  alfo  ber  ©(%nitt:puntt  P  biefer 
Beiben  ©eraben  ber  $ol  t)on  ST,  ba  aber  in  bem  i)olIftanbigen 
SSieretf  AiBiCiDi  bie  ©erabe  QP  t^on  ß  \ow^l  burc^  Bi  unb 
Gl  al!§  aud^  burd^  Ai  unb  Di  ^armonif(^  getrennt  ift,  jebe^  fotd^e 
^un!ten;paar  aber  auf  RBi  unb  RA^  bie  Orbnung^elemente  ber 
buri^  bie  einzelnen  fonjugirten  ?puniten:paare  bargefteHten  Sn^^^i^' 
tion  barftellen,  fo  ntu§  QP  bie  polare  'oon  R  unb  ganj  ebenfoRP 
bie  ^polare  mn  Q  fein,  b.  !),  P  ber  ^ol  t)on  QR,  alfo  mu§  QR 
unb  ST  in  eine  ©erabe  jufammenf allen*).  Q  ift  aber  anä)  aU 
®(^nitt:pun!t  ^m  CiDi  unb  A^Bi  ber  qjol  i)on  ber  aSerbinbung^S^^ 
Knie  BD  unb  ebenfo  R  afö  ©c^nitt:punft  Don  B^Ci  unb  DiAi 
ber  ^ol  öon  A C,  alfo  ntug  A C  buri^  Q  unb  BD  burd^ R  gelten, 
ti^orauiS  l^eröorgel^t,  ba§  PQR  ba^  ^olbreieif  bei^  ijollftänbigen S^ier^^ 
e(f^  AiBiCiDi  unb  ba^  ^olarbreied  beiS  ijoUftänbigen  4©eiti8 
AB  CD  barfteüt,  unb  t^  folgt  bal)er  ganj  \i^ie  in  ?lr*  49,  ba§  bie 
4  ertx)ä!)nten  polaren  Sangenten  einer  Äuri^e  11  barfteüen, 
bereu  a3erül)rung^:punlte  AiBiCiD^  ftnb.  S)a  aber  fc^on  burc^  3 
2:angenten  unb  ii)re  ©erii^rung^^punöe  bie  Äuri)e  II  i)oIHommen 
beftimntt  ift,  fo  berüf)ren  aGe  fic^  felbft  !onj[ugirten  ©eraben  biefelbe 
Äuroe  II,  ti^eld^e  bie  Orbnung^furDe  be^a  $olarf^ftemi3  l^eifet 

©^  l^at  f{($  lf)erau!ggeftellt,  ba§  in  Sejug  euf  haß  i^oUftänbige 
im  unb  auf  ba^  tjoßftänbige  4@eit  A^  B^  Ci  D^  im  ^olbreie*  febe^ 
©cf  ber  ^ol  ber  entf:pred)enben  ©egenfeite  ift,  l^ierau^  erHärt  fid^ 
nad§trägli(^  (f.  ?lr.  48,  3ufO  bie  2Bal)l  beö  5Ramen^  gSol  unb  ^o^^^ 
lar==£)reiedf» 

96.  ©in  ^olarf^ftem  ift  i^oUfommen  fi^irt,  wnn  ein  ©reiedf 
ABC  atö  abfolute^  ^olarbreiedf  angenommen  unb  au^erbem  ju  einem 
fünfte  D,  ber  in  feiner  Seite  bei8  ©reiecf^  liegt,  bie  entf;pred)enbe 
©erabe  d  gegeben  ift,  bie  burd^  feinen  ©(f))un!t  be^  ©reiedf^  gel)t. 

2)urd^  bie  2lnnal)me,  ba§  ben  Sßdfen  i^on  ABC  bie  3  ©egem 


*)  ^a^  fie  in  biefet  @eraben  einen  ^atmonifd^en  ^Burf  feüben,  folgt  au« 
bet  befannten  (Stgenfi^aft  be6  öottftätibiöen  4(S(fö. 
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feiten  entf:pre(^en,  ift  nctcä^  94  ba^  ©Aftern  nott)tt>enbtg  ein  5polar=^ 
f^ftem,  unb  ba  bte  rect:pro!e  a3ejte{)ung  im  Slögemeinen  bnrd^  4  5ßunfte 
unb  i{)re  entf;prec^enben  ©eraben  i)oE[tänbig  fi):irt  ift,  ^enn  Seine 
3  fünfte  unb  Mne  3  ©trauten  einem  unb  bemfelben  ©tunbgebitbe  I 
angel^ören,  fo  ift  auä)  in  unferem  galle  bie  iöejiel^ung  i^oGftänbig 
ft)^irt  buri^  AB  CD  unb  bie  ii)mn  entf;pre(^enben  ©trauten* 

97.  8ef)rfa|.  2  reMi^e  ^olarbreiecEe  ABC  A^BiCi  (f, 
gig.  35)  muffen  immer  ))erf^e!tii)ifc^  liegen  (f,  ?tr.  87),  CC^  ift 
bie  polare  be^  ©d)nittpunfte^  c  i^on  AB  unb  AiBi,  eBenfo  BEj 
bie  5ßolare  be^a  ©(J)nitt^unfte^  b  i^on  AC  unb  A^Ci,  alfo  i^r 
©($nitt:pun!t  P  ber  ^ol  ber  ©eraben  B  c  ober  p.  ^ejeic^net  mm 
nun  bie  ©($nitt;punlte  )oon  p  unb  PB,  PC  unb  PA  mit  Biqai 
xmb  bie  ©(J)n{tt:pun!te  i)on  p  unb  AB  AC  BC  mit  c  b  a,  fo  ift 
^egen  be^  4^^  PABC  (mä)  3lv.  57)  cci  ,  bbi  .  aai  eine  ^n^^ 
t)olution  bejei(^net  mm  ben  ©(|nitt^un!t  oonPAi  unb  p  burc^  x, 
fo  mu^  toegen  ber  ^ni^olution  fonjugirter  fünfte  in  p  etenfo  cci. 
Mi  .  ax  eine  ^i^öolution  fein,  b*  t).  ai  unb  x  jufammenf allen, 
mxaM  erfi(i)tli(^ ,  ba§  bie  ©erabe  PA  ibentif(^  ift  mit  ber  ©era=^ 
ben  PAi,  tote  5.  6,  )x>. 

98,  (Sin  ^olarf^ftem  ift  ooMommen  fi^irt,  mnn  2  !perf:pe!=^ 
tioif(^e  ®reiec!e  afö  relatioe  ^olarbreiedEe  angenommen  finb,  oorauiS^^ 
gefegt,  ba^  oon  ben  @(ä;puntten  eine^  berfelben  ni(|t  2  in  einer 
©eite  beig  anbern  liegen* 

gi^irt  man  nämlid^  bie  reci:pro!e  Sejiel)ung  fo,  ba§  ben  4 
fünften  aß  AB  (gig.  36)  oon  E  bie  4  ©eraben  Pai  P61  BiCi 
Ai  Ci  oon  El  entf:pre($en,  fo  entf:pri(^t  notl)toenbig  auc^  bem  ^un!t 
c  t)on  E  bie  ©erabe  Pq  oon  Ei,  ba  aBer  aai  ,  bßi  ,  cci  eine 
3noolution,  fo  liegt  ber  ©tral)tenBüfc^el  P  unb  ba^  entf^prec^enbe 
gerabe  ©eßilbe  p  int)olutorif(^ ,  bal)er  aucf)  ben  3  fünften  ai  \  Ci 
bie  3  ©tra^len  Pa  Pb  Pc  entf^pret^en,  @j3  entf^rec^en  ba^er  am^ 
ben  3  ©eraben  aiA  biB  qC  bie  3  Sßunfte  abc,  b.  ^,  ba^  gerabe 
©eMlbe  p  unb  ber  ©tra^leuMfc^el  P  entf))re($en  einanber  in  bo:p^ 
))eltem  ©inne  unb  liegen  babei  inoolutorifc^ ,  n)orau^  nai^  5Rr,  94 
not^toenbig  folgt,  bafe  ba^  ©Aftern  ein  ^olarf^ftem  barfteEt.  S)ie 
obige  Sebingung,  ba§  Mne  2  (Säen  auf  1  ©eite  U^  entf:pre(J^enben 
S)reiecB  liegen  bürfen,  mußte  be|3ix>egen  l^injugefügt  toerben,  toeil 
fonft  bie  S^i)olution  aai  .bbi.cci  ni(^t  mel^r  beftünbe,  unb  fomit 
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ber  fdttoü^  feinen  ©inn  l^atte,  ttjo^l  ;pa§t  aber  ber  8etxiei0  m^ 
i^oUftanbig  für  ben  %aH,  ba§  1  ober  2,  ja  felbft  3  (gtfen  beiS  einen 
©reiedö  auf  je  1  oi^er  {e  2  ober  je  3  (Seiten  beig  anbern  liegen; 
iDobei  jebeiS  @(S  ftet^  nur  auf  ber  if)m  entf:pre(^enben  ©eite  liegen 
!ann,  tt^eil  fonft  notl^n^enbig  ber  borige  gall  eintreten  milfete, 

98.  ©in  5ßolarfJ)[tem  ift  iijollftänbig  fi^irt,  tt)enn  man  eine 
Äurt)e  n  K  aU  Orbnung^furi^e  annimmt.  SSäljlt  man  nmliä) 
jn  3  fünften  ABC  üon  K  bie  3  zugehörigen  Sangenten,  tt)el(^e 
ba^  umfd^rtebene  ©retetf  AiBiCi  bilben,  ate  entf:pre($enbe  ©erabe, 
jo  finb  ABC  unb  A^BiCi  naä)  3lr.  48  2  ^erf^eftii)if(^e  ©reietfe, 
toai)lt  man  alfo  biefe  Reiben  ©reiecie  afö  relatii^e  ^olarbreiecfe,  fo 
ift  na^  98.  l^ierburc^  ein  5ßolarj^ftem  beftimmt,  ba  aber  in  biefem 
bie  3  fünfte  ABC  auf  i^ren  polaren  B^Ci  AiCi  AiB^  liegen, 
fo  mu§  beffen  Orbnung^!uri)e  biefe  3  ©eraben  in  ABC  berül^ren, 
alfo  mit  K  {bentif($  fein. 

©iefe  lefete  2lrt  ber  gi):irung  ift  oor  allem  UJid^tig ,  unb  eS 
fott  barum  bei  ber  23etra(^tung  ber  @igenf($aften  ber  Äur\)en  II, 
foferne  fte  al^  Orbnung^furi)en  eine^  ^olarf^ftem^  erf($einen,  etttjai^ 
t>ertoeilt  it)erben. 

99.  ©er  ©d^nitt^unlt  P  2er  Sangenten  ift  ber  ^ol  ber  3Ser^ 
btnbungi^liuie  p  il)rer  23erü§rungi8:pun!te  (toir  nennen  fie  furä  bie 
Serül)rung^fe|ne). 

äie^t  man  ba^er  burd^  P  (f.  gig.  37)  eine  ©erabe,  bie  mit 
ber  Äurt)e  bie  beiben  fünfte  CD  gemein  ^at,  fo  f(^neiben  fic^ 
bie  beiben  Sangenten  in  C  unb  D  auf  ber  ©eraben  p. 

^ebe^  folc^e  ^imften^aar  toie  CD  ober  EF  toirb  buri^  P 
unb  p  l^armonif(^  getrennt,  infoferne  C  unb  D  bie  Orbnungi8))unfte 
ber  bur(^  bie  foniugirten  fünfte  gebilbeten  ^i^i^olution  barftellen* 
Wan  tann  biefe^  fo  aimxMen ,  jie^t  man  t^on  einem  fünfte  P 
an^  ©efanten  an  eine  ^wcot  II,  unb  fuc^t  Je  ju  P  unb  ben  beiben 
®(^nttt:pun!ten  ben  4ten  bem  P  jugeorbneten  l)armonif(^en  ^un!t, 
fo  liegen  biefe  aKe  in  1  ©eraben  p. 

CDEP  bilbet  ein  ber  Äuroe  II  eingef(i)riebene6  4  @($  unb 
feine  2  ^aar  ©egenfeiten  CF  unb  DE,  fotDie  CE  unb  DF  muffen 
fi(^  "wk  fd)on  5Rr  49.  gefunben  auf  p  fi^neiben.  §ierau^  ergiebt 
fic^  ein  einfai^e^  ^ölittel,  bloJ3  mit  §ilfe  bei^  Sinealö  ju  einem  ge^ 
gebenen  fünfte  bie  polare  für  eine  gegebene  Orbnungs^luri^e  ju 
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ftttbett;  unb  foö  itmge!el)rt  ju  einer  ©eraben  ber  jugeijörtge  ^ol 
gefunben  ti^erben,  fo  fu(^t  man  p  2  fünften  berfelben  bie  polaren 
bte  al^bann  burc^  il)ren  @c^nttt:punft  ben  gefuc^ten  $oI  liefern, 

SBir  tt>eifen  !)ier  noc^  einmal  ^uxM  anf  bie  3te  in  9^r.  87 
angegebene  2lrt,  ein  ini)olntorijc^ei3  ©Aftern  jn  jixixtn  unb  fönnen 
un§  ie^t  !urj  fo  f äffen:  Sßä^lt  man  trgenb  einen  ^ol  unb  feine 
polare  ju  Zentrum  unb  3l):e  ber  :perf))e!t,  23ejiel)ung  2er  ebenen  ®e^ 
'vözbe,  unb  nennt  je  2  mit  bem  5ßol  in  1  ©eraben  liegenbe  fünfte  ber 
Äurbe  n  jugeorbnet,  fo  erhält  man  ein  ini^olutorifc^eia  ©Aftern,  in 
njelc^em  bie  ÄurDe  ein  entf^)re(f)enb  gemeinfame^  ©eBilbe  barfteßt. 

§at  ein  ^olarfijftem  eine  Orbnung^furöe,  fo  ift  ieber  ^ol  i^on 
feiner  5ßotare  burc^  ie  2  mit  U)m  in  einer  ©eraben  liegenben  ^un!te  ber 
Orbnung^!urt)e  I^armonifc^  getrennt,  liegt  bat)er  ein  ^un!t  innerl^alb 
ber  Äurt^e  II,  fo  liegen  alle  fünfte  feiner  polare  au^erl^alb  berfelben, 
liegt  ein  $im!t  au§erl)alb  ber  Äuri^e,  fo  liegt  ein  2:i^eil  feiner  polare 
innerl)alb,  ein  S^^eil  au^erl^alb,  unb  biefe  Zijtik  finb  burc^  bie  ^e^ 
rü:^rung^:pun!te  ber  beiben  an  bie  £urt)e  t)om  fraglid)en  $unöe 
an^  ju  jiel)enben  Sangenten  getrennt 

3ebe^  abfolute  ^olarbreiecf  l)at  einen  (£(f^un!t,  ber  innerl)alb 
ber  Orbnungigfuröe  liegt  unb  2  6ö:pun!te,  bie  au^erl)alb  berfelben 
liegen,  babei  f($neiben  2  ber  3  (Seiten  bie  Äuri^e  imb  eine  ©eite 
ni(^t,  benn  ba  le  2  (£(J:pun!te  einesS  abfolut.  ^olarbreiecf^  toniu= 
girte  ^unlte  barftellen,  fo  lönnen  iebenfaUiS  leine  2  berfelben  innere 
l^alb  ber  Äuri^e  liegen,  fonbern  \e  2  muffen  buri^  bie  beiben  ©d)nitt= 
:punlte  i:§rer  SSerbinbungiSlinie  mit  ber  Äuri^e  l)armonif(^  getrennt 
fein,  ift  ba:^er  P  ein  fol{i)er  au^erl^alb  ber  Äuri^e  liegenber  ^un!t,  fo 
mu^  feine  ^polare  biefelbe  in  2  fünften  f(^neiben,  unb  bie  übrigen 
(Säen  be^  ^ßolarbreiecE^a  muffen  burcE)  biefe  ©(^nitt)5unäe  l^armonifc^ 
getrennt  fein,  ba^er  einer  Q  innerhalb  einer  R  aufeer^alb  liegt.  Sie 
polare  üon  Q  liegt  naä}  bem  SSorigen  ganj  au^erl)alb  berÄuri^e» 

Se^rf  ai  ©ie  6  etfen  AB  C  unb  Ai  B^  Ci  i)on  2  abfoluten 
^olarbreie(fen  liegen  ftet^  auf  einer  Äurt)e  II  (gig,  38).  5Den 
4  Strahlen  be^  Süfd)ete  A  bie  naä)  BC  AiBi  ge:^en,  entf¥>re- 
tf)en  im  ^olarf^fteme  bie  4  ^unlte  i)on  BC,  bie  auf  ben  ©eraben 
AC  AB  BiCi  AiCi  liegen,  alfo  ift  A[BCAiBi]  n  CBDE,  alfo 
aud^  A[BCAiBi]  tt  Ci[CBDE]  tt  Ci[CBBiAi]  n  Ci[BCAiB,], 
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njorau^  ber  @a^  folgt,  infofetne  bte  Beiben  ^projeftti^ifd^ett  SSüfc^el 
A[BCAiBi]  n  Ci[BCAjlBi]  bte  fragltd)e  Äuri^e  11  erzeugen* 

100.  S)er  unenbltc^  fernen  ©eraben  entf))ri(i)t  al^  ^ol  ein 
^nn!t,  ben  \m  ben  3JlitteI^nn!t  be^  ©i)ftem^  nennen  txiollen*  Siegt 
ber  5Jlittel))un!t  auf  ber  i^m  entf;pre($enben  unenblid)  fernen  @e=: 
raben  fettft,  fo  l^at  bai8  ©Aftern  eine  OrbnungiSlurbe  ü,  ber  bte 
unenblid^  gerne  afö  S^angente  angeprt,  einen  gaö,  ben  n)ir  aföbalb 
näl)er  fcetrad)ten  n^erben.  3ft  ^^^  ?9^ittet))unft  ein  eigentlicher  ^un!t, 
fo  lann  ba^  ©t)ftem  eine  £)rbnnng^!urt)e  l^aten  ober  nic^t  3^^^ 
(Serabe,  bie  bnrc^  ben  2JlitteI:p:tn!t  be^S  ©^ftentig  gel^t,  b.  l),  jebe 
polare .  eineiS  nnenblii^  fernen  ^unftei^ ,  nennen  tt)ir  ©itr(i)meffer 
beiS  @i)ftem^.  SBir  nennen  ferner  2  ©urc^meffer  fonjugirt,  tbenn 
fie  bur(^  2  einanber  toniugirte  ^un!te  ber  unenblic^  fernen  ®era:= 
ben  ge!)en;  liegt  ber  ?iJlittel:punIt  im  tlnenbli(^en,  fo  ge^en  aöe 
5)ur{f)ineffer  bur(^  ben  $ol  ber  unenblid)  fernen  ©eraben  felbft, 
b,  l).  fie  finb  unter  einanber  iparaüel,  unb  e^g  !ann  ba^er  in  biefem 
gaffe  t5on  !oniugirten  ©urc^meffern  ni(i)t  bie  Olebe  fein,  in  aüen 
anbern  gaffen  bilben  bie  Sonjugirten  2)ur($meffer:paare  einen  ini)0^ 
lutorifc^en  (Stral)lenbüf(^et  3^  biefem  inoolutorifc^en  SSüfi^el  i)on 
!oniugirten  S)ur(i)meffer:paaren  e):iftirt  nac§  31r,  40  immer  gerabe  1 
9ßaar  auf  einanber  fenlred^ter,  unb  biefe  nennt  man  bie  2l):en  be^ 
©^ftem^. 

5)iefe  Segriffe  finben  befonberiS  bann  !pra!tif(i)e  Sln^enbung, 
U)enn  baj8  (Softem  eine  DrbnungigJurOe  ]§at,  toe^toegen  tDir  biefen 
gaff  l)ier  no(^  befonber^  m%  Singe  faffen  tooffen: 

Sft  oom  SJlittelpunö  einer  Äuri^e  n  K  bie  Olebe,  fo  berftel)t 
man  barunter  ben  5ßol  ber  unenbliiS  fernen  ©eraben  in  bemjenigen 
^olarft)ftem,  ba^  burc^  bie  Orbnungj^furoe  K  \\vxX  \\t  %z^z  (St^ 
rabe,  ti:)eld)e  burd)  biefen  9Jlittel^un!t  gel)t,  l)eifet  S)ur($meffer  ber 
£uroe;  2  S)urd)meffer,  oon  benen  jeber  burc^  ben  ^ol  be^S  anbern 
ge'^t,  l)ei^en  tonjugirte  S)urc^meffer ,  biejenigen  beiben  Sonjugir^ 
ten  S)ur(^meffer,  toelc^e  pglei(^  auf  einanber  fenfred)t  fielen, 
2l):en;  fdmmtlii^e  ^aare  Jonjugirter  S)urd)meffer  bitben  bie  ent^ 
f))rei$enben  ©tra^len^aare  eineig  inbolutorLfd)en  ©tral^leuBüfc^el^, 
l^at  biefer  ini^olutorifd^e  Süfi^el  t?on  fonjugirten  Surd^meffern  2 
Orbnung^ftra^len,  fo  nennt  man  bie  Äurbe  n  eine  §^:perbel,  l)at 
er  feine  Orbnungs^ftral^len,  fo  l)ei^t  bie  Äurbe  @öi:pfe.   gragt  man 
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na#  ber  geometrtfd^en  iBebeutung  be§  Unterfd^tebe^,  ob  ber  mi^olut» 
®üfd^el  Orbnungsaelentente  l^at  ober  nid^t,  fo  ift  flar,  ba§  nur  ein  fol^^ 
(^er5Dur($meffer  fic^  jeKft  Joniugirt  fetnfann,  ber  bur($  feinen  im  Un== 
enblic^en  liegenben^ol  gel^t;  bie^t):perl3el{)atbemna(^2$unltentit  ber 
unenblic^  fernen  ©eraben  gemein,  in  benen  fie  üon  ben  polaren  biefer 
fünfte,  eben  ben  ftc^  felbft  lonjungirten  S)ur(^meffern,  fcerül^rt  ti^irb* 
©ie  6Ei))fe  lE)at  mit  ber  unenblid^  fernen  ©eraben  feinen  ^un!t  ge^ 
mein;  man  nennt  bie  beiben  fid^  felbft  lonjugirten  ©urd^meff er  einer 
§i):perbel  bie  2lf^m^toten  berfetten*  S)a  bie  unenbli(^  ferne  ©erabe 
bie  §^:perbel  fi^neibet,  bie  ©%fe  aber  rd^t,  fo  liegt  i^r  ^ol,  b,  ^, 
ber  3Jlittet:pun!t  ber  Äuröe  bei  ber  §^^erbel  au^er^alb  ber  Änri)e, 
bei  ber  ©Cftpfe  innerl^alb,  ^eber  55ur(^meffer,  alfo  au(^  beibe  2l):en 
einer  (äöi^fe  fd^neibet  bal^er  biefelbe,  toä^renb  i)on  ie  2  fonjugirten 
S)urd^meff ern ,  alfo  anä)  i)on  ben  beiben  2l):en  einer  §^:perbel  ber 
eine  fie  fd^neibet  ber  anbere  niä^t  2^  2  ©(^nitt;pun!te  eine^  £)ur(^== 
meffer^a  mit  ber  Äuri)e  II  ftel^en  öom  ?SJiittel:punft  grei($toeit  ab, 
infoferne  fie  burd^  xi)n  nnb  ben  unenblid^  fernen  ^unft  beig  ^uvä)- 
meffer^  l^armonifi^  getrennt  finb. 

Siegt  ber  ?!Kittel))unft  einest  ^olarf^ftem^g  im  Unenblid&en  felbft, 
fo  l^at  ba^  ©i)ftem  not^tt)enbig  eine  Orbnung^!nri)e,  ba  eb^n  ber 
?ERitteI))unft  auf  feiner  polaren  Hegt,  biefe  Orbnung^furi^e  i)eifet  in 
biefem  galle  Parabel  3llle  ©urd^meffer  einer  Parabel  finb  :paraael, 
nnb  ei8  fann  in  biefem  galle  \)on  foniugirten  ©urc^meffern  nid^t 
me()r  bieSRebe  fein;  bod^  nennt  man  an(^  bei  ber  Parabel  ben  einen 
immer  epftirenben  ©urd^meffer,  ber  ju  ben  il^m  fonjugirten  @era= 
ben  fen!rec^t  ift,  St^e  ber  Parabel,  unb  beren  ©(^nitt^unft  mit  ber 
Parabel  ben  ©d^eitel  berfelben  Äuroen  IL 

S)ie  SiKitten  aller  unter  einanber  paraMen  ©eignen  einer  be^ 
liebigen  ^urbell  liegen  in  bemjenigen  S5urc^meffer,  ber  foniugirt 
ift  bemienigen,  ber  ju  ben  ©eignen  ebenfalls  ^jaraUel  ift,  toeil  aEe 
biefe  SRitten  offenbar  bem  unenblic^  fernen  ^mlU  aßer  biefer  @e^= 
neu  Joniugirt  finb,  auc^  erließet,  ba§  bie  beiben  S:angenten  in  ben 
beiben  ®d^nitt:pun!ten  eine^  S)ur(^meffer^  unb  einer  Äuri)e  unter 
ftd^ ,  unb  mit  bem  loniugirten  5)ur(^meffer  :parallel  fein  muffen, 
©ie  Slangenten  in  ben  ©d^nitt^unften  einer  2l):e  unb  ber  ^ur^e 
(®d)eitel  ber  Äuri^e  genannt)  fielen  baljer  auf  biefem  fenfrec^t, 

SSetrac^tet  man  irgenb  einen  5)ur<^meffer  einer  Parabel,  ober 
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irgenb  eine  ju  einer  2lf^m^)tote  einer  §i):perbel  :parallele  ©erabe,  fo 
ftnb  je  2  !onjngirte  $un!te  auf  biejen  ©eraben  i)on  beut  enblic^en 
(S(^nitt:punfte  mit  ber  Äurbe  ßleii^  ti^eit  entfernt,  infoferne  fie  ja 
burc^  bie  Reiben  ®(^nitt:pun!te  ber  ©eraben  mit  ber  Äurt)e,  Don  benen 
einer  ber  nnenblic^  ferne  5ßnn!t  ifi,  :^armonif($  getrennt  fein  muffen* 

3ufa^.  J)iefen  gunbamentalfä^en,  i^eli^e  für  Änrtien  II 
aU  Orbnnnc^^furi^en  bon  ^olarf^men  gelten,  foö  l)ier  no(^  ein 
@a^  beigefügt  ttierben,  ber  aU  unmittelbare  golge  barau^  fic^  er- 
gie5t,  unb  auf  ben  tDir  uui^  in  ber  nä(i)ften  ©ntti^icHung  ftü|en 
muffen;  er  lautet: 

^at  man  irgenb  3  S^angenten  abc  einer  Äur^e  II  in  ben 
fünften  ABC,  unb  jie^t  man  oon  einem  biefer  fünfte  A  nad) 
bem  ©($nitt:pun!te  ber  Beiben  S:angenten  bc  eine  ©erabe  a^,  fo  tft 
a  unb  ai  Hxä)  bie  fteiben  fünfte  BC  I)armonif(^  getrennt  *), 

101.  ^n  Ue5ereinftimmung  mit  bem  bei  ben  frül^eren  Untere 
fu(^ungen  eingefc^Iagenen ©ange  legen  txiir  nn^  anä)  l^ier  biegrage 
jur  a3eanttt)ortung  t)or ,  oh  bie  berf($iebenen  in  3lv.  92  unb  93 
ermittelten  ?[Rögli(^!eiten  betreff  ber  Sageni)erl^ältniffe  2er  reci^)ro!er 
S^fteme  jebe^malige  golge  ber  tefonbern  Slrt  ber  Sejiel^ung  felbft 
ftnb,  ober  ob  man  bei  jeber  Slrt  ber  reci:pro!en  23ejiel^ung  beibe  ebenen 
©etoebe  hnxä)  gel)ßrige  SSerfi^iebung  in  eine  beliebige  ber  ertoä^nten 
möglt(^en  Sagen  bringen  lann.  Stimmt  man  ein  beliebige)^  gerabeiS 
©ebilbe  m  in  E,  fo  !ann  man,  n)ie  l^ier  aföbalb  beti^iefen  n^irb,  Ei 
immer  auf  2  Slrten  fo  auf  E  legen,  ba§  fämmtli(^e  ©tral)len  be^ 
entf:pred^enben  ®tra^lenbüf(^et^  Mi  burc^  bie  i^nen  entf:pre(^enben 
fünfte  t>on  m  gel)en,  fo  ba§  alfo  immer  enttx>eber  ber  %aU  eintritt, 
ba^  fammtlic^e  '^nntk  2er  ©eraben  auf  ben  i£)nen  entf^^red^enben 
©eraben  liegen,  ober  ber  gaß,  ba§  biefe^  blo^  mit  ber  einen  ©e^ 
raben  m  ber  gaG  ift.  Sßir  ti^erben  unten  bet^eifen,  ba§  ber  l^ier 
jule^t  ern)ä^nte  gaU  überl)au:pt  I)ö(^ften!6  nur  mit  8  ©eraben,  b,  f). 
alfo  bei  Serlei  Sage  ber  beiben  ebenen  ©etxsebe  eintrete,  fo  ba§  in 
aüen  anbern  ^^äßen  ber  erfte  gaU  eintreten  mu^. 

©a§  man  n)ir!li(^  ein  gerabe^  ©ebilbe  p  unb  einen  i^r  be^ 

*1  3[Ötr  nemten  2  (Elemente  AB  euie^  (Sletnentar^eBlIbeö  bmä)  2  i^ntn 
uncjletd^arttgc  Elemente  MN  etne^  anberii  !)ai"monifd)  cjetrennt,  tüenn  biefe 
Betben  ©lern  entarg  ebilbe  burd)  il)ren  6(^nitt  2  neue  (Elemente  beftinrnten,  bie 
bui'd)  A  B  l^armonif^  getrennt  finb. 
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ücMg  :proie!t.  ©tra{)lenMfd^eI  I  S  in  :perf:pelt.  Sage  Brittöen  fann, 
folgt  alfo:  @tttf:pre(^en  ben  3  ^ßunftett  afcc  3  ©tral^len  abc,  fo 
bef^reiBe  man  über  a  b  aU  @el)ne  einen  Ärei!§abfdE)nttt ,  ber  ben 
f^pifeenSBinM  ab  fa^t,  ebenfo  über  bc  einen  fold)en  Äreii3abj(^nitt, 
ber  ben  f^i^en  Sffiinfet  b  c  fafet ,  ber  i)cn  b  i^erfc^iebene  immer  e^t== 
ftirenbe  2te  @(^nttt^un!t  biefer  beiben  Ärei^abfi^nitte  bilbet  ben 
5yiittel:pnn!t  eine^  ©tral)lenbüf(^eB ,  ber,  ti^enn  man  il^n  ))erf^)e!t. 
auf  ba^  gerabe  ©ebilbe  ab  c  bejtei)t,  ju  bem  gegebenen  ©trabten== 
büfc^el  fongruent  ift,  tnfo ferne  bie  3  ©tral^Ien  abc  btefelben  2öin== 
M  einjd)liefeen,  ©olc^er  fünfte  erl}äft  man  aber  2,  nämlid)  ju 
jeber  Seite  'oon  abc  einen, 

©iefer  33elDei6  ftü^t  fid)  auf  einen  ©lementarfa^  öom  Greife, 
ben  'mlv  ber  Slnlage  ber  (Schrift  nac^  erft  in  unferm  2ten  Stjeite 
bringen  t^erben,  einen  I)iei)on  unabt)ängigen  SSeti^ei^  begnüge  ic^ 
mi($  in  feinen  Umriffen  I)ier  !urj  anzugeben,  aßät)tt  man  ^i<;\.  39 
auf  bem  ©tra^I  a  einen  feften  ^un!t  ai,  unb  läßt  man  eine  ©erabe 
fi(^  um  biefen  ^unft  au!^  ber  Sage  a  ftetig  breiten ,  fo  gilt  f)infic^tli(^ 
be6  SSerl^ältniffe^  a^  bi :  bi  q  folgenbe^S :  SBenn  bie  bett3egli(^e  ©e- 
rabe  alle  Sagen  'oon  sl  W  in  bie  ju  c  ^parallele  Sage  burd)Iauft,  fo 
änbert  fic^  ber  SBertI)  biefe6  SSerI)ättniffe!^  ftetig  enttijeber  n^ac^fenb 
t)on  —  00  biig  0,  ober  abne^menb  x>on  +  oo  bi^  0,  t»orau!8gefe^t, 
ba§  man  ©etreff  beiS  95or jeic^eUiS  ber  ©tretf en  a^  unb  b  c ,  bie  in 
ytv.  7  aufgefteüte  3tegel  gelten  Id^t,  je  nad^bem  bie  ®re{)ung 
in  bem  einen  ober  in  bem  anbern  ©inne  gef(^ie'^t.  ©^  giebt  bal^er 
notf)tDenbig  unter  alten  biefen  ©eraben  gerabe  eine,  ti)el(^e,  t^enn 
man  il^ren  jum  ©tral^lenbüfd^el  S  :perf:pe!t.  ©c^nitt  aU  ju  p  (abc) 
Jproielt.  betrai^tet,  jugleic^  ju  if)m  aijnlxä)  ift  nai^  5ftr.  11-  3^f^fe* 
2lffe  ju  biefer  fraglid)en  ©eraben  :paral[ele  ©d^nitte  be^  Strahlen* 
büf<i)efö  finb  aber  unter  fid)  unb  alfo  anä)  ju  p(abc, ,)  d'^nlic^, 
unb  unter  i^nen  mu^  e^  bal)er  ftet§  gerabe  2  gegen  ben  Mttel^ 
;punlt  S  fi)mmetrif(^  liegenbe  ©erabe  geben,  beren  Schnitte  gu  p 
(abc.)  ^ugleid)  fongruent  ftnb. 

Um  ju  ermitteln,  ob  2  recüprole  ebenen  ©ett)ebe  fi(^  ftet)8  ju 
einem  ^olarf^ftem  tjereinigen  laffen,  beachte  man,  ba§  atöbann 
Jeber  ©eraben,  alfo  auc^  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  berfelbe  ^unft 
in  bo;p:peltem  ©inn  entf:pre(i)en  muffe,  ei§  muffen  bal)er  notl)n)enbig 
x>ox  attem  bie  beiben  ?Ulittel:pun!te  auf  einanber  gelegt  \t)erben,  ba^^ 
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mit  bie  fraglid^e  SSebinc^unfl  ti)emg[teni8  für  biefe^  ^ßaar  entf:pre(^en== 
ber  Elemente  errei(^t  ift,  ba;^  ^ter  bie  ©teöe  i)on  P  unb  p  in  5Rr.  92 
t)ertritt,  unb  bie  ber  ertt^ä^nten  ©ebingung  untertt^orfen  bleiben, 
man  mag  bie  eine  ©bene  um  ben  gemeinfamen  ?[Jlittel:punft  breiten, 
n)ie  man  Vüiö.  Ob  aber  bie  int)olutori|d^e  Sage  ti)ir!lic^  erreicht  ift^ 
bafür  t)aben  tx^ir  in  91r,  93  unb  95  i;)erfd)iebene  Äennjeid)en  aufge^ 
fü^rt;  eineig  ]üi)xt  jebcx^  l^ier  am  fürjeften  jum  QkU,  nämlid^  bai^, 
ba§  ber  ©tral^lenbüfi^el  P  unb  baj^  entj':pre(^enb  gerabe  ©ebilbe  in^ 
t)olutorij(^  liegen,  bie  fünfte  'om  p  tijerben  aber  in  biefem  gatte 
angebeutet  burd^  bie  ®tral)len  eine^  ©tral)lenböf(^el^,  beffen  TOittel^ 
:punlt  ebenfaüig  in  P  gebat^t  wxhtxt  lann,  jo  ba§  P  o,U  Sräger 
2er  :proieft,  ©tral)lenbüj(^el  ju  betrai^ten  ift,  beren  entf))rec^enbe 
©trauten  in  bem  SSerl^ältni^  ju  einanber  ftel^en,  ba§  jeber  ©tra^l 
beig  erften  bem  unenblic^  fernen  fünfte  Don  bem  entf:pre(^enben 
©tral^l  beg  2ten  entf:pric^t;  biefe  beiben  ^)roje!tit)if(^en  Süfd^el  fön= 
nen  aber  nad)  3^r.  40  immer  auf  4erlei  2lrt  inbolutorifd)  gelegt 
mxh^n ;  bejeid)nen  mir  nämlid^  bie  beiben  ^paare  fenfrec^ter  ©trau- 
ten, bie  einanber  entf:pred^en ,  burd)  aboberaib^  unb  unterf (Reiben 
ii^re  beiben  §älften  bur(^  beigefe^tea  unb  b  t)on  einanber,  fo  mu§  ftet^ 
bi  auf  a  unb  b  auf  ai  gelegt  tx)erben.  Sabei  fann  aber  immer  a»  auf 
bia  ober  auf  bi^  ^u  liegen  !ommen,  unb  ebenfo  ba  auf  a^a  ober 
auf  anj  in  2  ber  4  mögli(^en  Sagen  ))abtn  bie  beiben  ini^olutorifc^en 
23üf^et  Orbnung^elemente  mn,  in  ben  beiben  anbern  nic^t,  tr^ic 
bieig  Sltteig  bie  gig,  40  ol)ne  heitere  ©rflarung  anf($auli(^  ma(!^en 
toirb,  ^n  ben  beiben  gäKen,  in  benen  bie  beiben  ©tral^lenbüfc^el 
Orbnungj^elemente  l^aben,  liegen  offenbar  2  unenblic^  ferne  fünfte 
auf  il)ren  polaren,  unb  baö  ^olarf^ftem  ^at  bat)er  2  §i^:perbeln  ju 
£)rbnung§!uri)en.  ©iefe  beiben  §i):perbeln  l)aben  benfelben  ?!Jlittel' 
))un!t  biefelben  Slf^m^toten  unb  2lj:en,  unb  unterf($eiben  fii^  nur 
babur(^,  ba^  bie  eine  in  ben  einen  ber  beiben  2lf^m:ptotentoin!el 
befd)rieben  ift,  bie  anbere  in  ben  anbern,  toie  man  al^balb  barau^ 
ernennt,  ba^  ein  S)urc^meff er ,  ber  bie  eine  ber  beiben  §^:perbeln 
f($neibet,  alfo  2  Orbnung^elemente  für  bie  ^n^^^olution  !oniugirter 
fünfte  t}at,  bie  anbere  ni(^t  fd^neibet,  ba  bie  fragliche  ^noolution 
ionjugirter  ^nnlk  im  2ten  gaHe  !eine  Orbnung^elemente  befi^t,  ^n 
ben  beiben  anbern  gdEen,  in  benen  !eine  Orbnung^ftra^len  t)orl)anben 
finb,  ^at  ba^  Softem  enttx>eber  feine  Orbnung^furoe ,  ober  biefelbe  ift 
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bur($  eine  ©Ilipfe  bargefteßt.  Um  gu  unterfd&eiben,  ti>mn  ber  eine  unb 
xoann  ber  anbere  biefer  beiben  gälle  eintritt,  gel)t  man  am  be[ten 
i)on  einer  berjenigen  Reiben  Sagen  an^,  in  tt)el(^en  bie  Orbnnngi^- 
Inrtje  eine  §^per6el  ift.  S5rel^t  man  nämli(^  in  biefem  gaöe  ba^  eine 
©etDebe  um  irgenb  eine  ber  fceiben  2l)cen  ber  §^:perbel,  fo  bleibt 
offenbar  in  beiben  gaGen  ba^  ®t)ftem  ein  ^olarf^ftem,  attein  Ieine!g== 
fällig  fann  bie  Orbnungj^lurt^e  eine  ^^:perbel  fein,  njeil  ber  Slnblidf 
ber  gigur  41  al^balb  ergiebt,  ba^  burc^  eine  fold^e  ©rel^ung  \oroo^ 
an^  bem  2ten,  aU  and)  anß  bem  3ten  gaC  ftet^  entti^eber  ber  Ifte 
ober  ber  4te  fic^  ergiebt.  3lIIein  bai3  3flefultat  änbert  ft(^  tx)efentli(^, 
je  nad)bem  man  bie  reelle  *)  Sl^e  ber  §^!perbel  ober  bie  ibeeUe 
(ober  imaginäre)  afö  S)re^a):e  tcaljlt,  im  erften  gaü  i)aben  filr  beibe 
2lrten  bie  ^ni^olution  üon  foniugirten  5ßunlten  Orbnung^elemente, 
alfo  erl)alt-  ba^  ^olarft)ftem  eine  Orbnungj^lurbe ,  bie  beibe  2l^en 
bei3  ®^ftem^  fc^neibet,  alfo  eine  @IIi))fe,  im  2ten  galle  ^at  feine 
3ni)olution  i)on  lonjugirten  fünften  auf  ben  beiben  St^en  Orbnungs^^ 
elemente  unb  e^  fann  ba^er  anä)  feine  Orbnungfurt>e  geben» 

©iefer  Sßcmi^  ift  offenbar  blo^  giltig  für  ben  gaU,  bafe  bie 
unenbli(^  ferne  ©erabe  bie  beiben  i^r  entf:pre^enben  fünfte  ni(^t 
in  fi(^  enthält,  finbet  biefe)8  aber  ©tatt,  fo  überjeugt  man  fi(^,  ba§ 
ei3  im  2lCgemeinen  nic^t  mbofiä)  ift,  bie  beiben  ebenen  ©etoebe  fo  auf 
einanber  ju  legen,  ba§  ein  ^olarf Aftern  entfielet,  benn  bringt  man 
bie  (gbenen  in  bie  Sage,  bafe  bie  beiben  ber  unenblic^  fernen  ©era^ 
ben  entf:prec^enben  fünfte  in  einem  ^unft  U  fi(^  i^ereinigen,  toasS 
ia  ftet^  notl)toenbig  ift,  fo  muffen,  toenn  jeber  ©tral)l  beig  ^araHet 
ftra^lenbüfc^el^ ,  beffen  2Jlittel:punft  jener  ^unft  U  ift,  bem  i^m 
entf:pre(f)enb  unenbli(i)  fernen  fünfte  in  bo:p))eltem  ©inne  entf:pre^ 
c^en  foG,  jene  ^aralletftra^lenbüf(^el  in  folc^e  Sage  gebracht  toerben 
fönnen,  ba§  au^er  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  no(^  2  ©tral^len 
(tijeil  bann  alle),  bie  benfelben  beiben  unenbtic^  fernen  ^punften  ent== 
f:pre(^en,  auf  einanber  ju  liegen  fommen;  fd)on  biefej^  ift  offenbar 
im  Slllgemeinen  ni(^t  möglich,  unb  tro^bem  reicht  nic^t  einmal  bie^ 


*)  2(Jlan  nennt  „reeUe"  5Ire  einer  ^^petBel  bieientge,  tt»etd^e  bie  ^uvot 
in  2  fünften  fd^neibet,  unb  bie  i^r  fonjugirte  bk  tbeelle,  ^u^bxMt  bie  fid^ 
auf  bie  @ri)^e  be^  ^tpif^en  btn  ©c^ittpunften  ber  ^ri?e  enthaltenen  ^xen= 
ftücte^  l^e^iel^en. 
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feö  l^ttt,  um  ein  5PoIarf Aftern  ju  txf)oXkn,  infofeme  befanntlic^  ein 
recüprofeig  ©Aftern  babur($  no(^  burd^aui^  nid^t  ein  ^Polarf^ftem  ift, 
ti^enn  einem  geraben  ©ebilbe  ein  ©tra!^lenbüf(i)el,  beffen  2ÄitteI:punft 
auf  beffen  Sträger  liegt,  in  bo:p:peltem  ©inne  entf:pri($t  S)ie  3ie^ 
bingung,  ^el($e  noc^  erfüllt  fein  mufe,  lä^t  \iä)  atfo  einfa(^  fo  au^== 
brüdfen:  Setrad^tet  man  einen  ©urc^meffer  aU  S:räger  eine)§  ge^ 
raben  ©ebilbe^  beiS  einen  @tvotU^,  fo  beftimmt  ber  bemfetten  ent== 
f^reÄenbe  ^ataHelftral^Ientüfc^el  auf  bem  Surc&meffer  beiS  anbern 
ebenen  @ett)ebe§ ,  ber  bemfelben  unenblid^  fernen  fünfte  tx>ie  ber 
t)orige  entf:pric^t,  bnrc^  feinen  (Schnitt  ein  gerabeig  ©ebilbe,  ia^  bem 
erfteren  äl)nli(^  ift;  ge:^t  bie  2le:^nli(^feit  in  Äongruenj  über  (unb 
ttjenn  ik^  M  2  ber  3lrt  jufammengef)örigen  2)ur(i)meffer  ber  gaH 
ift;  fo  ift  z^  Bei  allen  ber  gaü)  fo  ift  ein  ^olarf^ftem  mögli^,  ift 
ba^  nid^t  ber  gaö,  fo  ift  auc^  Mn  ^olarfi^ftem  mögli(^. 

Um  nun  nod)  bie  oben  berüljrte  grage  ju  erlebigen,  n^ann  in 
bem  juerft  betrachteten  i^alle  2  gerabe  ©ebilbe  il^ren  entf))red^enben 
©tra^lenbüfd^eln  :perf:peftioifd^  finb,  unb  to<xnn  nur  eine,  fo  !el)ren 
tDir  lieber  bie  ©ac^e  um,  unb  fe^en  t>oraus3,  ha%  ia^  rertprofe  @^^ 
ftem  blo§  eine  einzige  ©erabe  p  entl^alte,  bie  ))erf:pe!t.  ju  i^rem 
entf:pre(^enben  ©tral)lenbüfc^el  P,  unb  jtnar  in  bo)):peltem  ©inne  ift. 
gäEt  man  nun  DonP  auf  p  einen  ^er^^enbtfel,  unb  bret)t  ba^  eine 
ebene  ©etDebe  um  biefen  ^er^)enbiM  um  180  0,  fo  erhält  man  offene 
bar  ein  ^olarfi^ftem,  infoferne  bie  p  bem  P,  unb  ebenfo  ber  frag^ 
li(^e  g^er))enbi!el  bem  in  il^m  entkräftenen  gu§))un!t  Q  unb  ebenfo 
bie  ))arallel  p  burc^  P  gezogene  ©erabe  r  bem  in  il)r  entl^altenen 
unenbli(^  fernen  ^unft  mn  p  in  bo:p:peftem  ©inne  entf:prec^en,  S)a^ 
fo  er^aftene  ^ßolarf^ftem  l§at  fomit  eine  Orbnung^Sluroe  unb  jmar 
notl^toenbig  eine  §^))erbel,  beren  eine  3lf^m:ptote  r,  unb  bereu  eine 
Sangente  ber  ^er^enbifel  PQ  ift  f.  gig.  41. 

2ludr  bei  biefem  23e*n)eife  ronxit  i)orau8gefe^t,  ba|  ber  ^un!t  P 
nic^t  auf  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  liege,  um  ju  unterfud)en, 
in  tijel(^em  gaE  einem  unenblic^  fernen  fünfte  P  bie  (£igenf(i)aft  ju^ 
fommen  finm,  ba§  bie  burc^  i^n  ge^enben  5parallelftral)len  burd^ 
bie  i^nen  entf:pre($enben  fünfte  ber  ©eraben  p  gelten,  unb  bafe  P 
unb  p  babei  einanber  in  bo:p:peltem  ©inne  entf:predren ,  tx)a^  jur 
golge  l)at,  ba§  bem  23üfd§et  P  unb  bem  geraben  ©ebilbe  p  biefe 
©genf(^aft  aUein  jufommt,  beachte  man  folgenbe^:    aSor  Slüem 
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mufe  in  biejem  gaUe  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  ber  unenblic^ 
ferne  ^unft  i)on  p  entf:pre(^en;  ferner  mu^  ab^v  and)  i)on  ben  bels 
ben  SSebin^nngen,  ti^eld)e  l^ier  oien  anfgefteHt  n^nrben,  tx^enn  ein 
rect:profe!§  ©^ftent  tt)ie  ba§  l)ter  I6etra(^tete  gu  einem  ^olarfi)ftem 
foöe  ti^erben  lönnen,  bie  2te  J^ier  antreffen,  i[t  ater  biefe  SSebim 
gnng  erfüllt,  fo  !ann  man  jebe  jn  p  ))arallele  ©erabe  pi  be^  einen 
©eti^ebeig  fo  anf  bie  p  p  :paraMe  ©erabe  p2  be)3  anbern,  tt)el($e 
bemf elften  nnenbli(^  fernen  ^nntt  iDie  pi  entf:pric^t,  legen,  ba§  mit 
i^nen  ber  fragliche  gatt  tüirllic^  eintritt, 

©^  fann  bal;er  in  ben  Reiben  reci^profen  ©et^eben  blo§  8  ©e? 
rabe  p  geben,  benen  bie  @igenfd)aft  jn!ommt,  ba§  fcei  einer  gel^ö? 
rigen  ©re^nng  ber  beiben  ©etx)ebe  fie  aKein  nnb  jtt^ar  in  bo:p:peltem 
©inne  i^rem  entf:pre(^enben  ©tral^lenbüf(^el  :perf:pelt  finb,  nnb  bie 
anf  folgenbe  2lrt  gefnnben  wrben:  man  lege  gig,  41  bie  ©etüebe 
fo,  bafe  fie  ein  ^olarf^ftem  mit  einer  §^:perbel  al^  Orbnnng^^Jnri^e 
^al)en,  jie^e  an  biefe  §^:perbel  eine  Sangente,  bie  pgleic^  fenlred^t 
anf  einer  iljrer  2lf))mptoten  ftel)t,  bie  ©erabe,  tx)eld§e  bnri^  ben  ^e? 
rül^rnng^^^nnft  Q  ^arattel  berfelben  2lf^m))tote  gebogen  toirb,  ift  eine 
i)on  ben  8  ber  5lrt  möglii^en  ©eraben  p, 

3nfa^.  '^u^  biefem  23etijeife  folgt  jeboc^  blo§,  ba§  tDenn 
ber  ertx)äl)nte  galt  (Ifte  gaü  in  'Rx.  93)  überl;an:pt  eintreten  foGe, 
bann  fclo^  biefe  8  alfo  beftimmten  ©eraben  bie  Spotte  'oon  p  üfter^ 
nehmen  lönnen,  nnb  e^  mn%  ba^er  noä)  na(^getx)iefen  tx)erben,  ba§ 
ti)enn  man  ba^  eine  ©eti^ebe  nm  Un  ^4^er:penbifel  PQ  nm  180^  brel)t, 
bann  am^  aöemal  biefer  galt  ti^irllii^  eintrete;  biefeig  folgt  aber 
mit  ^lot^toenbigleit  baran^^ ,  bafe  je  2  loningirte  ^nnfte  toie  a  Ot 
t)on  p  'oon  bem  a3erü^rnng^))nn!te  Q  glei(^ti;)eit  abftel)en,  infoferne 
fie  bnrc^  Q  unb  ben  nnenbli(^  fernen  ^nnö  anf  p  l^armonifc^  ge- 
trennt finb,  nnb  alfo  not^tx^enbig  nad)  ber  5)re:^nng  hmä)  jeben 
Sunnit  bie  il)m  entf^red^enbe  ©erabe  gel^t 

©inb  bie  beiben  Slfi^m'p toten  anf  einanber  fenfre(^t,  fo  ftelten 
fie  felbft  bie  oben  ertx>a£)nten  Sangenten  bar,  nnb  e^  ift  ba^er  nnr 
bei  2erlei  Sage  ber  beiben  ebenen  ©etoebe  ba§  fraglid)e  3^efnltat  ju 
erzielen,  ba^  alte  fünfte  einer  ©eraben  in  ben  il)nen  entf:pre(^en^ 
ben  ©trauten  liegen,  nnb  au^  biefe  beiben  Sagen  nnterf d)eiben  \\ä) 
blo§  fd)einbar,  infoferne  man  fi(^  leid)t  xiberjengt,  ba§  bei  ber 
S)re:^nng  um  eine  ber  beiben  fenlrec^ten  Slf^m^ptoten  ftet^  fämmt^ 
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lic^e  fünfte  bcr  unenbüc^  fernen  ©eraben  auf  ben  i^nen  entf^jres 
d^enben  ©tral^len  liegen. 

Siegt  ber  ?l}littel))unft  im  Unenblid^en,  unb  l)at  alfo  ba^  ^o^ 
lax\t)\km,  in  bem  man  bte  Reiben  ©eii^ebe  jufammenfügen  fann, 
eine  ^arafcel  ate  Orbnungi^furi^e ,  fo  l^at  offenbar  bie  Sangente, 
mlä)t  im  ®(i)eitel  ber  Parabel  an  fie  gebogen  ti?erben  !ann,  ebem 
faUi^  bie  (£igenf(^aft,  bafe,  tijenn  man  um  fie  bai^  eine®etnebe  brel^t, 
atebann  aöe  fünfte  einer  ©eraben,  nämlid^  alle  fünfte  ber  2lxe 
in  ben  it)nen  entf:pre(^enben  ©eraben  liegen,  benn  auc^  in  biefem 
galle  finb  [a  je  2  loniugirte  ^un!te  ber  2l^e  ftet^  in  glei(^er  6nt^ 
fernung  t>om  Scheitel  gelegen;  ^a^  ©entrum  bei^jenigen  (Stral^len* 
büf($el^,  ber  für  beibe  ©etxiebe  ber  ^x^  afö  feinem  entf:pred^enben  ge- 
raben  ©ebilbe  :perf:pe!t  i[t,  liegt  in  biefem  gälte  im  Unenblic^en 
auf  ber  ©d^eiteltangente. 

©inb,  um  in  unfrer  Unterführung  einen  Schritt  ti^eiter  ju 
gelten,  bie  beiben  ©etijebe  ti^ieber  in  bie  Sage  eineig  5ßolarfl)ftem^ 
mit  einer  Orbnungöfuröe  gebrai^t,  unb  brel}t  man  ba^g  eine  um 
eine  beliebige  2:angente  q  ber  Orbnung^furöe  um  180^,  fo  ^an^ 
belt  e^  fid^  barum,  ob  t^  S^angenten  berfetben  giebt,  txield^e  gu  iener 
feften  Sangente  fenfrec^t  finb,  ift  biefeö  ber  galt,  fo  tritt  immer 
l^infi(^tli(^  ber  Sage  ber  reci:profen  ©etoebe  nac^  ber  ©re^ung  ber 
gaU  ein,  ba§  für  bie  beiben  ©etoebe  aüe  fünfte  2er  ©eraben  ab 
in  ben  entf:pre(^enben  ©trauten  2er  (Stra^lenbüf(^el  AB  liegen, 
toobü  jebod^  für  ba^  eine  ©ett)ebe  bie  2  ©eraben  ab  ben  ©traljlen- 
büfi^eln  AB,  für  ba^  anbere  bagegen  umgefel^rt  ben  ©tral^len- 
büf(^eln  BA  entf:pre(^en.  S)ie  beiben  ©eraben  ab  finb  biejenigen 
©eraben,  ti^eli^e  i)on  bem  23erü^rungi^:pun!te  Q  auf  q  nad^  ben  Se- 
rül^rungig^punöen  M  unb  N  ber  beiben  auf  q  fenlrei^ten  Sangenten 
m  unb  n  gelten.  S)ie  beiben  2JJittel:pun!te  AB  liegen  auf  q  unb 
in  ben  beiben  fenlrec^ten  Sangenten,  b.  ^.  fie  finb  im  ^olarf^ftem 
öor  ber  S)rel)ung  bie  ^ole  t)on  ab,  bie  im  a3erül)rung^))un!te  Q  auf 
ber  Sangente  fenlre^te  ©erabe  p  entf^pric^t  bem  fünfte  P  i)on  q, 
ber  t)or  ber  S)rel§ung  i^r  ^ol  tüar,  au^  naä)  ber  S)rel)ung  in  bo^p« 
geltem  ©inne,  babei  ift  fotool)l  qapb,  al^  ami^  QAPB  ein  l^ar^ 
monifd^er  Söurf. 

5Der  Settjeiö  ergiebt  fi(^  alfo:  offenbar  ift  p  (f.  b.  gig.  43 
unb  öergl  bie  obige  iöe^eii^nung)  bie  einjige  ©erabe,    todä^t  au^ 

^faff,  neuere  ©comettic.  9 
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nad^  bet  ©re^^unc^  um  q  noä)  bem  fünfte  P  in  bo))))ettem  ©Itine 
entf^rii^t  (91),  babei  fönnen  na(^  bev  Sre!)ung  leine  2  t)ori)er  fon* 
Jugirte  fünfte  i)on  p  auf  einanber  ^u  liegen  !ommen,  ba  bag  'oox 
©re^ung  int)olutorij(^e  gerabe  ©eMtbe  p  um  einen  feiner  Reiben 
Orbnung^^^unfte  gebre^^t  ti^urbe  (5Rr,34);  bie  Reiben  fen!re(^ten  San^ 
genten  m  unb  n  gel)en  hnxä)  iJ)re  entf))re{$enben  fünfte,  unb  ^voax 
entf^ric^t  ber  m  aU  einem  (Slemente  be^  einen  ©ewebeg  ber  ^unft 
M  fetbft,  toai)xcxio  ii)m  afö  ©lement  be^  anbern  ©emebei^  ber  ^untt 
Ml  entf:pri(^t,  ber  t)on  q  ober  B  eben  fo  xx>zit  abftel)t  aU  M:  S)ie 
4  ©tral)ten  qapb  bitben  be^tt^egen  einen  ]^armonifd)en  SBurf,  t^eil 
bie  4  ^^unÖe  PNRM,  bie  not:^tt>enbig  in  1  ©eraben  liegen,  einen 
]^armonif(^en  Sßurf  bilben,  ba  aber  pq  auf  einanber  fen!re(^t  |tel)en, 
fo  l^albirt  p  unb  q  ben  Sffiinlel  ab,  ba^er  mufe  bann  M^  in  b  unb 
Ni  in  a  liegen»  §iebur(^  finb  alle  im  obigen  ©afee  angefül)rten 
93el^au^tungen  Beti^iefen  naä)  93. 

3ft  bie  Orbnung^furoe  eine  ©Hi^fe,  fo  giebt  eiS  für  jebe  San^ 
gente  p  2  gugeprige  fenfre(i)te  m  unb  n.  ^\t  fie  eine  §^^erbel, 
fo  giebt  e^  enüi^eber  leine  fold)e  Sangente  q,  wenn  ber  Slf^m^toten^ 
tt)infel,  in  bem  bie  §t):perbet  liegt,  ein  [tum:pfer  i[t,  ober  e)3  giebt 
eine  bloJ3  bef(^rän!te  ^a1)L  Sie  ©renje  biefer  Sangenten  füt)ren 
ju  ben  oben  enttoidelten  gäGen,  in  toel(^en  man  bloß  1  ©erabe 
erhält,  bie  i^rem  in  bo:p^eltem  Sinne  jugeorbneten  ©tra^lenbüfi^el 
:perf^eft.  ift;  ift  bie  £)rbnungö!uri)e  eine  ^arabel  gig,  44,  fo  giebt 
eiS  gu  jeber  Sangente  immer  nur  eine  ju  il)r  fen!red)te  m,  unb  e^ 
fd^eint  bal)er  bie  obige  23etoei!gfü^rung  ni(^t  me^r  ju  Raffen;  allein 
man  überzeugt  fid)  bO($  balb,  ba§  aud)  ^ier  ber  fragli(^e  galt  eben 
fo  eintritt;  bie  2te  fenfre(^te  Sangente  n  toirb  l)ier  fo  ju  fagen 
loon  ber  unenblic^  fernen  Sangente  ber  ^arabel  vertreten,  n)e§tüegen 
au(^  bie  2te  ©erabe  b  nad)  bem  aSerüljrung^punft  biefer  unenblit^ 
fernen  ©eraben  gel)t,  b.  i).  in  bem  ©urd^meffer  burdf)  Q  übergel^t, 
unb  ebenfo  ber  2te  ?iJiittel^unft  B  xn^  Unenblidie  l)inaugrüdt,  \t>aii^ 
renb  A  in  bie  ^itte  jtoifc^en  P  unb  Q  ju  liegen  lommt.  ©a  näm^^ 
li(^  m  unb  p  :paraüel  finb,  fo  ift  bie  polare  PM  i^reig  ®ä:)nitU 
:punfte!8  ein  ©urc^meffer ,  bal^er  ift  an^  bemfelben  ©runbe,  toie  bei 
bem  entf^rec^enben  Sl)eile  be^  t)origen  SSett^eifei^,  ber  äöurf  p  a  q  b 
ein  l)armonif(^er,  toennb  ben  S)ur(^meffer  in  Q  bebeutet;  ber  SBin* 
fei  ab  toirb  alfo  t^ieber  burd^  p  unb  q  ^alUxt    5Da  ferner  ie  2  !btt^ 
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iucjtrte  ^punfte  beö  S)ur(^tnefferi8  ijor  ber  ©rel^itns  Don  Q  gleid^ 
tx)eit  a'bftel^en  unb  bie  polare  eine^  jeben  berfelBen  ))arallel  ber 
5)re:^a)i:e  q  ift,  fo  i[t  l^terauiS  erfi(^tlic^,  ba^  tiad^  ber  S)re:^ung 
jeber  ^unlt  t)on  a  unb  b  auf  ber  tljnt  entf^rei^enben  ©eraben  bei3 
5ßaraIIelftra^Ienbüf(^efö,  beffen  ?!JtitteI^)un!t  ber  unenbU(^  ferne  S^mtt 
t)on  q  tft,  liegt,  bie  fünfte  t)on  b  febod)  aU  ©lemente  beiSienigen 
@ett?ebei^,  'vozldcjt^  niä)t  um  q  gebrel^t  ti^urbe,  bie  t)on  a  bagegen  aU 
©lemente  bei^jenigen  @tmU^,  ha^  um  q  gebrel)t  iDorben;  ba§  A 
ba6  Zentrum  be^  2ten  @tra^tenbüfd)ete  ift,  ber  ju  ben  Beiben  ©e^ 
raben  a  unb  b  eBenfaü^  :perf:pe!t*  ifi,  läfet  \iä)  itoax  ebenfalls  leidet 
bireft  fieti^eifen,  folgt  aber  unmittelbar  barau^,  ti^eil  bie  beiben 
©tral^len  m  unb  q  h\xx6)  bie  il^nen  entf:prec^enben  $un!te  tjon  a 
unb  b  gel)en, 

§at  man  bie  ©etxiebe  ti^ieber  fo  gelegt,  bafe  fie  ein  ^Polar^^ 
f^ftem  mit  einer  ®l[i:pfe  ober  §t)^erbel  aU  Orbnung^!urt)e  tilben, 
tt^alß  in  ber  föbene  einen  feften  ^unft  Q,  unb  brel)t  um  biefen 
nun  bie  eine  ©bene  auf  ber  anbern  um  180^,  fo  bleibt  1)  ba^ 
^olarf^ftem  ein  ^olarf^ftem,  tüenn  ber  ©ret)^)un!t  S!Kittelpun!t 
ber  Äuri)e  n)ar,  unb  l^at  ebenfaß^^  eine  Orbnung^furoe;  2)  iein 
$un!t  beö  recüprolen  ©i)ftemi3  liegt  auf  ber  xi)m  entf:pre(J)enben  ©e^ 
raben,  ti^enn  ber  5)rel^:pun!t  ein  innerhalb  ber  Äuroe  gelegener 
$puntt  ttjar;  3)  eine  ©erabe  p  (ber  jum  S)rel)))unft  gel)ßrige  '^nxä)^ 
meffer)  entf:pri(^t  in  bo^lpeltem  ©inne  bemfelben  fünfte  P  (bem 
unenblid^  fernen  auf  ber  jugel)örigen  Stangente  q),  unb  auf  biefer 
©eraben  p  giebt  e^  einen  einzigen'  ^unft  Q,  ber  auf  ber  i^m  ent^ 
f:pre(^enben  ©eraben  q  liegt,  tuenn  ber  2)rel^:pun!t  auf  ber  Äuröe 
felbft  liegt;  4)  aöe  ^nntk  einer  Äuri)e  11  liegen  auf  i^^ren  ent- 
f:pre(f)enben  ©eraben,  n^enn  Q  aufeer^alb  ber  Äuri)e  liegt,  unb  ^xoax 
ift  biefe  ^uri)e  eine  (SUi:pfe  ober  §t):perbel,  ie  nad^bem  bie  Orb^ 
nungi8furi)e  eine  ©Hiipfe  ober  §^:perbel  tt>ar,  in  beiben  fällen  aber 
ift  ber  5)re^))un!t  Q  ber  aJlittel))un!t  ber  fraglid)en  Äuri^e. 

S)ie  aiid^tigfeit  für  ben  gaff  1)  ergiebt  fid^  unmittelbar  auö 
ber  ^Betrachtung ,  bie  l^ier  oben  angeftefft  ti^urbe  inm  SSeweife,  bag 
2  reci:pro!e  ©etDebe  immer  ein  ^olarf^ftem  bilben  !önnen,  für  2)  toirb 
ber  3laä)rod^  alfo  geliefert:  jiel^t  man  burd)  Q  irgenb  eine  ©erabc 
(f.  §tg,  45) ,  f 0  Jönnen  nad^  ber  ©rel^ung  blo§  foli^e  fonjugirte 
§Punfte  auf  einanber  ju  liegen  fommen,  (unb  l^ierauf  fommt  eö  ja 
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offenbar  an,  )^^nn  eine  ©erabe  md)  ber  5)re]^uncj  burc^  ben  % 
entf:prec^enben  ^unft  auf  ai  gel)en  foll),  bte  i)or  ber  2)ret)ung,  b»  ^» 
im  ^olarf^ftem  auf  entgegengefe^ten  Seiten  t)on  Q  lagen,  es^  fem- 
tuen  bal)er  bei  biefer  Unterfud)ung  nur  bie  fünfte  öon  ab  in  Se= 
tra{f)t,  ti)el(^e  jn)if(^en  Q  unb  ber  3Jiitte  ber  ©el)ne  a  h  liegen,  ©inb 
nun  M  unb  Mi  gig,  45  2  folc^e  foniugirte  fünfte  im  ^C)larft)ftem 
fo  ift,  ba  MaM-b  ein  l)armonifc^er  S5urf,  Ma  größer  aU  M^a, 
alfo  um  fo  meljr  QM  größer  al^  QM^  unb  M  unb  M^  !önnen  ba= 
Ijer  nie  auf  einanber  ju  liegen  !ommen,  ti^enn  bie  eine  @bene  um 
Q  gebrel^t  tcirb;  für  3)  i[t  ber  ^z'vod^  berfelbe  tx)ie  in  bem  gaffe, 
tt30  bie  eine  ©bene  um  eine  S^angente  umgefla:p:pt  tDurbe,  nur  ift 
5Rormale  unb  S)ur(^meffer  ju  Dertaufc^en;  für  4)  enblii^  ergiebt 
fid)  bie  3li(^tig!eit  au^  einer  ganj  ä^nlici)en  S3etra(^tung  t^ie  für  2) 
auf  jeber  burd^  Q  gel^enben  ©eraben  erl)ält  man  nämlid)  ein  ^aar 
fonjugirte  fünfte  MM^  bie  i)on  Q  gleich  tx)eit  abftel^en,  fo  bafe, 
totnn  eine  ber  beiben  ©benen  gebveljt  voixh ,  fotDoljl  bie  burd)  M, 
ali§  bie  i)uxä)  M^  gel^enbe  ©erabe  aföbann  burd)  il^ren  entfpred)en^ 
ben  ^un?t  Mi  unb  M  gel)t,  Sffiar  bie  Orbnungj^furi^e  eine  §t)^erbel, 
fo  liegen  offenbar  il^re  beiben  unenblid)  fernen  fünfte  aud)  auf  ber 
neuen  Äurtie  unb  umgefel)rt,  Ijat  bie  neue  Äuri)e  2  unenblid^  ferne 
fünfte,  fo  muffen  biefe  \)or  ber  S)rel)ung  ebenfaff)8  auf  ber  Orb= 
nung^!urt)e  gelegen  fein. 

äöenn,  um  aud)  biefen  gaff  nod)  ju  betrai^ten,  bie  Orbnungs^^^ 
furtie  eine  ^arabel,  fo  bleibt  ba^  Softem  ein  ^olarft)ftem ,  tx>enn 
man  bie  eine  ©bene  beliebig  läng^  eine^  (b.  l).  aUer)  S)urc^meffer 
t?erf(^iebt,  2)abei  bleibt  immer  eine  neue  Parabel  C)rbnung^Iurt)e, 
bie  ber  frül^eren  in  3lffem  gleich  ift,  unb  fid)  blo§  ber  Sage  na(^ 
Don  il^r  unterfd)eibet  ber  2lrt,  ba^  bie  erfte  mit  ber  jn^eiten  genau 
jufammen  f äffen  tDürbe,  toenn  man  mit  il)r  biefelbe  2lrt  ber  SSer- 
f($iebimg  oornel)men  tx>ürbe,  aber  nur  um  bie  l}albe  ©trede  tüte 
öor'^in.  ©rel^t  man  ba^^  eine  ebene  ©etüebe  um  einen  ^unft  Q  ber 
^arabel  um  180  ö,  fo  bcit  ba^  entftel)enbe  reci:pro!e  ®l)ftem  bie  oben 
betrachtete  Sage,  ba§  äffe  fünfte  be^  bur(^  Q  gel)enben  ©urc^- 
mefferi^  auf  ben  il^nen  in  bo^^eltem  ©inne  entf:pre(^enben  ^araffel- 
ftral)len  liegen.  Siegt  enbli($  ber  5Drel;:punft  Q  nic^t  auf  ber 
Parabel,  fo  ift  ber  buri^  Q  gel)enbe  £)urd)meffer  bie  einzige  ©erabe 
bie  il)rem  ^unlk  in  bo^p^peltem  ©inne  entf))ri(^t,  unh  bie  unenblii^ 
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ferne  ©erabe  bie  einjtge  ©erabe,  bte  burc^  ben  tl^r  entf:pred^enben 
^unft  biejeig  2)ur(^mefjer6  gei)t. 

93rtngt  man  mhliä)  ba^  reciprote  ©Aftern  n^ieber  in  eine  Sage, 
ba§  e^  eine  Orbnnng^Iuri)e  Ijat  (tt)enn  bie^a  mögü(i)),  unb  bre^t 
man  bas^  eine  ©etxiebe  um  eine  ©erabe  um  180^,  tDeId)e  auf  einer 
Sangente  Q  im  23erüf)rung^:pun!te  fenlrec^t  fielet,  fo  erijalt  man 
offenbar  !^infi(%tlid)  ber  Sage  be^  entfte{)enben  recipro!en  ©^[tem^ 
ben  gaü,  mlä^tv  oBen  aU  ber  le^te  am  ©c^luji  nod)  6ef))ro(^en 
tt)urbe,  in  bem  nämlic^  bie  eine  einzige  ©erabe  q  il)rem  in  \i)v  lie- 
genben  fünfte  Q  in  bo))peItem  Sinne  entf:pric^t,  tDoki  aufeer  bem 
aüe  fünfte  einer  Äuri)e  II,  bie  bie  q  in  Q  4))unftig  berül)rt,  auf 
i{)ren  entf^rec^enben  ©eraben  liegen. 

102.  ®  bleibt  un6  ie^t  nod^  bie  Unterfu(^ung  übrig,  tuet* 
ä^z^  ©ebilbe  burd)  bie  35erbinbung  entf^re(^enber  (Elemente  2er 
^)roj[e!tii^ifd)er  ©runbgebilbe  II  erzeugt  tx»erbe  (tjergl  9^r.  43).  (S1)t 
mx  iebod)  ju  biefer  tlnterfui^ung  uni^  tt^enben,  foH  nod^  auig  f^jäter 
ju  erttjd^nenben  ©rünben  bie  ^)roie!t,  SSejie^ung  2er  Stra^Ienbün^^ 
bei  nä^^er  in  ©etrad^t  gejogen  ti^erben. 

S)a  }ebo(^  nad)  5ftr.  81  ber  ©traljtenbünbel  im  raumli($en  ©i)^ 
ftem  bem  ebenen  ©ett^ebe  reci^)ro!  i[t,  fo  genügt  e^  l^ier  tjoUftänbig,  in 
Äür^^e  bie  in  bem  9^r.  82  jc.  erl^altenen  §aupt:=3flefultate  mä)  bem 
©efe^  ber  9ieci^rocität  t)om  ebenen  ©etx)ebe  auf  ben  ©tral^lenbünbel 
ju  übertragen. 

S)ie  follineäre  Sejiel^ung  2er  ®trai)lenbünbel  ift  tJolHommen 
fi):irt,  a)  tx>enn  ju  4  (Stral)Ien,  t)on  benen  feine  3  bemfelben  ®tral^^ 
tenbüf(^el  angepren ,  bei3  einen  bie  4  entf:pre(^enben  ©tral^len  beö 
anbern,  tt)el(^e  biefelbe  33ebingung  erfüllen,  gegeben  finb,  b)  tüenn 
ju  3  (3tral)Ien,  tt>eld)e  nid)t  einem  @tral}tenbüf(^el  angel)ören  unb 
1  ©bene  bie  entfpre(^enben  3  ©trauten  unb  bie  entf^pred^enbe  ©bene 
gegeben  finb,  c)  ti^enn  ju  1  ©tra^l  unb  3  (Sbenen,  bie  nid)t  bem^ 
felben  @benenbüf(^el  angel^ören,  ber  entfpre(^enbe  ©tral^l  unb  bie 
entf:pred)enben  ©benen  gegeben  finb,  d)  wenn  p  4  ©benen,  bon 
benen  Mne  3  bemfelben  ©benenbüfd^el  angel)ören,  bie  entfpred^en== 
ben  ©benen  gegeben  finb,  e)  ti^enn  ju  einer  ^egelpd)e  II  K  unb 
5U  3  i^rer  @tral)len  ober  ju  3  il)rer  23erül)rung6ebenen  bie  entf^^re^ 
(^enbe  Äegelflä($e  II  unb  bie  entfpred)enben  @tral)len  ober  ©erül^- 
rung^ebenen  gegeben  finb. 
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^alm  2  foGtnedrc  ©tra^Ientünbel  benfelkn  ?l}iittel:pun!t,  fo 
l)a'6ctt  fte  ttjenigften^  1  ®trat)I  unb  1  ©Bette  etitj^prei^ettb  gettiettt, 
fie  Ißttttett  aber  2  ®trai)leti  uttb  2  ©Bettett  ober  3  ®trat)leti  uttb  3 
©bettett,  cber  alle  ®tral)lett  eittei^  ®tral}lettbüj(^el^  uttb  alle  (Sbeneu 
etttei^  ®bettettbüf(^ete  etttf:pre(^ettb  gettteitt  i)abett» 

©0  titele  ©tral)Iett  2  berarüge  ©traljlenbüttbel  etttj^^rei^ettb 
gemettt  l^abett,  ebettfo  t?tel  Ebenen  ^aUn  fte  auä)  etttf:pred)ettb  getttetn. 

2  fottitteäre  Stral^Iettbünbel,  it)el(^e  alle  ©tral^len  eme^S  (Btva^^ 
lettMf(^eli3 ,  uttb  alfo  anä)  alle  (Sbenett  eine^  (gbenenbüfd^eli^  ent- 
f))rec^enb  getttein  l^abett,  tijerben  ))erf:pe!ttt)tj(^  genannt 

S)ie  :perf:pe!t.  Se^{el)ung  2er  ©tra^lenbünbel  i[t  fi^trt,  tt^enn 
bte  ©bene  be^  entf:pre(i)enb  gemeinfamen  ®trai)lenbüfc!^eli8  E  unb 
bie  2l}:e  bei8  entf))re^enb  getnetnfatnen  @benenbüj(^ete  m,  unb  au^er- 
betn  nod^  ju  einem  ®tral)l,  ber  nt(^t  in  E  liegt,  ber  entfiprei^enbe 
©trai)l  gegeben  t[i 

©inb  2  Äegelp(^en  n  in  benfelben  glä(i)enn)in!el  AB  be* 
fd^rieben,  fo  fann  ntan  fie  immer  al^^  entf^rec^enbe  ©ebilbe  2er 
))erf^e!t  ©tral^renbünbel  betrad^ten,  für  ti)el($e  bie  ©erabe  AB  bie 
Sl^e  beiS  entfpred)enb  gemeinfamen  ©benenbüfc^efö  barftellt,  unb  bie 
Sejiel^ung  ift  i)olIftänbig  fl^irt,  ti^enn  noc^  feftgefe^t  'voixi,  in  tt^el- 
d)er  Orbnung  bie  beiben  ®trai)Ien,  in  txieldjen  eine  ©bene  bei8  &t^ 
nenbüf(^el)8  AB  bie  eine  Segelfläche  f(^neibet,  ben  beiben  ©tral)len 
entf:pre(^en,  in  njelc^en  bie  anbere  Äegelp(^e  'oon  berfelben  ©bene 
gefd^nitten  ti^irb^ 

©'(^neiben  ftc^  2  Äegelpc^en  in  ben  beiben  ©trat)len  ab, 
unb  liegt  öon  ben  beiben  5Jlebenttjinfeln,  in  bie  ber  ©tral)lenbüf{^et 
ab  get^eilt  ti^irb,  berfelbe  innerl)alb  beiber  Segelflad^en  *),  fo  !ann 
man  biefe  Äegelpcften  aU  entf:prec^enbe  ©ebilbe  2er  ;perfpeftii)ifdf)er 
©tral)lenbünbel  betrad)ten,  für  )^zlä)t  ber  ©tral)lenbüf(^el  ab  ent^ 
f:pre(^enb  gemeinfam  ift,  unb  bie  ))erfpe!t  Sejiel^ung  ift  i)oCftänbig 
fi^irt,  totnn  nod^  feftgefefet  tt)irb,  in  lüeld^er  Orbnung  bie  beiben 
Tangentialebenen,  iDel^e  fic^  i)on  einem  ©tra^le  bei8  33üfd§efö  ab 


*)  3öa§  man  unter  ^ttaf^Ien  innerl^alb  unb  au^er^alB  einet  ^egelfläi^e 
ijetpe^t,  tüitb  o^ne  ttjeitere^  au«  ber  ^ergleid^ung  ber  cntf^^re^enben  5lu«brücfe 
Bei  ^rijen  II  \\^  ergelben,  tpenn  man  eine  Äegelfläi^e  M  ^ä^ün  einet  ^rt)e^ 
betrad^tet. 
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an  bie  eine  Äegelpc^e  lecken  laffen,  ben  fietben  Stangentiateienen 
entf:prec^en ,  bie  burc^  benfelben  (Strahl  an  bie  anbere  gelegt  tt^er- 
ben  fönnen. 

103.  ©ntfprec^en  in  2  ©traf)lenbünbeln,  bie  benfetten  '^iU 
tel:punlt  :^aben,  2  ^aare  tjon  ©tral)len,  bie  ni(%t  bemfelkn  ©tra:^- 
lenbüj(i)el  angepren,  einanber  in  bo^p^eltem  ©inne,  jo  ift  biefesS  mit 
iebem  entf^rec^enben  ©tral)ten:paare  ber  gall,  unb  man  nennt  ben 
Inbegriff  2er  fol(fter  Sünbel  ein  ini)olutorif(^ei^  ©^[tem  im  ©tral^* 
lenbünbel  Sie  beiben  SSünbel  eine^  fol(^en  ©^ftem^  liegen  [tet^ 
:perj^eftii)if(^,  babei  entt)ätt  jebe  (Sbene  ht^  entj^rec^enb  gemeinfamen 
ebenenbüfd)efö  einen  int?olntorif(^en  ®tral)lenbüf(J)el  mit  2  Orbnnng^^ 
ftra^^len,  unb  jeber  ®tral)l  be^  entfiprei^enb  gemeinfamen  ®tral)len= 
büf (^ete  ift  bie  2l^e  eine^  inüolutorifd)en  (Sbenenbiif(i)ete  mit  2  Orb== 
nung^elementen. 

3ebe^  int)olutorif(^e  Softem  ift  beftimmt  bur(^  bie  beiben  ent^^ 
f:pre($enb  gemeinfamen  (Stementargebilbe. 

©ine  befonber)8  tx)id)tige  2lrt  bie  int>olutorif(^e  23ejiel)ung  2er 
©tra^lenbünbel  p  fi^iren,  ift  bie,  baß  man  eine  Äegelfläcl)e  n  aU 
entf:pre(^enb  gemeinfameig  ©lementargebilbe  betrachtet,  nnb  gu  2 
©tra^len  mn  bei^felben  bie  entf:pre(^enben  ©tral^len  m^  n^  am 
nimmt  S)er  ®tral)l,  in  trelc^en  mmi  unb  niii  fic^  f(f)neiben,  ift 
bie  2l):e  be^  entfpret^enb  gemeinfamen  ©benenbiifc^efö,  unb  bie  beiben 
©tral^len,  in  benen  fic^  mni  unb  min,  fotüiemn  unb  miiii  fd^nei- 
ben,  geljören  bem  entf^red)enb  gemeinfamen  ©tra^lenbüfd)el  an. 

104.  ^abm  2  reciprofe  ®tral)lenbünbel  benfelben  ^Kittet 
))un!t,  fo  fagen  ti^ir,  fie  bilben  ein  reci:profei8  Softem. 

^n  einem  recipro!en  Softem  entfpric^t  ein  ©tral)l  im  SlKge^ 
meinen  2  i)erf(^iebenen  (Sbenen;  ba§  ein  ©tral)l  einer  &tm  in  boip^ 
:peltem  ©inn  entf))ric^t,  ift  enttxieber  bei  aKen  ©trauten  ber  gall, 
unb  bann  nennen  txiir  ha^  ©^ftem  ein  ^olarf^ftem,  ober  eö  tritt 
einer  ber  nac^folgenben  gaffen  ein. 

A.  ©^  entfpri(^t  einem  ©tral^l  p  biefelbe  ni(i)t  burc^  t^n 
gel^enbe  ßbene  P  in  bo^p^eltem  ©inn,  unb  in  biefem  gaffe  fann 
no(^  1)  jeber  ©tral)l  beiS  in  P  entl)altenen  ©tral)lenbüf(^el^  berfelben 
burd)  i^n  gel)enben  ©bene  bei^  Süfc^efö  p  in  bo))))eltem  ©inn  ent* 
fpre(^en,  ober  2)  e^g  finbet  biefe^^  bei  2  ©tral)len  q  unb  r  ober  3) 
bei  einem  ©tral)l  q  ober  4)  bei  feinem  ©tra^l  ©tatt.  B.  @ö  mt^ 
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f:prt($t  einem  einjtgen  ©tra^I  p  btefelBe  huxä)  i^n  gel^enbe  ©Bette  P 
itt  bo)3))eltettt  ©ttttte. 

Uttterfu(^t  tttatt  ttutt  ttO(^,  ti^eld&e  ©tra^tett  beig  ©^ftettt^  au^er 
bett  oBett  f(^ott  gettatttttett  in  aUzn  biefen  aufgefül^rten  galten  in 
tl)ren  entf^red^enben  @knen  Hegen  Jßnnen,  fo  finbet  xti^n :  im  Iften 
%aU  feinet;  im  2ten  alle  (Stral)len  einer  Äegelpi^e,  tt)el(i)e  bur(^ 
q  unb  r  gef)t  unb  in  biefen  ©tra:^len  t>on  ben  (Svenen  qp  unb  pr 
l6erüf)rt  ti)irb,  babei  entf:pre(^en  ie^bem  ©tral^Ie  afö  ©lement  ber  bei^ 
ben  Sünbel  bie  2  Tangentialebenen,  bte  fid^  bnrd^  i^n  an  bie  iener 
erften  Äegelflä<$e  entj:pre(^enbe  Äegelfläd)e  beg  @^[tem6  legen 
laffen,  nnb  nmge!el^rt  jeber  2:angentiale5ene  biefer  leiteten  al^ 
©lement  Mber  23ünbel  bie  2  ©tral^len,  in  tt^eld^en  fie  bie  erfte 
Äegelfläd^e  fd^neibet,  in  q  nnb  r  faEen  biefe  fonft  i^erjc^iebenen 
Elemente  je  in  1  jnfammen;  im  Stengall  giebt  e^  enttt^eber  feinen 
n?eiteren  ©tral^l,  ber  in  feiner  entf:pred)enben  &me  liegt,  ober  eö 
giebt  2  ©tral^lenMfd^el  MN,  bie  jn  il)ren  entf:pre(^enben  ©benenn 
Mfd)eln  mn  ))erf^e!tii)ifc^  finb;  entf^ric^t  babei  bem  M  aU  ©ebilbe 
be^  einen  SSünbeliS  ber  SSüfc^el  m,  fo  entf:pri(^t  i^m  aU  ©ebilbe 
beiS  anbern  ber  33öfd)el  n;  M  unb  N  finb  burc^  bie  (Sbenen  P  nnb 
qp,  m  unb  n  burc^  bie  ®tral)len  p  unb  q  l^armonifc^  getrennt; 
im  4ten  gaö  finbet  ba^felbe  ©tatt,  toie  im  2ten,  nur  Ijaben  bie 
Beiben  Äegelflä(^en  !eln  (Slement  gemeinf(^aftli(^  unb  p  n^irb  i^on 
Beiben  umfd^loffen;  ober  !ein  ®tral^l  liegt  in  feiner  (Sbene. 

105»  (gntf:pri($t,  toie  oBen  ertoä^nt.  Bei  bem  reci:pro!en  ©i)- 
ftem  ieber  ©tral)l  berfelBen  ©Bene  in  bo^:peltem  ®inn,  fo  nennen 
n)ir  ba^  Softem  ein  gJolarf^ftem  im  @tral)lenBünbel,  unb  Bel^alten 
baBei  biefelBen  Sejeid^nungen  Bei,  ttjie  fie  in  5Jlr,  93  für  eBene  ^o== 
larf^fteme  feftgefefet  tourben* 

^ei>e^  ^olarf^ftem  l^at  unenblid^  oiele  aBfolute  ^polarbreifante; 
2  relatioe  gJolarbreifante  liegen  ))erf:peftioif(^, 

3n  einem  ^olarf^ftem  liegt  enttoeber  !ein  Strahl  auf  feiner 
5ßolare  ober  alte  ®tral)len  einer  ^egelp(^e  II,  bie  toir  bie  Orb- 
nungi3p(i)e  be^  S^ftem^  nennen.  ^\t  a  b  c  d  ein  ber  Orbnung^^ 
pd^e  eineiS  5|3olarf^ftemi8  etngefd^rieBene^  i^oUftänbige^  4  Äant  fo  ift 
jebe  Äante  be!§  jugeprigen  ^olarbretfanta  ber  ^ol  feiner  ©egenfeite. 

3eber  ©BenenBüfi^el  ht^  ©^ftemiS  liegt  mit  feinem  entfipre^ 
d^enben  ©tral)lenBüfd^el  inüolutorifd^.  —   (Sin  ^olarf^ftem  ift  ^oU^ 
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Jcmnten  fixirt,  mm  ein  aifolute^  ^olarbreüant  unb  au^crbem  ju 
etttern  ©tra^t,  ber  in  feiner  Seite  be^felben  liegt,  bie  entf^red^enbe 
(SUm;  2)  eienfo,  ti^enn  2  :perfpe!t.  ©reüante  afö  relative  ^olar^ 
breilante;  ober  3)  tüenn  eine  Äegelfläcf)e  11  al^  Orbnung6p(f)e 
gegeben  finb. 

Sitte  polaren  ju  Strahlen,  bie  innerhalb  ber  Orbnnng^fläd^e 
liegen,  fc^neiben  biefe  nii^t,  aEe,  bie  ju  ©tral^len  gehören,  bie  außer- 
t)alb  liegen,  f(^neiben  fie.  ^zht^  abfolute  ^olarbreüant  l^at  eine 
Äante,  bie  innerhalb  ber  Orbnung^fläd)e  liegt» 

Sie  6  Äanten  2er  abfoluter  ^olarbreüante  liegen  ftet^  in 
einer  Segelfläche  IL 

106,  Sßenben  tt)ir  un^  nun  ju  ber  legten  Unterjuc^ung, 
nämli(^  jur  Ermittelung  berjenigen  geometrifc^en  ©ebilbe,  tüeli^e 
bur($  bie  SSerbinbung  entf:pre(^enber  Elemente  2er  :proie!t.  ©runb- 
gebilbe  II  ent[tel)en,  n^enn  biejelben  ni(%t  in  bemfelben  Präger  ent^ 
'galten  finb,  ha  mä)  l)ier  (ä^nli(^  njie  in  3lv.  43  ic)  \iä)  tl^eitoeife 
an^  ber  i8etrad)tung  biefer  neuen  ©ebilbe  felbft  eine  flarere  @in=^ 
fid^t  in  ha^  innere  ©efüge  ber  :proj[eft.  ©runbgebilbegettjinnen  lä§t 

gür  iebeig  ber  beiben  Orunbgebilbe  IE  ti^ürben  \iä)  ^ier  3 
2lufgaben  unfrer  33e^anblung  barbieten.  Sei  2  zbtmn  ©eti^eben 
n^äre  nämli(^  ju  ermitteln  1)  für  bie  !ollineäre  Sejiel^ung  a)  tt>ie 
ift  ha^  Softem  i)on  Strahlen  bej(i)affen,  ha^  hnxä)  bie -tntf:pred)en' 
ben  ^unften^^aare  ber  beiben  @ett)ebe  erzeugt  trirb,  b)  ttjie  ift  ba^ 
©Aftern  i)on  ©benen  befd}affen,  bie  buri^  entf^rec^enbe  ®tral)len- 
))aare  beiber  ©ewebe  gelegt  n^erben  fßnnen,  2)  für  bie  reci:pro!e 
a3ejiel)ung,  tüte  ift  ba^  Softem  i)on  ©benen  befdjaffen,  baö  burd) 
bie  entf:pre(J)enben  ©lementenpaare,  $un!t  unb  Stra^^l,  beftimmt  ift. 
aSei  2  ®tral)lenbüf(i)eln  tt)ürben  \xä)  biefelben  3  gälle  unterfd)eiben 
laffen,  infoferne  jebe  ber  l)ier  genannten  2luf gaben  nac^  bem  ©e^ 
fe^e  ber  3leci:prccität  ber  räumli($en  @i)fteme  in  reci^roler  gaffung 
erfd)einen  it^ürbe. 

aSon  biefen  6  2lufgaben  Ijaben  tt>ir  aud^  nur  3  ju  Ißfen,  unb 
jtuar  iDerben  )x>iv  bei  Jeber  emselnen  nn^  bie  aSal}l  offen  laffen,  ob 
txiir  Don  2  ^^rojelt  ebenen  @en)eben,  ober  oon  2  :proie!t  ©tral^len- 
bünbeln  au^gel^en  trollen,  bei  treld)er  äBaljl  un^  bie  9ftüdfic^t  auf 
bie  3lnfd^auli(^!eit  ma^gebenb  fein  foU;  ein  geometrifd)e^  ©ebilbe, 
ba6  axi^  einer  lontinuirlic^en  2tufeinanberfolge  t?on  fünften  befielet, 
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liegt  namüc^  unferer  2lnj(f)auung  nä^er  itnb  ift  leichter  in  feinem 
©efüge  ju  überf($auen,  ate  eine  !ontinuirli(^e  Slufeinanberfolge  t)on 
©benen  ja  jogar  'oon  ßinien ,  unb  biefer  ®eft(^ti3pun!t  voox  ^^ ,  ber 
nn^  beftimmen  tnujjte,  bie  ©traljlenbünbel  bei  biefer  Unterfu(^ung 
mit  l^eteinjujiel)en  (f.  3lx.  102,  Slnfang), 

®I)e  mv  jebod)  ju  biefer  Unterfuc^ung  fd)reiten,  foö  noc^ 
au^brixcfli(^  folgenbe^  bemerft  t^erben:  SSon  ben  3  l^ier  oben  er^ 
n:)äl)nten  Slufgaben  Ijaben  nur  bie  2  legten  für  bie  nai^folgenbe  ©nt- 
tx)iälung  n)efenttid)e^  Sntereffe,  ttjä^renb  bie  erfte  nur  einigeiS  t^eo^ 
retif(^ei8  ^ntereffe  geti^ätjren  bürfte  unb  I)ier  eine^tt)eifö  ber  aSoUftän^ 
bigfeit  unb  gonfequenj  ti^egen,  anberntl)eit^  be^  Umftanb^  ti^egen 
bo(^  in  näf)ere  Setrai^tung  gejogen  t^urbe,  tt^eil  auä)  hnxä)  fie  eini^ 
ge)3  txieitere  gii^t  über  ha^  innere  ©efüge  ber  )pxoittt  23eäiei)ung 
verbreitet  tt>irb, 

107»  ©inb  im  %cäi  1)  a)  fämmtli^e  fünfte  ber  ©(^nittünie 
2er  !oUineärer  ebener  @ett)ebe  entf^rec^enb  gemeinfame  (Stemente, 
fo  liegen  ie  2  entf^)red)enbe  fünfte  mit  1  feften  fünfte  je  in  1  ®e^ 
raben,  b.  ^.  bie  beiben  ebenen  ©ettiebe  finb  ©(^nitte  eine^  ®tra^len= 
bünbete  M.  ©inb  a  b  c  3  fünfte  'oon  E,  bie  jebod)  nic^t  in  1 
©eraben  liegen  folten  unb  ai  bi  Ci  bie  3  entf^red)enben  fünfte  in 
El,  fo  mufe  notl)tt)enbig  lebe  ber  3  ©eraben  aai  bbi  cci  lebe  ber 
anbern  f($neiben,  ti^eil  jebe  ber  3  ©eiten  bei6  S)reied^  abc  i^rer 
entf:pre(^enben  ©eite  bejg  ©reietf^g  ai  bi  Ci  :perf))eftioifd)  fein  mu^, 
eine  ißebingung,  bie  nur  bann  erfüllt  fein  fann,  tt^enn  alle  3  huxä) 
benfelben  ^unltM  geljen;  ti^ir  nennen  bie  ebenen  ©etoebe  in  biefem 
gaüe  :perfi^ettii)if(^. 

entl)ältEEi  leinen  entfpred)enb  gemeinfamen  ^un!t,  fo  fann 
man  fic^  fämmtlic^e  fünfte  in  E  entl^alten  beulen  in  fämmtli(^en 
©tral)len  eine^  ©tral;lenbüfd)el^  M,  bie  entf:pred)enben  fünfte  in 
El  finb  bann  in  bem  entf^re(^enben  ©tral}lenbüfd)el  Mi  entt)alten, 
l^ierau^  ift  ju  erfe^en,  baß  fi(^  baö  ganje  ©l)ftem  ber  fraglid)en 
©tral)len  (u^  +  u  +  1)  an  ber  3^^)^/  ft^^^  gru^)^)iren  läfet  in  u  + 1 
ötegelf (paaren,  bie  aEe  2  ©tral)len,  nmliä)  MMi  unb  EEi  ent^^ 
l)alten,  unb  biefe  Slrt  ber  @ru^:pirung  lä^t  fic^  auf  u^  +  u  +  1 
i)erfd)iebene  Söeifen  i)ornel)men,  ba  bieSffial)l  i)on  MMi  tüiElüljrlid) 
ift,  nur  ift  ju  bead)ten,  bafe  toenn  M  in  EEj  liegt,  atebann  eine 
ober  2  ber  u  +  1  ötegelfd)aaren  in  1  ober  2  ©tral)lenbü|(^el  II 
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ftbergd^en,  bte  in  E  unb  Ei  liegen,  ©abei  gteW  ea  üBerl^auipt 
u^  +  u  +  1  fol(^e  i^erfc^iebeneSRegelf (paaren,  bte  burd^  einen  S:^eil 
ber  fraglichen  ®tral)len  gefcilbet  tt)erben,  unb  au^erbem  nod)  2  ©tra^- 
len^üjc^el  II  in  E  unb  Ei;  iebe  ber  ertt3äl)nten  aiegelf(^aaren  l^at 
mit  jeber  anberen  2  ®tral)len  gemein,  tx^oijon  einer  EEi  ift. 

§at  bie  ©erabe  EEi  einen  entf:prec^enb  gemeinfamen  ^unlt 
Q  fceiber  ©eti^ete,  fo  läßt  fid^  ia^  gcinje  Softem  i)on  ©tral)ten  no^ 
auf  eine  fel^r  einfädle  Sßeife  in  einzelne  ©ru^^pen  abtt)eilen,  wnn 
man  Q  felbft  al^  ben  SD^ittel^unft  be^  ©tra^tenbüfd^etö  Mvaä^ttt, 
ber  aüe  fünfte  i)on  E  entl}ält,  fe  2  entf^prec^enbe  ®tral)ten  t)on  Q 
erzeugen  einen  (Stra^lenbüjt^el  L  S)ie  ?iJlittel:pun!te  affer  biefer 
®tral)lenbüf(^el  I  liegen  in  einer  ©eraben  unb  bie  5lräger  aöer 
biefer  @tral)lenbüf(^el  I  bilben  einen  ©benenbüf^el  II,  ber  biefer 
©eraben  !pcrfpe!tii)ifd)  ift.  ©inb  nämlid)  e  unb  ei  bie  fceiben  ©e^ 
raben,  ti)eld)e  ber  ©(^nittlinie  EEi  in  beiben  ©enjeben  entf:prec^en 
unb  bie  fid)  notl)ti)enbig  in  Q  f($neiben ,  fo  erzeugen  bie  ©eraben, 
tDeli^e  bie  entf^red)enben  ^unlte  'oon  EEi  unb  ei  foti)ol)l,  aU  bie 
'om  El  E  unb  e  i^erbinben,  je  einen  @tral)lenbüf ^el  I  M  unb  Mi. 
SDabei  finb  offenbar  M  unb  Mi  entf^rec^enbe  fünfte  i3onE  unb  Ei, 
jiel)t  man  bal^er  ijon  M  unb  Mi  2  ©tral^len  nac^  bemfelben  fünfte 
ton  EEi,  fo  fteUen  bicfe  2  entf:prec^enbe  ©erabe  i)on  E  unb  Ei 
bar,  alle  95erbinbungi3linien  entf:pre(^enber  fünfte  biefer  ©eraben 
erzeugen  einen  ©tra^lenbüf(i)el  II,  bem  fteti3  bie  ©erabe  MMi  an^ 
gel^ört,  alte  ©tral^len,  ttjeld^e  2  entf))re(^enbe  fünfte  i)erbinben,  fc^nei^ 
ben  bal)er  bie  M  Mi,  n?orau6  benn  folgt,  ba§  bie  ?iJiittel^un!te  aller 
ber  oben  ertijä^nten  ®tra^lenbüfd)el  I  in  ber  ©eraben  MMi  liegen 
muffen,  ba  aber  bie  beiben  ®tra^lenbüfd)el  I  Q  in  E  unb  Ei  ))rO' 
ie!t.  aber  nii^t  :perf:pe!t.  finb,  fo  bilben  bie  ©benen,  i^etc^e  je  2  ent- 
fiprec^enbe  (Strahlen  berfelben  ijerbinben,  unb  bie  alfo  bie  S^rager 
jener  ©tra'^lenbüfc^el  I  barfteüen,  einen  @benenbüfd)el  11,  ber  mit 
MMi  :perfpe!tii)if(%  ift,  tx^eil  QMMi  ebenfalls  eine  (Shmt  beffelben 
barftellt. 

§ierau6  gel^t  l^ertjor,  ha^  man  baa  fragliche  ©Aftern  t>on 
©tral)len  auc^  noc^  auf  eine  anbere  SBeife  in  einzelne  ©trauten« 
gru))))en  gliebern  Jann,  e^  befteljt  nämlic^  ebenfo  gut  au^  u  +  1 
©tra'^lenbüfc^eln  11,  beren  ©benen  einen  ©benenbüfd^el  I  mit  ber 
2lye  MMi  bilben. 
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§aben  enbltd^  bte  betben  ©ettiebe  2  ^unlte  P  unb  Q  ber 
©(^nittlinte  EE^  entf:pre(i)enb  gemein,  fo  lä^t  ha^  innere  ©efüge 
beiS  fvac;li(f)en  ®i)ftent!S  i)on  aSerbinbung^linien  folgenbe  ©ejefemä^ig^ 
!eit  erlennen:  bie  beiben  ^aare  ))roieftii)if(^er  23üf($el  P  nnb  Q  ftnb 
!perj:pe!tii)ijd) ,  bai)er  bilben  bie  ©benen,  ti)eld)e  bur(i)  entf:pre(^enbe 
©tral^Ien  berfelben  gelten,  2  ©benenbüjd^el  I  p  unb  q,  aufeerbem 
i[t  aber  nod)  jebe^  ^aar  entf:pred}enber  ©trol)len  a  unb  ai,  b 
unb  bi  ber  beiben  23üf(^el  P  unb  Q  ebenfaßiS  ))erf:pe!tii)if (^ ,  baljer 
fämmtli(i)e  SSerbinbung^ttnien  it)rer  entfpred)enben  fünfte  Je  einen 
®trat)lenbüfc^el  I  A  unb  B  bilben,  ©inb  nun  a  unb  ai  ein  ^aar 
entf:pre($enber  fünfte  i)on  E  unb  Ei,  fo  ent[:prid)t  ber  ©eraben  Pa 
bte  Pai  unb  ber  Qa  bie  Qai,  ba^er  bie  SSerbinbungj^linie  aai 
1)  fottjol)!  in  beut  ©tral^lenbüf(^el  I A,  afö  auä)  in  bem  ®tral}len^ 
büjc^el  I  B  liegen  ntu§  unb  2)  fotxio^l  bie  2l):e  p,  afö  mä)  bie 
2l):e  q  fd)neiben  ntuB,  biefeig  ift  aber  nur  bann  möglich,  tt)enn  ba^ 
))erf:peft,  (Sentrum  tt>ie  A  für  jebe^  ^aar  entj:prec^enber  Strahlen 
heß  Süfd)efö  P  in  ber  2ljce  q  unb  umgelel^rt  iebesS  :perf:peft  ßen^ 
trum  tok  B  2er  entfpredienber  ®tral)len  be^  33üfd)efö  Q  in  ber  2l):e 
p  liegt 

®a^  foeben  erljaltene  S^efultat  fann  arn^  fo  aui^gebrüdt  ti^er^^ 
ben:  Sinb  p  unb  q  2  beliebige  ©erabe,  it)eld)e  2  ©beneuE  unb  Ei 
in  2  fünften  P  unb  Q  il}rer  ©(^nittlinie  f(i)neiben,  unb  man  jiel)t 
mn  aHen  fünften  a  ber  einen  ©bene  E  ©erabe,  ft)el($e  p  unb  q 
jugleid)  fd)neiben,  fo  begegnen  biefe  ©eraben  ber  anbern  (äbene  in 
fünften  ai  öon  ber  Sagenbefd)affen^eit,  bafe  aai  je  ein  ^aar  ent* 
f^pred^enber  ^^untk  ber  foUineär  auf  einanber  belogenen  ebenen  ©c^ 
toebe  E  unb  Ei  barftetten. 

'^nvä)  einen  beliebigen  ^unlt  bejg  ölaume^  geljen  entoeber 
alte  ©tral^len  beö  ©^ftem^^  ober  3,  ober  2,  ober  1,  ober  0,  S)en 
%aU,  in  bem  aUe  ©traljlen  be^  ®t)ftem^  burd)  einen  ^un!t  be^ 
9taume$?  geljen,  l)aben  tx^ir  oben  betrachtet»  Unterfud)t  man  nun, 
huxä)  )x>zld}z  fünfte  be^  9laume^  3  ober  2  @tral)len  be$  S^ftem^ 
geljen,  fo  gelangt  man  ju  ber  2ten  ber  in  106  angefül}rten  Slufgaben, 
nämüd)  ^u  ber,  ba^  ©i)ftem  berienigen  ©benen  aufjufud^en,  ti?eld)e 
burc^  entf:prec^enbe  (Stral)len^)aare  beiber  ©etDebe  E  unb  Ei  fii^ 
legen  laffen,  benn  f ölten  aud)  nur  2  ©tral)len  be^  ®t)ftemi3  burc^ 


Hosted  by 


Google 


—    141    — 

einen  ^untt  gef)en,  fo  ift  bie  bnrt^  fie  beftinnnte  ®bene  eine  ©tene 
bei8  fo  eben  ertt>a()nten  ©t)[tem^, 

§.  6.    2mm  atnii  ^öeneiiööfi^el  ili.  ©rbttmig. 

108.  SBenben  n?ir  un^  nun  ju  biefer  anketten  an  fid)  intevcf^ 
fanten  unb  für  unfere  j^^ätere  (Sntn)i(f(ung  ti)i(^ti9en  ätufgabe,  unb 
fteUen  un^  ju  biefem  S>^i^i  au^  bem  oben  106  angeführten  ©runbe 
bie  ju  ber  thtn  ertx^äl^nten  2lufgabe  xm^xott:  &  f ollen  bei  2  toU 
linearen  ©tral^Ienbünbeln  S  unb  Si  biejenigen  entf:pred)enben  ©tral)^ 
len^paare  ermittelt  toerben,  toeld^e  fid^  fd^neiben,  b.  l).  [t  in  1  &tm 
liegen. 

©ig  entf:pre($e  bem  gemeinf amen  Strahle  S  S^ ,  aU  einem  (Bit- 
mente  i)on  S,  ber  ©tra^l  si  i)on  Si  unb  bemfelben  @tral)le  SiS, 
al^  (gtement  oon  Si,  ber  ©tra^^l  s  oon  S,  fo  entf^)ri(^t  auä)  bem 
@*benenbüf(^el  SSi  einmal  bev  &benenbüf(^el  si  bai^  anbere  Sl^al 
ber  ebenenbüf(^el  s,    SSir  unterf^eiben  nun  folgenbe  2  gälle: 

I»    s  unb  fomit  au^  si  fällt  mit  SSi  felbft  jufammen, 

3n  biefem  galle  fann  nun  ber  ©benenbüfi^el  SSi  alle,  ober 
2,  ober  1 ,  ober  0  &>tmn  entf))re(^enb  gemein  l^aben,  ieber  ©tra^l 
aber,  ber  in  einer  fol(^en  entf:pre4)enb  gemeinfamen  &tm  liegt, 
fc^neibet  ben  it)m  entf^re^^enben,  unb  bie  (S(^nitt^)unfte  liegen  offene 
bar  im  Iften  gall  in  einer  (äbene  (bie  ©tra^lenbünbel  finb  perfpef^ 
tioif(^),  im  2ten  in  2,  im  3ten  in  1  ©eraben,  toäl)renb  im  legten 
aufeer  SSi  fein  ©tra^l  mit  feinem  entf:pred)enben  einen  ''^nntt  ge? 
mein  l^at. 

n.  s  unb  si  finb  unter  \xä)  t>erf (Rieben;  l)kx  lönnen  2  gätte 
eintreten:  1)  ssi  liegen  in  einer  ©bene,  bie  entfprec^enben  &mm^ 
büf(i)el  S  Si  unb  s^  einerfeiti^  unb  Si  S  unb  s  anbererfeit^  finb  ))er- 
f:peft  S)ie  beiben  Stra^lenbüfc^el,  toelc^e  iuxä)  biefe  ))erf))eÖ.  @be^ 
nenbüf(^el  erzeugt  Joerben,  ftelten  ben  einen  S:i}eil  ber  ©tral^len  bar, 
n)elcf)e  in  biefem  galle  bie  il}nen  entfpred)enben  ©tral^len  f(^neiben, 
ben  anbern  Sl^eil  bilben  bie  @tral)len  2er  ^roieft,  niä)t  :perfpeft. 
(Strat)lenbüf(^el  in  ber  entf^red)enb  gemeinfamen  &>cm  ssi.  ^n 
biefem  gälte  liegen  alfo  bie  fraglid)en  ©c^nittpunfte  entfpre(^enber 
Strahlen  in  einer  Äuri)e  n  unb  einer  fie  unb  i^ren  Sräger  in  1 
^unlte  fd)neibenben  ©eraben. 
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2)  2)ie  ©tral^Ien  ssi  liegen  niä)t  in  1  ©Bette  unb  ble  fieiben 
@Benenbüjd)el  s  unb  si  finb  bem  t^nen  entf))red)enben  6benenbüf(^el 
Si  S  unb  S  SjL  ntd)t  :perf^e!t  ^n  biefem  galle  erzeugen  biefe  bei- 
ben  ^aare  :proje!t.  6benenMjd)el  2  Äegelfläd)en  II,  beten  fämmt 
lid)e  ©tral}len  bie  iljnen  entf:prec^enben  jc^neiben, 

aSetrad^ten  xoix  nun  bie  Sage  ber  ©(^nitt^unfte  auf  biefen 
Reiben  Äegelflä(^en  felbft  nd^er,  tnbem  toix  ber  Äürje  ttjegen  fie  iefet 
fd^on  bie  gefüllte  ©(^nittfuri^e  nennen» 

109.  S)ie  beiben  fragli($en  Äegelpd^en  II  tijerben  in  bem 
il^nen  gemeinf(^aftlid^en  @trat}l  S  Si  t)on  2  t?erf(^iebenen  ©tenen 
fcerü^rt,  bie  Äegelftäd)e  S  )x>ixh  nmliä)  naä)  43  ijon  ber  ebene  SiS 
Si  berührt,  ba  biefe  ©bene  e^  ift,  txield^e  ber  ©bene  s  S  Si  bei3  ©be^ 
nenbüfd)efö  s  entf^ric^t,  unb  ganj  an^  bemfelben  ©runbe  tJ)irb  bie 
Äegetp(^e  Si  im  ®tra!)le  S^S  i)on  ber  ©bene  SiS  s  berüt)rt 

^eber  (Strahl  ber  Äegelpd)e  S  entl)ält  aufeer  S  noc^  einen 
2ten  ^unft  ber  gefu(i)ten  ©d)nittf uröe ,  mit  2lu^nal)me  be^  ®trai)=: 
le^  s,  \)on  bem  mr  befeti^egen  fagen,  er  f(^miege  fid)  ber  fraglict)en 
(£(^nittfurt»e  in  S  an,  ober  I)abe  mit  il)r  ben  ®op^el:punft  SS  ge^ 
mein;  ebenfo  fi^miegt  fi^  ber  ®tral)t  Si  unferer  ©^nittturtje  im 
fünfte  Si  an. 

^^ebe  ©bene  bei^  ©benenbüfi^efö  SSi  f)at  mit  unferer  ©(^nitt= 
lurDe  au^er  S  unb  Si  no($  einen  ^un!t  S3  gemein,  mitSlu^na^me 
ber  beiben  ©benen,  bie  burc^  bie  ©trauten  s  unb  si  ge^en,  ti^ir 
fagen  bie  eine  berfelben  S  Si  si  berüf)re  bie  ©(^nitt!urt)e  im  fünfte 
Si  ober  l^abe  mit  il^r  ben  S)o:p:peI:pun!t  Si  Si  gemein  uub  f($neibe 
fie  in  S,  bie  anbere  S^S  s  berüt)re  fie  im  "^^nntk  S,  l^abe  mit  il^r 
ben  S)c^:pel:pun!t  SS  gemein  unb  fd)neibe  fie  in  Si. 

^ebe  ©bene  bei^  ©benenbüf(i)eB  s  f)at  mit  ber  ©d)nittfuri)e 
au^er  S  nod)  einen  jtt^eiten  ^unft  Si  ober  Sg  gemein,  mit  2lu§= 
na^me  berjenigen  ©benen,  n^eld^e  bie  obige  Äegelflä;^e  II S  in  il)rem 
©trat)Ie  s  berührt,  tx^ir  fagen  t)on  biefer  ©bene,  ba^  fie  ber  ©(^nitt- 
luröe  im  fünfte  S  \iä)  anfd)miege  ober  mit  il)r  ben  3fa(^en  ^unft 
S  gemein  ^abe,  ebenfo  f(^miegt  fi(^  bie  ©bene  be^  a3üf(^ete  Si,  toel(^e 
in  si  bie  obige  Äegelpc^e  II  Si  berül)rt,  ber  ©c^nitt!uri?e  im  ^^unCte 
Sjt  \iä)  an, 

110.  ©ine  beliebige  ©bene  E  l^at  mit  unferer  ©(^nitt!urt)e 
pi^ften^  3  unb  minbefteui^  1  5ßunlt  gemein. 
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®el)t  nämlid^  bie  (SBene  buri^  S  (ober  Si),  fo  l^at  fte  mit 
ber  obigen  Äegelpd^e  II  S  (ober  Si)  I)ö($ften^  2  ©tra^^len  ßetnein, 
auf  iebem  liegt  aufeer  S  (ober  SO  nur  no(^  1  ^un!t  unferer  ©(^nitt- 
tuxu,  ti^orau^  für  biejen  gall  bie  3lid)ttgfeit  folgt  ®el)t  aber  E 
toeber  burd)  S  noc^  burc^  Si,  fo  erzeugen  bie  beiben  ©traljlenbün- 
bei  S  unb  S^ ,  huvä)  bereu  :proie!t.  fflejieljung  unfere  ©(^nittfuroe 
entfielet,  bur(^  i{)re  ©d^nitte  in  E  2  iprojeft»  ebene  ©etoebe,  jebe^ 
entfprei^enb  gemeinfame  5ßun!telement  beiber  ift  ein  $un!t  unferer 
©(^nittturoe,  fo  baf3  toir  in  E  3,  ober  2,  ober  1  fold)er  fünfte 
begegnen  nad)  9^r,  83,  infoferne  bie  :perfpe!t.  Bejie^ung  l^ier  au6= 
gefd}loffen  bleibt,  ba  fonft  ber  galt  II.  1,  in  3^r.  108  fic^  l)erau^- 
ftellen  n^ürbe. 

S)ie  fo  eben  betx)iefene  (£igenf(^aft  ift  bie  SSeranlaffung  get^e^ 
fen,  tx)e§ti^egen  unfere  ©d)nitt!uri)e  ben  "üamtn  unebene  Äuroe  IIL 
Orbnung  erl)ielt,  tr>ieii)ol)l  aud)  ber  5Jlame  unebener  ober  räumlid^er 
^egelfi^nitt  auf  fie  gut  :pai3t  unb  in  ber  golge  tool}l  auc^  t)on  un^ 
gebraud)t  n)erben  n^irb, 

3ufafe,  S^at  eine  (gbene  mit  einer  ^uvu  III  K  3  fünfte 
gemein,  fo  !ann  fie  in  feinem  biefer  fünfte  bie  K  berü{)ren  ober 
fi^  \l)x  anf(^miegen,  toie  biefe^  unmittelbar  au^  109  folgt 

©rfldrung.  @ntf^re(^enb  ber  Sejeid)nung^ti)eife,  U5ie  fie 
bei  ben  bi^ljer  in  Setrai^t  gezogenen  geometrifc^en  ©ebilben  in  2ln^ 
n)enbung  gebracht  it^urbe,  mögen  ber  Äürje  njegeu  für  bie  golge 
nad)ftel)enbe  Sejeii^nungen  bi^mit  eingefüt)rt  tx)erben.  äßir  nennen 
eine  Äuroelll,  ein  (glementargebilbe  III,  fo  ba§  ti^ir  nun  mit  ben 
in  3^r»  43  aufgefül}rten  9  ©lementargebilbe  b^ben;  n?ir  bejeic^nen 
eine  Äuri^e  III  ober  ein  fol(^e^  ©lementargebilbe  III  al^  aui3  u  +  1 
^unftelementen  beftel)enb,  burc^  einen  einzigen  33ud)ftaben,  für 
unfere  jefeige  ©nttoidtung  mit  K;  tx>ir  nennen  eine  Ä^egelf(äd)e  II, 
bereu  ©ptfee  S  ein  g5unftetement  oon  K  ift  unb  bereu  ©tral^len 
naö)  fämmtlid)en  fünften  oon  K  geljen,  einen  @d)ein  oon  K  au^ 
S,  unb  bejeic^nen  btefe  Äegetftäd)e  burc^  SK. 

111.  Sel}rfal^,  ^]i  S2  ein  beliebiger  3ter  $unft  unferer 
Äuri)e  III  unb    oerbinbet    man  S^  mit    aöen  übrigen  ^^^unften 

S3  S4  S5 ber  Äuroe ,   fo  bilben  biefe  ©eraben  ebenfaU^   eine 

Äegetpd)e  II  S2. 

3n  unferen  beiben  ^roieft  ©tral^lenbünbeln  S  unb  Si  mt-^ 
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f:t)ric^t  namli(^  offenbar  bem  ®tvai)l  S  Sg  ber  ©tral)l  Si  S2  unb  bem 
ebeneuMf c^el  S  S2  [S3  B,  85 . .]  ber  (äbenenbüf d)et  S^  S2  [S3  S4  S5 . , ,], 
biefe  beiben  :proie!t,  (Sknenbüf($el  crjeuc^en  aber  bie  im  ©afee  er== 
ttjä^nte  Äegelftäi^e  II  S^, 

©a  ie  2  x>on  ben  3  Äegetflad^en  11  SK  SiK  S^K  ju  einem 
unb  bemfelben  ©benenbüfc^el  :perf^eÖ.  finb,  fo  finb  fie  unter  fid) 
))ro{ett.,  b.  t).  entj:pred)enbe  (Slementargebilbe  3er  :proj;e!t.  ©trauten* 
bünbel  S  Sx  S2»  §ierau^  folgt  aber,  bafe  man  biefelbe  ÄurDe  IIl 
au(^  eri)ält,  toenn  man  bie  ©traljlenbünbel  S  (ober  SJ  unb  S2 
))roie!t  fo  auf  emanber  bejief)t,  ba^  ben  4  @trat)len  S  [81838485] 
bie  4  ®trai)len  82  [81S3S4S5]  entfprei^en.  äöa^  bat)er  in  109  unb 
110  i)on  ben  beiben  fünften  8  unb  Si  beti^iefen  n^urbe,  gilt  nun 
ganj  allgemein  i)on  jebem  3ten  fünfte  ber  Äuröe  III  K;  icoix 
"i^^bm  t)ier  tt)ieber  folgenbe  fünfte  al^a  für  bie  golge  tDid^tig  l^er^ 
\3or:  Seber  ©tral)l  ber  Äegelfläd^e  II  82  K  entl^ält  au^er  82  noi^ 
einen  ^un!t  ber  Äuroe  III K  mit  2lui6nal)me  einei^  einzigen  ©tra^^ 
U^  S2,  tx>eld)er  blo^  ben  $unlt  82  mit  il)r  gemein  l^at,  unb^oon 
bem  tijir  fagen,  bafe  er  \iä)  ber  Äuri^e  III  in  82  anfc^miegt;  jebe 
ebene  bei8  ebenenbüfc^efö  S2,  wie  j.  23,  S2  [81]  berül^rt  bie  Äuri^e 
im  fünfte  82  unb  fd)neibet  fie  in  einem  2ten  fünfte  81,  ttjobei 
fie  äuglei(^  bie  Äegelflä(^e  II  SiK  im  ©traljle  8281  berül;rt,  eine 
einzige  2lui5nal^me  l)iei)on  mac^t  biejenige  föbene,  toeld)e  jugleic^  bie 
Äegelfläd^e  82  K  in  il^rem  ®tral)le  S2  berül)rt,  unb  toon  ber  voix 
fagen,  ha%  fie  \iä)  ber  Äur^e  III  in  il)rem  ^^untte  82  anf($miegt, 

112,  Sel)rfafe,  2  Äegelp(^en  II  8  unb  81,  wl^t  einen  ge= 
meinfamen  ®tral)l  l^aben,  in  biefem  aber  t)on  2  t)erf(^iebenen  ©benen 
berül)rt  ftierben,  fd)neiben  fic^  immer  in  einem  unebenen  Äegelfi^nitt, 
b,  ^.  in  einer  Äuroe  III  K. 

3(lad)  ?lr,  102  finb  bie  beiben  ©tra^lenbünbel  8  unb  81  ftet^ 
babur(^  lottineär  auf  einanber  ju  begiel)en,  ba§  man  bie  Äegelftad^e 
II  8  ber  Äegelpc^e  11  Si  entf:pre(^en  läfet  unb  bann  noc^  ju  3 
@tral)len  ber  erfteren  bie  3  entf^red)enben  ©tral^len  ber  legieren 
beliebig  annimmt,  2Bät)lt  man  nun  in  unferem  gaHe  bie  3  $aare 
entf^re($enber  ©tral^len  i)on  8  unb  Si  fo,  ba§  fie  in  3  ©benen  be^ 
®benenbüf(^eli3  8  81  liegen,  fo  finb  beibe  Äegelpd^en  nac^  3^r,  65 
in  tltn  biefem  ©benenbüfc^el  8  81  ^erf:pe!t,,  tijorau^  ber  ©afe  nn^- 
mittelbar  folgt. 
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113.  3n  ben  3lrn,  108  unb  112  finb  2  ber  gorm  nac^  >otx-^ 
j(^tebene  (gnt[tel)ung^ti)etj'en  ber  Äuri)en  III  mitgetl^eilt,  e^  Iä§t  fi(^ 
nun  no(^  ein  3ter  SlufSbruä  für  ba^  ©efefe,  t)5elc£)ei8  bie  ^unftele- 
mente  eine^  elementar gebilbeig  III  ju  einem  geometr.  ©ebilbe  i?er^ 
einigt,  oxio^^lm,  ba^  alfo  lautet: 

©inb  3  ei)enenbüj(^el  I,  t)on  bereu  3  Sl^eu  pqr  txienigften^ 
bie  eine  q  \)on  ben  beiben  anbern  in  2  t)erj(^iebenen  fünften  SSi 
gefd^nitten  tüirb,  :proieft.  aber  nic^t  :perf:peft.  auf  einanber  belogen, 
jo  erzeugen  bie  ©(^nitt^unlte  je  3er  entf:pre(^enber  ©benen  eine 
^uxu  III  K,  ju  bereu  ^^un!ten  m&)  S  unb  S^  gel)5ren. 

©^  erzeugt  uämlic^  ber  (äbeneubüjd)el  q  jott)ot)l  mit  bem  33üf(^el 
p  afö  mit  bem  23üfc^et  r  fe  eine  Äegelfläi^e  II,  ti;)el(^e  bie  in  112 
angegebenen  23ebingungen  erfüllt» 

3ufa^.  ©cE)neiben  fi(^  ^iebeip  unbr  in  einem  3ten  fünfte 
S2,  fo  gel^ört  biefer  au(^  ber  Äuri^e  III  K  an*  ^^  möge  in  biefem 
gaUe  {)ier  re!a:pitulirenb  l)infi(%tlic^  ber  3  :pro];eö,  ©tralE)lenbüubel 
SSiS2,  ti)el(^e  na(i)  9lr»lll  bie  Äur\)e  erzeugen,  al^  mö)  l£)infi(^ts 
X\6)  ber  3  :proie!t.  6benenbüfd)el  pqr,  ti)eld)e  bie  Äuri^e  na(^  113 
erzeugen,  folgenbe^  no(^  beigefügt  t^erben:  ben  3  2l^en  pqr  ent- 
f:pre(^en  in  ben  3  ))roj;eft,  ©tral^lenbünbeln  S  Si  S^  bie  3  ®tral)len 
SS1S2,  tijel(^e  ficf)  ber  Äurt)e  III  K  in  ben  3  fünften  SS1S2  OiXi^ 
jd)miegen,  ber  2lrt,  bafe  j»  33.  s  aliS  ©tra^lenetement  i?on  S  bem 
©tra^l  SiS  (ober  q)  be^  »ünbefö  Si  unb  bem  ©tra^l  SgS  (ober 
p)  bei6  Sünbeli^  S2  entf:pri(^t.  ©er  gemelnfamen  (gbene  ber  3  (gbe= 
nenbüj(^el  pqr  entjpre(i)en  ]t  bie  (Sbenen  ber  3  6benenbüf(^el, 
ti)el(i)e  burd)  bie  3  @tral)len  ssiS2  ^1^^  i^  ^^^c^  bai^jenige  @(f  be^ 
S)reietf^  SS1S2  gef)en,  ba^  in  ber  fraglichen  3l):e  ni&)i  liegt,  ber 
2lrt,  ba§  biefer  (Sbene  pqr  in  jebem  ber  3  (Sbenenbüf(^el  je  ein 
^aar  ©benen  entf))re(^en,,  infoferne  jeber  ber  3  6benenbüfd)et  ju 
jebem  ber  beiben  anberen  :proie!t.  ift;  fo  eutf:prid)t  j.  33.  in  bem 
©benenbüf(^el  SSi  berßbene  pqr,  al^fölement  be^ (gbenenbüfd^el^ 
S1S2,  bie  (Sbene  Sis,  bagegen  berfelben  ©bene,  al^  Clement  beig 
aSüf^el^  S2S,  bie  (gbene  Ssi.  ©abei  berül)rt  bie  (gbene  SS2  bie 
Äegelpc^e  S2K  in  bem  ®tra^lS2S,  bießbene  sSi  bie  Äegetpc^e 
SiK  in  bem  ©ra^le  SiS»  ©benfo  bie  &tM  S2S  bie  Äegelp(^e 
SK  in  bem  ©traute  SS^  unb  bie  ©bene  sgSi  bieÄegelpi^e  SiK 

5pfaff,  ncMew  ©eomctrie,  10 
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in  bem  ©tral^I  S1S2,  bte  (gBette  s^S  bte  ^ec^elpd)e  SK  tm@tra^l 
SSi  unb  bte  ebene  s^Sg  bie  Äegelpc^e  S^K  im  ©tra{)Ie  S2S1. 

©(^netben  \x6)  p  unb  r  ni(^t,  fo  t[t  folgenbe^  ju  16ead)ten: 
entf:pri(^t  ber  (Sbene  qp  afö  (Sletnent  i^otn  a3üj(^el  q  eine  ©bene 
beg  i8üf(^ete  r,  tt)et(^e  bie  p  in  einem  ^^m  ©(i)nitt^nnö  qp  ober 
S  i)erf(^iebenen  fünfte  S2  jc^neibet,  jo  i[t  S2  ein  3ter  ^unft  loon 
K,  ge^t  aber  biefe  ©bene  burd)  S,  b.  I)*  entf^ric^t  ber  ©tene  q  [r] 
bie  (Sbene  r  [q],  fo  l^at  p  mit  ber  Äuri)e  K  leinen  ^nnft  anfeer 
S  gemein^  ba  aber  p  ein  ©tral}l  ber  Äegelpc^e  II  S  i[t,  txselc^e 
mit  ber  Äegelp(^e  II  Si  u<x6)  112  bie  ^nxu  K  erjengen,  fo  ift 
p  offenbar  ber  ©tral)l,  tx>el(i)er  inS  berK  fid)  anfc^miegt,  unb  ben 
tott  biiSl^er  mit  s  bejeid^net  "ijOiltn.  2öa^  jo  t)on  p  gilt,  gilt  felb[t= 
t)er[tänbli(^  auc^  t)on  r, 

114  ®anj  entf:pre(^enb  bem  ©ange  ber  ©nt^idlung  bon 
61  :c.  füi)rt  bie  ©rjeugung  ber  Äuri^en  III,  toie  fie  in  112  unb 
113  angegeben  tDurbe,  jur  ))roje!t  33ejiei)ung  ber  (älementargebilbe 
311  fotDO^l  mit  ben  ©lementargebilben  I  afö  II,  <xU  aud)  III,  toie 
mit  23ejngnat)me  auf  bie  ertx)äl)nte  frül)ere  ©nttotdtung  nun  mög= 
Ji(^[t  !urj  bargetl^an  tt^erben  foll. 

©ine  Segelfläche  II  S  nennen  tx)ir  ju  einer  Äuri)e  III K  ^)er= 
-f:pe!t  :proie!t  ober  !urj  ^erf:pelt.,  \otvM  ba^g  Zentrum  S  berfetben 
ein  ^unftelement  t>on  K  ift,  unb  jeber  ®tral)l  t)on  S  auf  ben  2ten 
in  il)m  entl)altenen  ^un!t  i3on  K  belogen  ift,  bem  fünfte  S  i)on 
K  felbft  entf))ric^t  babei  ber  ©tra^l  i)on  SK,  ber  in  S  ber  K  fi(^ 
anf(^miegt,  b,  ^.  ber  ©tral^l  s.  ©ämmtlii^e  ju  K  ))erf^elt.  Äegel- 
pi^en  II  finb  nad)  111  ju  einanber  :proie!t 

3eber(Sbenenbüf(^elI,  beffen  2lp  bie  Suri^e  III  K  in  2  Sßun!= 
ten  SSi  fd)neibet,  ober  in  1  fünfte  S2  fid)  i^r  anfd)miegt,  nennen 
U)ir  ju  biefer  Surt)e  :perf:pe!t.  ^^rojelt,  ober  lurj  :perf^e!t.,  xotym 
jeber  (gbene  be^g  23üf(^ete  ber  t)on  S  Si  ober  oon  S2  i)erjd)iebene  3te 
in  i^r  entljaltene  $un!t  oon  K  entf^ri(^t,  babei  entf:pri(^t  im  Iften 
galle  bem  ^|Jun!t  S  biejenige  (Sbene,  toelc^e  bie  E  in  S  berül^rt, 
b»  l),  toel(^e  buri^  s  ge^t,  unb  ebenjo  bem  fünfte  Si  bie  (Sbene, 
We  bie  K  in  S^  berül)rt,  b,  )§.  bie  burd^  si  gel)t;  im  2ten  gaffe 
entf^ric^t  bem  fünfte  S2  bie  (Sbene,  toelc^e  im  ^^unlte  S2  ber  K 
fi(^  anfdmiegt» 

Sitte  (£benenbüf($el  I,  n^eli^e  berfelben  ÄurJ^e  III  ):>erf:peft^ 
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finb,  ftnb  unter  ftd^  :projeft.  J)enn  fc^netben  ft(^  i|re  fietben  Sl^m 
in  einem  fünfte  bon  K,  jo  folgt  ber  ©ci|  nnmittel6.ar  ^u^  113, 
finbet  biefe)8  aber  nt(i)t  Statt,  jo  pe^e  man  eine  3te  ©erabe,  ti^eli^e 
iebe  ber  beiben  %):tn  in  einem  fünfte  öon  K  fd)neibet  unb  betrachte 
fie  aU  Sl^e  eine^  3ten  p  K  :perf^e!t»  ©benenbüft^el^ ,  Äbann  ift 
ber  gaff  nnmittelbar  auf  ben  t^origen  ober  auf  ben  in  113  betrai^^ 
teten  ^urücfgefülirt, 

3eber  p  einer  ^uroe  III  K  ^)erf:pe!t.  @benenbilf(^et  I  i\t  ju 
jeber  ju  K  :perf:pe!t,  Äegetfläd)e  II  Si  K  :proie!t  S)enn  ift  S  m 
^unft,  ber  ber  K  unb  ber  2l>^e  be?  6benenbüfä)el?  geme,inf(f)aftlic^ 
ift,  fo  ift  bie  j^egelftddje  II  SK  na($  bem  aSi^^^erigen  g»i@benen== 
büfd^el  :perf))eft»  unb  ju  SiK^roieft» 

11.5.  2  pr  Äuri)e  III  K  :perf:pe!t»  @benenbfif(^el  erzeugen, 
ti^enn  x^xt  %%m  pq  ]x&)  f(|neiben,  eine  ju  K  :perf:pe!t.  .Segelfläche 
II.  e^  ift  nämlid)  leicht  ju  er!ennen,  ba|  ber  @c|mtt^unft  auf  K 
felbft  liegen  muffe,  bie  3l):en  muffen  mmiiä)  mä)  114  mit  k^  Äuri^e 
enttx)eber  2  fünfte  gemein  ^.aim,  ober  in  1  fünfte  fid)  %  an? 
f(^miegen;  nun  ^aben  loir  aber  in  3^r.l08^c.  gefel),e.n,  1)  bja§  eine 
ebene  mit  K  pd}ften^  3  fünfte  gemein  l)aben  iann;  2)  ba§  qm 
(Sbene,  toel(|e  burc^  eine  ber  K  fie^  anf.d^miegenbe  ©er.abe  ^Cjl^t, 
aufeer  bem  a3eriil)rung^^un!te  nur  no(^  1  ^unlt  mit  K  gemein 
baben  !önne;  3)  baß  2  ber  K  fi(^  anfi^miegeube  ©erabe  feinen 
^unft  mit  einanber  gemein  l^aben  fönnen,  ti^orau^  in  SSerbinbung 
mit  113  bie  9^ic§tig!eit  ber  obigen  23el)au:ptung  unmittelbar  folgt 

®d)neiben  fid)  bagegen  bie  beiben  2l):en  p  unb  q  ber  p  K 
:(5erf^:>e!t  (Sbenenbüfd)el  I  uid)t,  fo  finb  fie  bo($  na.d)  114  unter  |i# 
:proielt.  unb  erzeugen  fomit  eine  9legelf(^aar  ß.  S),iefe  9ftegetf(|aar 
ift  nun  ju  j-ebem  ber  beiben  fie  erjeugenben  Süfd)el  :perf^e!t;  folen 
bal)er  bie  gunbamentalfd^e  über  :proieft.  mh  :perf))eft  Sejiel)ung 
ber  (glementargebilbe  ait(^  auf  bie  (Slementargebilbe  III  au!Sgebe^n;t 
tt)erben,  fo  muffen  toir  bie  3legelf(^aar  li  au#  %n  K  ^rojeft.,  unb 
ba  offenbar  jeber  (Stral)l  berfelben  bur(^  ben  il)m  entf^rei^enb,^^ 
5ßun!t  oon  K  ge|t,  ju  K  :perf:peft.  nennem 

S)ie  ju  K  :perf|)e!t  Sftegelfi^aar  R  ^at  bie  (^ara!terifti.f.(^.e 
gigentl)ümlid)!eit,  ba§  leiner  il)rer  ©traljlen  mit  K  me^r  afö  einen 
9ßun!t  gemein  l}at,  unb  bafe  au(^  leiner  ber  K  fi(j^  auf d)miegt  £).c;nn 
toürbe  ber  ©tra^l  a  j.  33.  biefe  @igenfd)aft  nid^.t  befife^n,  fo  .ti^itabe 
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fotDO^l  bte  ©bene  ap  aU  auä)  bie  ©Bette  aq  etttett  ber  obett  uttter 
1)  2)  3)  aufgefül)rten  guttbatttentaljä^e  utnftofeett, 

3ufa^*  5lu§erbettt  ift  er[td)tti(I) ,  baß  Jebe  ju  K  :perf^e!t 
gflegeljc^aar  au(i)  ju  {eber  p  K  :perjpeft  Äec^elffäc^e  II  uttb  ju  jebettt 
ju  K  :perjpelt  (5Benettbüf(^eI  I  :proie!t.  t[t,  mfofertte  fie  ju  bett  Bei^ 
ben  fie  erjeugettbett  (ä:betiettMf(^eltt  I  ))er)>eft  ift,  bie  it)rerfeitö  ju 
aüett  bett  ertt)äl}ttten  ©letnetttargebilbett  ttad)  bem  cbett  SSeti^iefetten 
^^rojeft  fitib;  b»  l).  alle  ju  K  perfpeft,  (Sletttetttargebilbe  fittb  uttter 
\iä)  :proje!t. 

116.  ©eftü^t  auf  biefe  ©ä^e  üBer  bie  ))erf:pe!t  Sejie'^ung 
eiue^g  (Sletnetitargebilbeig  III  uttb  ber  erti^ä^nten  3  (SlementargeBilbe 
lunbll,  ge^en  tx)ir  nun  einen  ®(^ritt  t^eiter,  inbem  tx)ir  ein  ©le- 
tttentargebilbe  III  K  iprojeft.  ju  einem  belieBigen  anbern  @letnentar= 
geBilbe  P  nennen,  ti^enn  ein  ju  K  :perf:peft»  ©letnentargebilbe  ju 
einem  ^u  F  :perf))e!tbif(^en  ))roiett.  ift. 

S)enn  baß  i)iebei  bie  SSaf)l  ber  ju  K  ^erf^peft  6lementarge= 
bilbe  glei(^giltig  ift,  ge{)t  an^  115  ^u\a^  i)ert)or. 

S)a  fomit  bie  :projeft  23ejiel^ung  eineg  (Slementargebilbe^  III 
auf  bie  ))roieft  23ejie{)ung  ber  ©lementargebilbe  I  ober  II  ^uvM^ 
geführt  ift,  fo  gelten  nun  au(^  für  bie  :proieft.  23ejiel)ung  biefer  neu 
t)injugefommenen  ©lementargebilbe  alle  gunbamentalfäfee  ber  :proje!t. 
ffiejiel)ung  üBerl^aupt.  ^nfonber^^eit  t^irb  nun  oi)ne  tt)eitere  ©rllfc 
rung  t)erftänbli(^  fein,  Voa^  mn  nun  an  für  ^urt^en  HI  unter  einem 
SBurfe*),  t^a^  unter  einem  orbentli<$en  äöurfe,  voa^  unter  einem 
l^armonifi^en  3Burfe,  voa^  unter  bem  Sinne  (ber  23ett)egung),  'vooi^ 
unter  iproieft  ^uri^en  III  besgfelben  S^räger^,  tDa§  unter  entf:pre(f)ettb 
gemeinfamen  ©tementen  2er  :proie!t.  Äuri)en  III  be^felBen  S^räger^, 
Xt^a^  unter  einem  ini3otutorif(f)en  ©lementargebitbe  III  ju  iDerftei)en  ift. 

SDie  ü&rigen  gunbamentalfäfee  l)ier  auf^ujät)len,  fd)eint  über^ 
pffig,  inbem  bie  2lufja£)lung  in  ^Rr.  39  genügt. 

117.  S-el^rfa^.  §at  bie  2lr^  p  etne§  ju  einer  Äuri^elllK 
iprojeft.  ©benenbüfi^el^  mit  K  einen  ^^un!t  Ä  gemein,  fo  ift  ber= 
felbe  ju  K  immer  ^ugteii^  :perfpe!t.,  toenn  me^r  aU  3  ©benen  be^- 
felben  burc^  bie  il)nen  entf:pre(^enben  fünfte  ge^en. 

*)  Unter  htm  Sßert^e  eines  SöurfeS  einer  ^xu  III  öerfte^en  voix  ben 
SBerf^  be§  entfpred)enben  Sßurfe^  trgenb  dnt^  lu  K  :|)erfpeft.  (ober  refp.  ^vo- 
ittW)  (Skmentargebilbeö  I  (ober  II). 
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5Ra(^  116.  tft  ber  (Sbenenbüfc^el  ^^rojeü  p  ber  ber  K  ^jerf^eü 
Äegelflä(^e  II  AK,  ^zhe  @bene  i3on  p,  n)elc^e  burc^  ben  entf:pre^ 
c^enben  ^un!t  i)on  K  gel^t,  ge§t  aBer  aucE)  bur(f)  ben  entf^rec^en^ 
($enben  ©traf)!  i)on  AK  unb  umgefe:§rt  @el)en  aber  me:§r  aU  3 
©betten  i)on  p  hmä)  bie  entf^re($enben  Strahlen  i)on  AK,  fo  ift 
biefei§  na<f>  63.  b,  mit  allen  ber  gaff;  bie  3l)ce  p  ftefft  notl)ti3enbig 
einen  ®tral)l  i)on  AK  bar,  ^at  aljo  mit  K  enttt3eber  noi^  einen 
^unft  gemein,  ober  fd)miegt  ftc^  in  A  ber  K  an,  worauf  bie  9ii(^s: 
tigfeit  be^  ©afee^  in  Uebereinftimmung  mit  114,  folgt 

3nfa^.  §ierau^  folgt  nnn  folgenber  tx)i($tige  @afe:  ^eber 
Seitftra^l  p  einer  jn  K  :perf^elt  3legelf(i)aar  ß  ^at  mit  K  enttue^ 
ber  0  ober  2  ^unöe  gemein,  bie  fic^  jebod)  in  einem  2lnf(^miegnngi8- 
:()nn!te  i^ereinigen  fönnen, 

©er  ebenenbüf(i)el  p  ift  nämlic^  jn  K  ^ro{e!t,  tt)eil  er  gu  R 
!perf^e!t  ift,  unb  ba  anfeerbem  äffe  (Shtmn  hnx^  bie  il)nen  ent^ 
f:pre(^ettben  g^unöe  bon  K  gelten,  fo  erl)effet  bie  öti(^tig!eit  au3 
obigem  ©a^e. 

118,  Se^rfa^.  3ft  a  eine®erabe,  ^elcf)e  mit  einer Äurs^elllK 
blo§  ben  ^nnft  A  gemein  l)at,  ol)ne  \iä)  in  il)m  berK  anjufc^mie^^^ 
gen,  fo  fteüen  fämmtlii^e  ©erabe,  n)eld)e  bie  a  fd)neiben,  unb  jugleic^ 
mit  ber  K  entn^eber  2  fünfte  gemein  ^aben,  ober  in  1  ^unlte  fic^ 
tl}r  anf(^miegen,  ©trat)len  einer  unb  berfelben  9tegelfc^aar  Ri  bar; 
ttjietool^l  nic^t  umge!el)rt  äffe  ©tral)ten  t)on  Ri  mit  ber  K  einen 
^un!t  gemein  ^abm  müffem  Setrac^tet  man  bie  ^egelflä(i)e  II  AK, 
fo  giebt  e^  bei  jeber  Sage  oon  a  unenblid)  oiele  ©benen  be^  ©benenn 
büfc^el^  a,  toel(^e  mit  AK  2  ©tral^len  unb  alfo  nac^  100  mit  K 
außer  A  no«$  je  2  fünfte  BBi  CCi  DDi  gemein  liaben,  2öäl)lt 
man  nun  in  2  foli^en  ©benen  bie  SSerbinbung^linien  ber  2  i}on  A 
\5erf(^iebenen  fünfte  toie  BBi  unb  CCi  al^  ^Ijcen  2er  ju  K  ^erf^e!^ 
tioifd^en  ©benenbüf (^el ,  fo  erzeugen  fie  eine  ju  K  :perf^e!tioif(f)e 
SRegelfi^aar  R,  ju  toelcf)er  aud)  a  atö  ©lement  get)ört  S)ie  Seit^ 
f($aar  R2  biefer  Siegelfdiaar  R  bilbet  nun  bie  im  ©afee  ertoä^nte 
SRegelfd)aar  Ri.  Stimmt  man  nämlid^  an,  ^ß  gäbe  eine  ©erabe  m, 
toeli^er  bie  im  ©a|e  angefitl)rte  @igenf(f)aft  jttläme,  ba^  fie  bie  a 
fd)neibet  unb  mit  ber  K  2  g$un!te  MN  ober  ben  ©o^^'elpunft  M  M 
gemein  l^ätte,  ol)ne  ber  3^egelfd)aar  R2  anjugel^ören,  fo  gelangt  man 
folgenber  ?[Ra§en  ju  einem  SBiberf^prud)  mit  hzn  ©runbeigenfc^aften 
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feet  fittt'ien  III:  hnxä)  M  ge^t  j;ebenfaffi8  anä)  ein  ©tra^l  mi  ber 
Dtegelfc^aat  R2,  w?elc^er  bte  a  fd^netbet  utib  entj:pre(^enb  entmeber 
Mt  E  ben  ®o^^et:piin!t  MM  ober  2  fünfte  MNi  öetnein  :^at.  %n 
kt  @bene  Ma  ti^ären  ba'^er  enttDeber  4  fünfte  ober  3  fünfte,  mx^ 
imter  ein  S)o)):pel:pun!t,  enthalten,  wa^  nic^t  möglich  naä)  110. 

3nja^  1,  2lUi8  ber  (gntoiiSIung  be^  oorigen  ^afee)3  ge{)t  nn== 
fnittel^ar  nö(^  folgenbe^  i)ert>or:  Siegt  bie  ©erabe  A  inneri)att  ber 
Äegelp(|e  AK,  fo  gieftt  e^  leine  g&ene  be;^  (gknenl)üj(^el^  a, 
n^elc^e  bic  ^egelpi^e  nic^t  in  2  ®trat)len  jc[)nitte,  nnb  ba^er  jd)neibet 
mS^  jeber  ©trat)!  ber  9legelf(f)aar  Rj  bie  K  in  2  fünften.  Siegt 
bdgegen  a  au^er^alb  ber  Äegelpc^e  AE,  fo  j^rf aEen  bie  ®enen 
be0  @benenMf($el^  a  in  3  @rn^:pen,  bie  ©benen  ber  Iften  @ru:p^e 
fd)neiben  f äntmtlid)  bie  A  E  in  2  (Strahlen ,  bie  ber  3ten  t)aften 
thit  AE  Mnen  6trat)l  gemein,  bie  ©renje  biefer  Reiben  ®rii^;pen 
Silben  2  ©benen,  tt)el(^e  bie  AE  in  je  1  (Stral^le  berühren*  ©em- 
jufolge  jerfaEen  nun  anä)  bie  (Strahlen  t)on  Ri  in  3  @ru:p:pen, 
inbem  feber  ©tral^l  ber  Iften  @ru:p^e  mit  E  2  fünfte ,  jeber  ©trat)l 
ber  Sten  0  ^mittt  gemein  ^at,  ti)a£)renb  2  ©tral)len,  toeli^e  bte 
fceiben  erftgenannten  ®ru:p))en  i)on  etnanber  trennen,  ber  E  in  je  1 
^mtk  fi(^  anfd)miegen. 

3ufa^  2.  Sft  a  tuieberum  eine  ©erabe,  mlä)t  mit  ber 
^nxu  III  E  Ho§  ben  einen  ^nn!t  A  gemein  l)at,  ot}ne  in  i^m 
ft(^  it)r  anjuf(^miegen,  jo  giebt  esS  nur  1  3flegetjd)aar,  bie  jn  E 
t:i'erf:pelt»  ift  nnb  a  ate  ©tement  entl)ält,  benn  toürbe  t^  nod^  eine 
2te  betartige  3flegeljd)aar  geben,  fo  toürbe  ei^  nac^  117.  3^f-  ^^^^ 
2te  3legelf($aar,  bie  Seitfc^aar  berfelben,  geben,  it^elc^er  bie  im  obi=: 
gen  ©a^e  angefül^rte  6igenf(^aft  jufäme. 

SBir  mUtn  biefe  3legelf(^aar  huxä)  aE  bejeic^nen. 

119.  3n  118.  ^at  fid)  gejeigt,  baß  e§  aud)  Seitftral)ten  qr.., 
einer  jn  E  :perf:pe!t.  9^egelfd)aar  R  geben  !önne,  toelc^e  mit  E  fei^^ 
nett  ^nnft  gemein  l^ahm. 

a5etrad)tet  man  nun  einen  folc^en  äU  R  :perf:pe!t.  gbenenbüfd)el  q 
ober  ir,  fo  ift  berfelbe  juber  ber  R))erf:pe!t.E^roj;e!t.;  ba  aber  außerbem 
febegbene  be^felben  burc^  benentf:pre($enben  aßun!t  oonE  gel)t,  fo  muß 
ber  Segriff  ber  !perf;pe!t,  23e§ief)ung,  toie  er  in  114.  aufgefteEt  tt)urbe, 
ttma^  ertoeitert  werben,  batjin  lautenb,  jeber  ©benenbüfc^el,  beffen  2l):e 
eifi  Seitftrall  einer  ju  E  :perf:pe!t.  Olegelfi^aar  ift,  ift  ju  E  :perf))e!t. 
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2Iug  118.  tft  ju  erfe:§en,  ha%  für  bte  ju  K  !perf^)e!t  Oteget 
f(^aar  aK  in  feiner  @Bene  M  bejg  (SBenenbüfd^elsg  a  mei)r  atö  eine 
©erabe  q  enthalten  i[t,  n)eld)e  eine  2lj:e  eine^  ju  K  ^oerf))e!t  ©be* 
nentöfc^eB  barfteHen  fönnte, 

gragen  ti^ir  nun,  06  biefei^  anä)  für  ben  gall  rt($tig  tft,  n)enn 
bie  fragliche  (Sbene  M  mit  K  Uo%  ben  ^un!t  A  gemein  l^at. 

Sft  b  eine  jt^eite  ©erabe  be^  in  M  entljdtenben  ®tral}Ien' 
büfc^elig  A,  fö  i[t  in  i^r  ein  Seitftra^l  qi  ber  ^u  K  :perf:pe!t  ?lit^ 
gelf(^aar  bK  ent^^alten  unb  e^^  fragt  fid),  06  q  unb-qi  gufammen 
fallen.  SKürbe  aber  q  unb  qi  i)erf(^ieben  fein,  fo  tuürben  bie  beis 
ben  ju  K  perf^eft  ©benenbüfc^el  q  unb  qi ,  infoferne  fie  :perf:pe!t 
ju  ben  :proie!t.  3^egetfd)aaren  aE  unb  bK  finb,  !proieft.  unb  i'voox 
^erf^eft.  :proie!t.  fein,  infoferne  fie  bie  gemeinfame  ebene  M  ent- 
f:pred)enb  gemein  l)ätten;  fie  toürben  alfo  einen  tbcnm  ©tra^Ien^ 
M\ä)d  erzeugen,  beffen  Zentrum  qqi  Mxt,  unb  beffen  fämmtlid^c 
©traljlen  nac^  ben  einzelnen  fünften  i)on  K  giengen,  toa^  nnm%^ 
ti(^,  ba  K  feine  ebene  J?urt»e  ift 

S)ie  beiben  Seitftrablen  ber  3ftegelf (paaren  aK  unb  bK  in  M 
fallen  bal)er  in  einen  jujammen,  §ier au^^  erhellet  jugleii^,  ba§  je 
2  ©tral)len  ber  beiben  9legelf(^aaren  aK  unb  bK,  tx^eld^e  fid)  in  1 
fünfte  fc^neiben,  mit  q  in  1  ©bene  liegen,  b,  ^.  mit  anbern  SBor- 
ten:  man  mag  i^on  einem  beliebigen  ^aare  entf^re(^enber  ©tral^len 
ber  beiben  ju  K  :perf:pe!t  3^egelf(^aaren  aK  unb  bK  au^ge^en,  ftet^ 
finbet  man  in  iljrer  (Sbene  benfetben  gemeinfamen  Seitftral)!  q  ober 
ttja^  ba^felbe  ift,  bie  beiben  Otegelfc^aaren  aKunb  bK  :§abenau§er 
tl^ren  ©(^nitt:pun!ten  K  nur  ben  einen  Seitftra^t  q  gemein. 

120.  8el)rfa^.  23egiel)t  xnan  bie  ^unftelemente  einer  ,Kuri)C 
in  K  int)olutorifd)  auf  einanber,  fo  fteöen  bie  SSerbinbungi8linien 
entf:pred^enber  5ßunlte  ©tral^len  einer  unb  berfelbenSR:egelf(^aarRi  bar, 
beren  Seitftra'^len  eine  ju  K  :perf:peft.  9tegelf($aar  ß  bitben.  S)ie 
beiben  einzigen  ©tra^len  i)on  ßi,  ti^elc^e  nai)  118  3uf.  ber  K  fi(^ 
anfc^miegen  fönnen,  t^^un  biefe^  in  ben  beiben  Orbnungi^elementen 
ber  Snt)olution. 

©inb  AAi  unb  BBj,  2  gugeorbnete  fünfte  he^  tni)olutorif(^ett 
^uri;)engebilbeia,  unb  ift  m  eine  ber  immer  e^ftirenben  ©eraben, 
n)el(^e  bie  AAi  bie  BBi  unb  bie  K  (in  Mi)  jugleid^  fc^neiben,  fo 
fommt  biefer  ©eraben  m   bie  in  118.  i^er langte  ®igenf(^aft  ju; 
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au^erbem  aber  müfjen  not^tijenbtg  je  2  entf:pre(i)enbe  fünfte  be^ 
mijolutortji^en  Äuri)engeBtlbei3  mit  a  in  1  @kne  liegen,  ti^ie  jic^ 
biefeg  atöbalb  ergiebt,  ttjenn  man  bie  jn  bem  tnöolutorifd^en  Rmun^ 
gebilbe  ^erf^elt  unb  ba^er  fettft  ini)oInt  Äegelpc^e  II  MK  be^^ 
trachtet.  5Ra(i)  bem  jn  88.  reci:proIen  ©al^e  müfjen  nämlic^  bie  aSer=^ 
Mnbung^ebenen  entj^red^enber  ©tral)Ien  MÄAi  MBBi  MCCi . . . 
\x6^  in  1  ©tral)le  f(^neiben,  nnb  biejer  ift  eben  ber  ®trat)l  m;  unb 
babur^  ift  nun  offenbar  ber  ©a^  auf  ben  in  118.  jurü(fgefül)rt. 

121.  Sel)rfa^.  2luf  jeber  3flegeIfIäcE)e  F  finb  unenbli(f)  t)iele 
^uröen  HI  entl)alten. 

SBäp  man  mmli^  3  ©erabe  abm,  i)on  benen  2,  a  unb  b, 
ber  einen  p  ber  beiben  in  P  entbaltenen  3tegelf(^aaren  angel)ßren, 
tüd^renb  bie  3te  m  fie  beibe  fi^neibet,  ol)ne  ein  ©tra^l  'oon  F  ju 
fein,  unb  bejie^t  bie3(äbenenbüf(^el  abm,  fo  Jprojelt  auf  einanber, 
ba^  bie  beiben  23ixfc^el  a  unb  b  bie  3legelf[ä(^e,  ref:p.  iljte  eine 
Sftegelfd)aar  erzeugen,  fo  fc^neiben  fic^  bie  entf^prec^enben  ©benen 
nadE)  113.  in  ben  ^unöen  einer  Äurbe  III,  bie  not^toenbig  gan^  in 
F  li^gt. 

3ufafe.  '  Serü(Jfi(*tigt  man  bie  9^r.  115.  3uf.,  fo  läfet  fid) 
ber  ©a^  t)on  121.  auc^  in  folgenber  gaffung  aufftelten: 

S3e5iel)t  man  einen  (gbenenbüf (i)el  I ,  beff en  2l):e  m  mit  einer 
SRegelf(^aar  R  2  fünfte  gemein  {)at,  auf  biefetbe  iprojeft.  fo,  ba§ 
feine  ©bene  be^a  ©benenbüfc^et^  burd)  einen  entf:prec^enben  ©tra^l 
t)on  R  ge^t,  fo  erzeugen  fie  eine  Äuri^e  III. 

122.  Siegt  eine  Äuri)e  II  auf  einer  9legetp(^eF,  fo  t)aben 
fammtli(^e  @traf)Ien  ber  einen  in  F  enthaltenen  beiben  SRegelf^aa== 
renRmitK  je  nur  einen  einzigen  ^un!t,  voäl)renb  bie  Strahlen  ber 
anbern  SRegelf(^aar  Ri  mit  F  entttJeber  0  ober  2  ^un!te  gemein  l^aben, 
bie  in  einen  S)o:p:pel:punft  jufammenfaüen  !önnen. 

S)enn  ge^t  ber  ©tral^l  p  i^on  Ri  hmäj  2  fünfte  t)on  F,  ober 
f($miegt  er  fid)  i^r  an,  fo  !ann  !ein  ©tra^l  i)on  R  mit  K  mtljx 
aU  einen  einfachen  ^unlt  gemein  ^aben,  benn  njürbe  ber  ©tral)l  a 
i)on  R  mit  K  2  fünfte  gemein  l)aben,  ober  fid)  il)r  anfi^miegen, 
fo  toürbe  bie  @bene  ap  mit  K  4  fünfte  gemein  l^aben,  'oon  benen 
1  ^aar  ober  2  ^aare  je  in  einen  S)o:p:pel:punW  übergel^en  !önnten, 
\oa^  mä)  115.  ni($t  möglich  ift. 

5Da§  aber  für  jeben  ^un!t  M  i)on  K  not^toenbtg  einer  ber 
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beiben  iuxä^  M  ge^enben  ©trauten  b  unb  q  t)on  F  mit  K  2  5ßun!te 
gemein  ^at  ober  \xä)  ii)x  anfd)miegt,  folgt  alfo: 

aSäl^tt  man  2  ^nn!te  M  xmb  N  i^on  K,  bie  nic^t  in  einem 
(Strahle  p  i3on  F  liegen,  unb  bur(^  bie  ba^er  2  ^aar  ©tral^Ien  b  q 
unb  er  i)on  F  gel)en,  fo  ift  ber  @benenbüf(^el  I  MN  fott)o^l  ju 
ber  Äegelp(^e  II  MK,  al^  auc^  ^ur  Äegelp(f)e  H  NE  ^erf^ett, 
ba6ei  liegt  in  ieber  ßbene  beig  ®enenbüf(^efö  MN  je  nod^  ein 
3ter  i)on  MN  tjerfd^iebener  ^unft  bon  E,  mit  Slu^na^me  ber  2  (Sbe^ 
neu,  ti)el(^e  in  M  unb  N  bie  K  l)erül)ren. 

6^  liegt  ba:§er  au(^  in  ber  (£kne  öon  MN,  n?el($e  bur($  q 
(unb  alfo  not^t:)enbig  auc^  burd^  c)  gel^t,  unb  efcenfo  in  ber  ©bene, 
^el($e  bur(^  r  (unb  alfo  not:^tDenbig  auä!)  i>uxä)  b)  gel)t,  noc^  je 
ein  ^un!t  Q  unb  R  i)on  K,  tß  fei  benn,  ba^  bie  fragliche  (äbene, 
tt>ie  fo  eben  bemerft,  bie  K  berühre» 

S:ritt  ber  Ifte  gaU  ein,  b,  l),  berührt  bie  (Sbene  MNq  bie 
K  ni(^t,  fo  mu§  ber  ern)ä^nte  3te  ^unft  Q  auf  q  liegen,  ba 
nad^  bem  Obigen  bie  ©traljlen  ber  5Regelf(^aar  abc  mit  K  je  nur 
1  ^un!t  (M  ober  N)  gemein  Ijabm  !önnen;  ebenfo  mufe  R  auf  r  biegen, 

aSerü^rt  aber  bie  (gbene  M  N  q  bie  K  in  M,  fo  mu§  notl)^ 
WuUq  bie  q  ber  K  in  M  fid)  anf(J)miegen,  benn  änbert  man  ben 
^un!t  N,  in  bem  man  biefelben  ©d)lu§folgerungen  ie^t  auf  bie 
beiben  5ßunfte  MP  unb  bie  ©tra^len!egel  MK  unb  PK  antüenbet, 
fo  muß,  t^enn  auf  q  !ein  i)on  M  i)erfd)iebener  ^un!t  ^on  K  liegen 
foE,  au^  bie  ©bene  qP  bie  K  in  M  beriil)ren,  Ä^orauiS  nac^  111. 
folgt,  bafe  bie  q  ber  K  in  M  fid)  anfd)miegt 

3ufa^.  2lu^  biefem  a3etx)eife  folgt,  baß  jebe  ju  K  !perf^e!t, 
Segelfläche  tt^ie  MK  mit  ber  F,  auf  \t>zlä)tx  K  liegt,  einen  ©tral^l 
q  gemein  l^at. 

123.  S  e^r  f  afe.  Siegt  eine  Äuri)e  III K  auf  einer  3ftegelpd)eF, 
fo  ift  fie  ftetiS  ju  ber  einen  9legelf(Saar  R  i)on  F  ))erf:pe!t,  tt>äl)renb 
ieber  Seitftral)l  i)on  R  ber  mit  K  einen  ^un!t  gemein  l)at,  bie  K 
in  no(^  einem  fünfte  f(i)neibet,  ober  fi(^  il)r  anf(i)miegt,  unb  außer^ 
bem  ieber  Seitftra^l,  ber  mit  K  !etnen  $un!t  gemein  l)at,  bod)  im- 
mer  2lxe  eine^  ju  K  :perf:pe!t.  ©benenbüfi^efö  barftefft. 

5ytac^  122,  giebt  e^^  unenblic^  t)tele  Seitftra^len  i^on  R,  tt^elc^e 
mit  K  2  fünfte  gemein  l)aben,  ober  i:^r  fic^  in  1  fünfte  anfd)m{e' 
gen,  betrachtet  man  nun  2  berfelben  al^  ^x^n  2er  ju  K  ))erf:pe!t. 


Hosted  by 


Google 


™    154    — 

ebenenlmfi^el  I,    fo  erjeugen  fte  eine  ju  K  ^erf:pe!t.  ategelfi^aar 
natf)  115.,  unb  biefe  ift  mit  F  uDtljtt^enbig  ibentijc^. 

124.  Siecht  K  auf  ber  ^eöelf(äd)e  F,  unb  n)a£)It  man  2  fünfte 
MN  i)on  E,  fo  !ann  man  ben  (£benenBüfd)el  MN  :proie!t.  auf  jebe 
ber  Reiben  in  F  entJ)altenen  31egelf(^aaren  besieljcn,  unb  jtcar  babei 
no(^  bie  23eftimmunv]  treffen,  ba§  3  ©benen  hmä^  3  il)nen  entf:pre- 
(^enbe  9ßun!te  ABC  'oon  K  geljen,  atebann  ergeben  fic^  mit  §ilfe 
ber  in  ben  kl^kn  3^ummern  beti^iefenen  ©äfee  f)ierau§  folgenbe 
a^efultate: 

3)a  bie  K  ju  einer  ber  belben  9ftegelfd)aaren  !perf^)efl  ift,  fo 
ift  fie  anä)  jum  (5benenbüf(^el  MN  :proj;e!t.,  unb  ba  bie  2l)ce  MN 
mit  ber  K  2  ^:pun!te  MN  gemein  t}at,  unb  3  ebenen  MNA  MNB 
MNC  bur(%  bie  il)nen  entfpred)enben  fünfte  ABC  gel}en,  fo  ift 
ber  (Sbenenbüfdjel  ju-  K  :perfpe!t. 

@anj  anber^S  i)erl)ält  e^  fid)  mit  ber  anbern  3ftegelfc^aar  Ri 
oon  F,  benn  ba  biefe  ju  K  nii^t  :perf^ett  ift,  fo  erjeugen  bie 
©djUitt^unfte  be^  ju  il)r  :proie!t.  ©benenbüfi^el^  MN  mit  ben  ent^ 
f:pred)enben  ©trauten  nad)  121.  ^^^f-  ^i^^  jtüeite  Jturoe  III  Ki,  bie 
aber  offenbar  ebenfaU^  hnvä)  bie  5  fünfte  ABCMN  ge'f)t.  ^ier^ 
avß  folgt  nun  aber  folgenber  ©at^:  burc^  5  ^unÜe  einer  &teget 
^ciä^t,  oon  benen  leine  4  in  1  (£bene  liegen,  fönnen  gerabe  2  Äur^ 
t)en  III  gelegt  U)erben. 

125.  3n?lr.  118  txrnrbe  betDiefen,  ba§  bie  Seitfc^aar  Ri  einer 
jur  Stnxu  III  K  :perf:pe!t.  3^tegelfd)aar  R  ^öä)^kn^  2  ©trai)Ien  ent- 
I;alten  fbnne,  tDeld)e  ber  K  fid)  anfi^miegen.  S)ie  9ftid)tigfeit  biefe^ 
®a|eg  läßt  fid)  and)  bire!t  in  nad) folgenber  SBeife  bartl)un: 

&  feien  abc  3  ber  K  in  ben  fünften  ABC  fi(^  anf(^mie- 
genbe  ©tral)len;  ^al)lt  man  nun  2  biefer  3  ©tra^^len  j.  b.  a  u.  b 
al^  bie  2l)ien_  ber  ©benenbüfi^el,  buri^  bereu  :proieft.  33ejie:§ung  bie 
^erf^elt.  3^.egelfd)aar  R  eutftel}t,  fo  folgt  au^  9ir.  111 ,  ba§  ber 
ebene  bA  be^  ©üfc^efö  b  biejenige  ebene  be^  Süfc^el^  a  entf^rid)t, 
toeld)e  ber  K  im  fünfte  A  fid)  anfdjmiegt,  b.  l).  in  ben  fünften 
A  ober  B,  in  tüeld)en  ber  8eitftra!)l  a  ober  b  einer  ju  K  :perf:pe!t* 
3flegelf(^aar  R  ober  K  fid)  anfd)miegt,  fallt  bie  (SUm,  mld)t  ber 
^egelf(^aar  R  fid)  anfd)miegt  ^ufammen  mit  ber  ebene,  tt)eld)e  ber 
Äurbe  K  fi(^  anfc^miegt. 

3lun  lä^t  fic^  aber  al^l)alb  erfennen,  bafe  biefe^  3^!^^^^^^ 
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fallett  ber  Betben  Slnfi^tntegunc^ioeBenen  nic^t  öfter  aU  M  2  ^unl^ 
ten  eintreten  !önne,  ©d)neibet  xnan  nämlid)  bte  ju  K  :perj^e!s 
tbtf(^e  £'egelf(ä($e  CK  burc§  eine  (gbene  E,  )^di)t  burd)  AB 
aber  ntd)t  bnrc^  C  ge^t,  jo  erl)ält  man  eine  Änri)e  ü,  tx)eld)er  \)m 
fid^tlic^  ber  Sage  ber  in  xi)X  entt)altenen  (SIemente  i}on  K  folgenbe 
©igentpntlic£)!eiten  ^nJommen  f.  gtg.  46:  bie  ©bene,  tx)el(i)e  ber 
K  int  ^nntte  C  ftc^  anfd}miegt  ititb  aljo  burd)  c  gel)t,  berül)rt 
btefe  ©d)nittfnri)e  im  ^$nn!te  Ci,  bem  ©d)nitt:pnn!te  ^on  c  nnb  E, 
biefe  ebene  i[t  al\o  CCiCi.  Sie  ©bene  Cb  berül)rt  nad)  9lr.  111 
bie  Äegelp($e  CK,  nnb  alfo  auä)  bie  ®d}nitt!itri^e  im  ^nntte  B, 
nnb  ebenfo  bie  ©bene  Ca  bie  jlegelftäc^e  nnb  bie  ©c^nittfnri^e  im 
ißnnöe  A.  Setrac^tet  man  nnn  bie  jn  K  :perf:pe!t.  ^tegeljc^aar,  fö 
finbet  man  ben  Seitftra^l  berfelben,  ti^elc^er  bnr($  C  geljt,  offenbar 
afö  ©(^nittlinie  ber  beiben  er^cibnten  ©benen  Ca  nnb  Cb,  berfelbe 
ift  aljo  nad)  bem  SSorigen  offenbar  CN,  "menn  N  ber  ©d^nitt^nnft 
ber  beiben  2:angenten  AA  mtb  BB  i[t,  bie  ©bene,  ^eldje  fid)  ber 
3fiegelf($aar  abc  in  C  anfd)miegt,  ift  bal)er  CCiN,  U)äl}renb  bie 
©bene,  txielc^e  fic^  ber  K  in  C  anfd)miegt  bie  ©bene  C  Ci  Ci  ift, 
2  ©benett,  bie  nic^t  tbentifc^  fein  !önnen  )po.  j,  b»  fö. 

3uf  afe.  ^aä)  3lv.  100.  3^^f*  ift  i^  ^^^  ©{^nitt&tri)e  bie  ©erabe 
CiCi  nitb  bie  ©erabe  CiN  bnri^  bie  beiben  ^nnfte  A  nnb  B  I)ar:5 
mottifd)  getrennt,  nnb  e^  finb  bal)er  anä)  bie  beiben  ©benen  CCiCi 
nnb  CCiN  bnrc^  bie  beiben  ^nnfte  A  nnb  B  I)armonifd)  getrennt. 
5)iefeg  fnl}rt  jn  fotgenbem  föic^tigen  ©a|e: 

§at  bie  Seitf($aar  einer  p  einer  Stnxu  III  K  ;perf:pe!t 
3R:egelf(^aar  R  2  (3tral}ten  a  nnb  b,  tt)elc^e  ber  K  in  ben  ^nnften 
A  nnb  B  ftc^  anfc^miegen,  fo  gilt  für  jeben  3ten  ^itn!t  C  üon  K 
folgenbe^:  bie  ©bene,  vodä)e  ber  K  im  ^nn!te  C  fid)  anfd)miegt, 
nnb  bie  ©bene,  föeld)e  ber  R  im  $nn!te  C  fi(^  anf($miegt,  finb 
bnrd)  bie  beiben  feften  $nnÖe  A  nnb  B  t)on  K  ftet^  l)armonif($ 
getrennt. 

3uf  a|.  ©ie  3  ©tral)Ien  abc  !önnen,  föie  fo  ^ben  no(^maIi3 
beriefen  fönrbe,  ni(^t  jngleii^  SeitftraI)Ien  einer  jn  K  :perfpelt  dit^ 
gelfd)aar  barftellen,  tt)oi)l  aber  beftimmen  eine^tl)eite  fe  2  berfelben 
eine  jn  K;perf^e!t.  9R:egelfd)aar,  anberntbeifö  beftimmen  aGe  3  eine 
4te  9legelfii)aar ,  ba  ja  feine  2  berfelben  in  1  ©bene  liegen  fönnen. 
S)iefe  4te  öiegelfd^aar  R  l;at  nnn  mit  ieber  ber  3  erfteren  je  einen 
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©tra!)l  gemein,  namltcJ)  mit  ber  bur(^  ab  Beftimmten  SRegelfd^aar 
ben  (Btvai)l  p  ber  burd^  C  gel)t,  mit  ber  huxä)  ac  beftimmten  9le== 
gelji^aar,  ben  ®tra:^l  q  ber  biird^  B  get)t,  unb  mit  ber  burc^  bc 
beftimmten  SRegeljc^aar  ben  ©tra^l  r,  ber  burd^  Ä  get)t 

126,  §ierau^  ergiebt  \iä)  nun  unmittelbar  folgenber  'miä)^ 
tige  ©a^: 

Sie  3  ebenen,  ti^elc^e  einer  Äuri^e  HI  K  in  ben  3  fünften 
ABC  fid)  anfc^miegen,  jc^neiben  fic§  immer  in  einem  fünfte  ber 
ebene  ABC. 

33ejei(^net  man  nämli(^  unter  Beibehaltung  ber  im  legten 
3ufa|e  angefüf)rten  fonftigen  33e^ei(^nung^tt)eife  bie  bort  ertx)äl}nte 
3flegelf(^aar,  tüel(%e  burc^  bie  3  2lnj(^miegung^ftral)len  abc  in  ben 
fünften  ABC  beftimmt  i[t,  burd)  R2/  unb  betrai^tet  man  einen 
©(i)nitt  berfelben  burc^  bie  ebene  ABC  ober  E,  fo  ergiebt  fi(^  für 
benjelben  folgenbe^  f.  gig,  47:  bie  ©d^nittfuri^e  II  ti^irb  'oon  ber 
ebene  ar  im  ^5un!te  A  t)on  ber  (SUm  bq  im  fünfte  B,  unb  t>on 
ber  ebene  cp  im  fünfte  C  berüf)rt;  bie  3  ebenen  AiB^C*,  \t>dä)t 
ber  K  in  ben  ^^unften  ABC  fi(^  anf(f)miegen,  finb  t)on  ben  eben 
genannten  3  ebenen,  mit  benen^^ie  burd)  einen  ber  3  fünfte  ABC 
gel)en,  je  bur^  bie  beiben  anbern  ^un!te  ^armonif(^  getrennt,  b.  'ij. 
bie  a  r  bon  ber  Ai  burd^  B  unb  C ,  bie  b  q  i)cn  ber  B^  burc^  A 
unb  C,  bie  cp  t)on  ber  Ci  huxä)  A  unb  B,  ba{)er  finb  anä)  bie 
©d^nittlinien  ber  ar  unb  ber  A^  mit  ber  E  bur^  B  unb  C,  bie 
©d^nittlinien  ber  c  p  unb  ber  Ci  mit  ber  E  burc^  A  unb  B  etc. 
:^armonif(f)  getrennt.  5)a  nun,  n^ie  oben  J)ert»orgel)oben,  bie  ©c^nitt^^ 
linien  ber  3  ebenen  ar  bq  cp  mit  E  bie  3  Tangenten  ber  ©c^nitt- 
!uri^e  barfteffen,  fo  ftellen  nac^  $ftr.  100  3uf.  bie  3  ©eraben  AD  BE 
CP  bie  3  ©c^nittlinien  ber  3  2lnf(^miegung^ebenen  AiB^Ci  mit  E 
bar,  ba  aber  biefe  3  ©eraben  naä)  5Jtr.  48  \ii)  in  1  fünfte  S 
fc^neiben,  fo  fd)neiben  \iä)  auä)  bie  3  ebenen  AiBiCi  felbft  in 
biefem  ^unlte  tx).  j.  b.  )x>. 

127.  ein  Äegelfc^nitt  im  3^aum  ift  beftimmt,  tt)enn  2  @tra{)=s 
lenbünbel  :proje!t.  auf  einanber  bejogen  finb,  of)ne  i>a%  fie  eine  ent^ 
f:precbenb  gemeinfame  ebene  entl)alten,  ober  aud)  in  anberer  S^ff^^fl/ 
ti^enn  man  2  Äegelftäd^en  II  !ennt  bie  einen  ©tra^^l  gemein  Ijoberif 
in  bem  fie  nic^t  t>on  berfelben  ebene  berüt)rt  tnerben.  Wan  !ann 
nun  umge!el)rt  bie  grage  aufvoerfen,   tx^ie  t>iele  SeftimmungiSftüiJe 
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etnea  folc^en  räutnlt(^en  Äegelfi^nttt^  gegeben  fein  muffen,  bamit 
berfelbe  i^ollfommen  beftimmt  i%  £)ie  2lnttx>ort  I)terauf  lautet  nun 
einfach  alfo,  ba§  bte  fflefttmmunö^ftüöe  gerabe  I)tntei(^en  muffen, 
bie  nötl)tge  Slnja^l  entf:prec£)enber  (Elemente  2er  foHineärer  ©tral^== 
lenbünbel  ober  2er  Äegelpc^en  II,  bie  tt)re  Zentren  in  je  1  fünfte 
be^  raumli($en  Äegelfi^nittig  l)aben,  ^u  fi^iren:  2)iefe  Sebingungen 
fönnen  nun  auf  i?erfd)iebene  SBeife  erfüllt  n)erben,  unb  jn)ar  laffen 
ftd)  bie  einzelnen  t)iel)er  gel)örigen  gäUe  unfc^ti^er  ermitteln,  txienn 
man  bie  t)erfd)tebenen  3Jlögti(^!eiten ,  ti^ie  bie  loUineäre  Sejie^ung 
2er  ©traljlenbünbel,  ober  toie  2  ^egelpd)en  fijcirt  tx)erben,  mit  bem 
t)erglei($t,  toelc[)e  geometrifi^e  ®ebeutung  bie  einzelnen  a3eftim== 
mung^ftütfe  eine^  räumlichen  ^egelfc^nitti^  befifeen,  ^n  biefer  Se== 
jiel)ung  ift  nun  na(^  3^r,  108  u.  f,  tx^.  folgenbe^  im  Sluge  ju 
bel^alten: 

Seber  ^un!t  ber  E  !ann  aU  ?iJlittet^un!t  einei^  ber  Reiben 
(Stral)lenbünbel  ober  eineg  ber  beiben  Äegetp(^en  II  betrachtet 
ti^erben,  t^  muffen  bal^er  unter  ben  Seftiinmung^ftüöen  öon  K 
tijenigften^  2  fünfte  enthalten  fein. 

Sft  eine  Serül)rung^ebene  in  einem  ^un!te  A  gegeben,  fo 
bebeutet  biefe!^  fo  öiel,  aU  baß  in  iljr  berjenige  ©tral)l  be^^  ju  K 
:perf:peft  ©tral^lenfegefö  AK  gelegen  ift,  ber  in  A  ber  Äuri)e  \iä) 
anfd)miegt,  unb  ba§  il)r  in  bem  2ten  ©tral^lenbünbel  B  biejenige 
&>^m  entf))rid)t,  toelc^e  burcf)  ben  gemeinfc^aftlic^en  ®tral)l  BA  gel;t 
3ft  bie  3lnf($miegung^ebene  in  A  gegeben,  fo  berül)rt  fie  im 
^h^n  ertoä^nten  2lnf(f)miegungi6ftra]^le  a  bie  Äegelpc^e  AK,  unb 
t^  entf:prid)t  i^r  in  B  bie  ©bene,  toeldE)e  im  gemeinfamen  ©tral^le 
AB  bie  ^egelpd^e  BK  berül)rt.  ^\t  ber  2lnf(^miegung§ftral)l  a 
in  A  gegeben,  fo  entf:pri(^t  bemfelben  im  Sünbel  B  ber  gemein^ 
fame  ©tral)l  B  A»  ^\t  in  einem  3ten  9ßun!te  C  ber  3lnf c^miegung^* 
ftral)t  c  gegeben,  fo  entf:pri(^t  ber  &tm  Ac  bie  (Sbene  Bc  unh 
bie  erfte  berül)rt  bie  Segelfläche  AK  in  AC  bie  2te  bie  Äegelpc^e 
BK  in  BC, 

§ieraua  ergiebt  fic^  nun  folgenbe^ :  ©ine  ^nxu  III  ift  \:>oU^ 
lommen  beftimmt,  1)  toenn  6  aßunfte  ABCDEF,  t)on  benen  feine 
4  in  1  ebene  liegen,  gegeben  finb,  benn  man  l^at  A[CDEF]  tt 
B  [CDEF], 

2}  toenn  5  ^puntte  ABCDE  unb  in  1  A  ber  3lnf(^miegung^^ 
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ftrai)!  a,  ben  n^tr  mttAÄBejet(i)nen  mUtn,  gegeben  t[t,  benn  man 
^at  A  [ACDE]  n  B  [ACDE], 

.  3)  aSemt  4  fünfte  ABCD  unb  in  2  A  unb  B,  bte  beiben 
2Infd)miegimg!3[tra^len  a  ober  A  A,  nnb  b  ober  B  B  gegeben  [inb, 
benn  man  I)at  A[BACD]  rt  B[BACD], 

4)  Sffienn  2  ^unlte  AB  unb  4  2lnyc^mtegung^ftral)ten  cdef 
gegeben  jinb,  benn  man  f)at  A[cdef]  rt  B[cdef]. 

(S§  !ann  i)iebel  einer  aber  nur  einer  ber  4  3Inf(I)miegung^' 
ftral)len  a  in  einem  ber  beiben  gegebenen  fünfte  ber  K  fi(^  an= 
jc^miegen,  benn  man  ^at  bann  bie  ©benen^aare  Ad  unb  Bd,  Ae 
unb  Be,  Af  unb  Bf,  unb  bie  beiben  ©trat)len  a  ober  AA  unb  BA 
ate  entfprec^enbe  Elemente. 

5)  2Benn  5  fünfte  ABCDE  unb  ein  3lnj($miegunggftraI)H 
gegeben  finb,  benn  man  ^at  bie  3  ©tral}len^aare  AC  unb  BC, 
AD  unb  BD,  AE  unb  BE,  unb  aufeerbem  i>a^  ©benen^aar  Af 
unb  Bf  afö  enlfpre^^enbe  ©lementenpaare,  @el)t  f  hmä)  einen  ber 
gegebenen  fünfte,  fo  i[t  ber  gall  au\  2)  jurütfgefüljrt» 

6)  SBenn  5  fünfte  BAGDE  unb  in  2en  A  unb  B  berfelben 
bie  2lnj(^miegung^ebenen  M  unb  N  gegeben  [inb,  benn  ^§  entf^rid)t 
bann  ber  Äegelp(^e  A,  \vdä)t  bie  M  berührt,  bie  ©tral)Ien  AB 
AC  AD  AE  entf)ält  bie  j?egelftä(f)e  B,  mlä)Q.  bie  N  berührt,  unb 
bie  4  ©tral}len  [BA]  [BC]  [BD]  [BE]  entl)dlt,  unb  imv  enti>re= 
c^en  ben  ©trat)len  AC  AD  AE  bie  3  ©tra^Ien  BC  BD  BE, 

7)  äöenn  2  fünfte  AB,  il)re  2lnjcE)miegung§[tra^len  ab 
unb  il)re  2lnfd)miegung^ebenen  M  N  unb  au^erbem  1  2lnf(^mtegung)§' 
ftra'^l  c  gegeben  i[t,  benn  bie  ^egelpd)e  A,  ti)el(^e  bie  @bene 
M  im  ©tral)l  a,  unb  bie  ebene  ABb  im  ©trat)I  AB,  unb 
au^erbem  bie  &tm  Ac  berixi)rt,  joll  entf:pre(^en  ber  Äegelpc^e  B, 
tüelc^e  bie  &t\u  N  im  ©tral)l  b,  bie  (Sbene  ABa  im  @tral)l  BA, 
unb  au^erbem  bie  ®ene  Bc  berüljrt,  unb  babei  follen  ben  2:an=: 
gtutialebenen  M,  BAb,  Ac  bie  3  ^Tangentialebenen  ABa,  N, 
Bc  entj^rec^en» 

gjtan  !ann  fi($  nun  bie  Slufgabe  [teilen,  in  allen  biefen  ein^ 
feinen  i^-äHen  ben  9iad)n?ei^  ju  liefern,  n)ie  au^  ben  gegebenen 
©tütfen  beliebige  Elemente  ber  K  gefunben  ti^erben  !ßnnen, 

©oll  nun  ein  in  einer  gegebenen  ©bene  liegenber  ^^un!t  t)on 
K  gefunben  toerben,   fo  fommt  bie  Sluflöfung  ftet^  barauf  l)inaui3, 
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bte  entf:pred)enb  gemeinfamen  ©lemente  2er  ^rojeft^  zltmn  ®ett)e1)e 
be^felben  Sräger^^  ju  finben,  unb  biefe  3lufgabe  t[t  nacE)  3lv.  83 
tx)teber  tbentifi^  mit  ber,  bie  ©d)mttpn!te  2er  Äurt)en  II  ju  fin- 
ben, tt^enn  1  (Sd)nttt:pun!t  A,  ber  fein  entl>rcd)enb  gemeinfamer 
^un!t  ber  beiben  ebenen  ®e\Debe  ift,  gegeben  i[t.  ^[t  I)iebet  bie 
Slufgabe  fo  geftellt,  ba^  in  einer  ©bene  bie  bur(^  2  befannte  $nn!te 
M  unb  N  i)on  K  ge^t,  ber  3te  ^untt  gefu(^t  tüirb,  fo  finb  t)on 
ben  ©($nitt^nn!ten  ber  beiben  Äur^en  II  3  AMN  befannt,  unb 
ber  4te  gefuc^t  Sft  1^^  f^  geftellt,  baß  bie  (gbenen  burd)  einen  be== 
kannten  ^unft  M  i^on  K  get)en  foße,  unb  bie  beiben  übrigen  in 
tl^r  liegenben  fünfte  i)on  K  gefud^t  tx>erben,  fo  finb  i)on  ben  bei^ 
ben  Änri^en  II  2  ©(^nitt^untte  AM  be!annt  unb  bie  beiben  ,iibri= 
gen  gefu(^t,  ift  enblic^  bie  (Sbene  ganj  beliebig  gebad)t,  fo  !ennt 
man  'oon  ben  beiben  Äuri^en  II  nur  1  ©(^nittpunö  A  unb  bie  3 
übrigen  finb  gefud)t 

3m  erften  galle  ift  bie  2lufgabe  i^om  Iften  <Srab,  im  2ten 
Dom  2ten  ©rabe,  unb  bie  betreff enben  Slupfungen  n)erben  im 
folgenben  2ten  S:t)eile  au§fül}rli(^  mitget:^eitt  n^erben,  im  3ten 
galle  bagegen  ift  bie  Stuf  gäbe  Dom  3ten  ©rabe,  unb  itjre  geome= 
trifd)e  Sbfung  ift  Ä)eber  linear,  no(^  mit  §ülfe  eine^  feften  Äreife^ 
unb  be^  Sineafö  lösbar. 

128.  3)er  ©runb,  tx^arum  ber  räumlid)e  Äegelfi^nitt  un^ 
ebene  ÄurDe  HI  genannt  t^urbe,  ift  tx)oI)I  fc^on  bat)er  ju  entnel)men, 
bafe  eine  ©bene  mit  i^r  im  Stilgemeinen  3  fünfte  gemein  ^at,  bie 
nad)folgenbe  ©nttDtcHung  tt)irb  biefe  Segei(^nung^toeife  nod)  me:^r 
ju  rei^tferttgen  geeignet  fein. 

2  Äegelflädjcn  11  fd)neiben  fic^,  t^enn  fie  eine  ©:pi^e  l^aben, 
im  allgemeinen  in  4  ©tral)len,  i)on  benen  2  ober  3  ober  4  ober  2u.2 
jufammen  fallen  fönnen,  in  tDeId)em  galle  bie  entf^redjenben  ©tral)- 
len  2  3  ober  4fac^  ju  jäljlen  finb.  3tu(^  tonnen  einzelne  biefer 
©tral)Ien  imaginär  tcerben.  2  Äegelpd^en  F  imb  F.j  bie  Derfd)ie^ 
benen  3Jiitte())untte  aber  1  ©trat)!  p  gemein  t)aben  unb  fid)  in  bie^^ 
fem  berül}ren,  fc^neiben  fic^  in  noi^  einer  JSuröe  II,  benn  fcbneiben 
bie  3  (Strat)len  abc  ber  F  bie  Fi  in  ben  3  fünften  ABC,  fo 
fd)neibet  bie  ©bene  ABC  beibe  jl^egelflädjen  in  2  Äuroen  II,  bie 
Jeboc^  ibentifd)  fein  muffen,  ba  fie  beibe  burd)  ABC  gel)en,  unb 
im  gemeinfamen  ©d)nitt:pun!te  Don  p  biefelbe  ©erabe  berütjren. 
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Sei)rfa|.  2  Äegelpc^en  11 S  unbSi,  ti^eld^e  fi(^  in  1  Äuröe 
II  K  f(i)netben,  ltxül)xtn  fi(^  entoeber  in  einem  ®tral)le,  ober  jie 
j(i)neiben  \i^  in  no(^  einer  ^nrt)e  II  K^.  Siegt  ndmlic^  bie  ©:pi^e 
Si  auf  einem  ®trat)le  p  üon  S,  fo  fann  bie  ©bene,  tt)eld)e  bie  eine 
Äegelp(J)e  S  im  (Stral)le  p  krül)rt  auä)  mit  ber  anbern  Si  auger 
p  leinen  ©tral}l  gemein  i)a6en,  txieil  fie  mit  K  Mnen  $unlt  me^r 
gemein  l^at,  berül^rt  atfo  aud)  Si*  Siegt  bagegen  Si  au§erJ)alb  S, 
|o  mögen  bie  3  ©tra{)len  SiA  SiB  SiC,  ti^otei  ABC  in  K  liegen, 
bie  S  no(^  in  ben  3  Ißuntten  AiBiCi  jc^neiben,  legt  man  nun 
buri^  Ai  Bi  Ci  eine  ©bene ,  f o  jinb ,  tt)ie  au^  ber  Setrad^tung 
ber  i^offftänbigen  aSierecte  in  ber  ©d)nitttig.  48  ali^balb  ^tx^ox^ 
gel)t,  ftet!3  bie  beiben  ebenen,  in  benen  ABC  unb  A^B^Ci  liegt, 
burcf)  SSi  ^armonifi^  getrennt,  Sie  jti^eiten  ®i^nitt:pun!te  be^  ju 
K  :perf:pe!t»  Äegel^  S^  (ABC.)  muffen  alfo  alle  in  einer  (Sbene 
liegen,  b»  l).  in  einer  2ten  Äurt)e  II,  in  ber  biefe  ebene  bie  Äegel= 
pc^e  S  f(^neibet 

Sel)rfa^,  2  Äegelf[ä(i)en  II,  ti3el(^e  fi(^  in  einem  @tral)le 
fd^neiben  unb  ijerfi^iebene  2Jlittel:punfte  l}aben,  f(^neiben  fid^  in 
einer  unebenen  Äuröe  IIL  S)er  SSettieiig  biefe^  @,afee^  ift  in  $Rr,  112 
fd^on  geführt 

©rüärung.  §aben  2  3ftegdp(^en  einen  ©tra^l  gemein, 
unb  f($miegt  jebe  ebene  bei^  ebenenbüf(i)et^  p  ben  beiben  öleget 
fläcE)en  in  bemfetben  fünfte  fid)  an,  )Poa^  immer  bann  ber  gall  ift, 
ti^enn  bie  2  ®tral)len  aa^  ber  beiben  3ftegelp(^en,  tx>eld)e  burc^  ben= 
felben  ^un!t  'oon  p  gef)en  in  1  &em  liegen,  fo  fagt  man  bie  bei^ 
ben  &1egelftä(^en  beriiljren  fid)  in  p,  ba  iebe  ©erabe,  mlä)t  bie 
eine  berfelben  in  einem  fünfte  i^on  p  berührt,  anä)  bie  anbere  in 
bemfelben  fünfte  berüljrt,  toenn  fie  nid)t  ganj  in  ii)x  liegt. 

Se^rfafe.  2  giegelflad)en  R  u.  Ri,  tx)eld)e  in  2  ©tral)len  pq 
berfelben  3ftegelf($aar  fid)  fi^neiben,  ober  in  1  ©eraben  p  ficE)  berül)^ 
ren,  ^aben  im  Slffgemeinen  nod)  2  ©erabe  de  ber  Seitfd)aar  i)on  pq 
gemein;  benn  fi^neiben  bie  3  ©tra^len  abc  t)onRunb  bie3©tral)= 
len  aibiq  Don  Ri  bie  p  in  bemfelben  ^un!t,  fo  ift  q[abc]  tt 
q[aibjCi]  unb  biefe  beiben  ))roje!t.  geraben  ©ebilbe  ^abtn  im  Wi^ 
gemeinen  2  fünfte  entfpre(^enb  gemein,  inxä)  toelc^e  bie  gemein^ 
famen @tral§len  de  gelten;  beibe  Qtxa^m  lönnen,  toie  auä)  pu. q 


Hosted  by 


Google 


—    161    — 

in-1  jufatnmcn  faöen,  in  xodä^zm  %aUt  ftd^  btc  9^egeljd^aaren  in 
i^mn  berühren,  fie  fßnnen  aber  mä)  imaginär  toerben. 

^129.  Se^rfafe,  2  dieo,dflaä)tn  RRi,  n^eld^e  fid^  in  2  ®e^ 
raben  ap  fd^neiben,  bie  nii^t  berfelben  9flegelf(^aar  angel^ören,  f(^nei= 
ben  fid^  no(^  in  2  ©eraben  b  q,  ober  l^akn  eine  Äurt>e  II  gemein. 

^tnn  3  tion  ap  üerfi^iebene  ©tral^len  Don  ß,  bie  berfeften 
Sftegelfi^aar  ange!)oren,  fd)neiben  bie  Ri  au^er  in  3  ^Puntten  t^on 
a  ober  p  in  nod^  3  ^punöen  MNP,  Siegen  nun  biefe  in  einem 
(Strahle  \)on  Ri,  fo  gel^ört  biefer  offenbar  anc^  ber  R  an.  Siegen 
aber  biefe  (S(^nitt^)nn!te  nid^t  in  einem  ©tral^Ie  oon  Ri,  fo  f($neibet 
bie  burc!^  fie  gelegte  (Sbene  bie  Ri  unb  bie  R  je  in  einer  Änrt)e  II, 
bie  aber  Don  einanber  nid^t  Derf(^ieben  fein  Sonnen,  ba  fie  au§er 
MNP  an(^  bie  ©c^nitt:pun!te  ber  f(^neibenben  ßbene  mit  a  p  ge- 
mein l^aben.  ©ie  ©(^nitt:pun!te  MNP  fönnen  mit  bem  in  a  ober 
p  gelegenen  fünfte  jufammenfalten,  in  toeld)em  gaße  ber  fraglii^e 
©tra^l  bie  Ri  berül)rt  ^ft  biefe^  nun  bei  aUzn  3en  ber  gaÜ,  fo 
berühren  fi(^  R  unb  Ri  in  a  ober  p,  too  nic^t,  fo  berül^rt  bie  ge- 
meinfame  ÄurDe  bie  R  unb  Ri  in  ben  fraglichen  ^ßunöen. 

130.  Sel^rf  a^»  ©ineßegelpd^eSunb  eine 3ftegelp(^e,  bie  in 2 
Strahlen  ap  fid^  fd)neiben,  l)aben  nod^  eine  ÄurDe  n  gemein,  benn 
finb  tt)ieber  MNP  3  ©($nitt:punöe  Don  R  buri^  3  ©trafen  oon  S, 
tDobei  S  unb  ap  ibentifc^,  fo  ft^neibet,  toie  foeben  beloiefen,  bie 
©bene  MNP  bie  R  unb  bie  S  in  berfelben  ÄurDe  11. 

131.  Sel^rfafe,  2  »legelp(^en  bielÄuroellK  gemein  l^a-^ 
ben,  fd^neiben  fic^  enttoeber  nod^  in  2  ©eraben,  bie  nid)t  berfelben 
fRegelf(|aar  angel^ören,  ober  fie  l^aben  no(^  eine  Äuroe  11  gemein, 
ober  fie  berül^ren  \iä)  in  obiger  ÄurDe  K. 

©d^miegen  fid^  in  ben  3  ^ßunften  ABC  Don  E  3  QUnm 
ber  Äegelp(|e  11  S  (ABC)  ben  beiben  3^egelpd^en  gugleic^  an, 
fo  finbet  biefeig  mit  alten  (Sbenen  ber  ju  K  unb  ben  beiben  Stegel^ 
\laä)zn  ^erf^eü  Äegelpd^e  11  S  Statt,  benn  bie  beiben  ÄurDen  II, 
in  benen  bie  Äegelp(^e  S  ben  beiben  Sftegelpd)en  fid^  anfd)miegt, 
ge^t  burcl  bie  3  5pun!te  ABC  unb  berül^rt  in  il^nen  biefelben  3 
©eraben  nad^  5Jir.  71,  ©(^miegen  nid)t  alle  ©benen,  ^el(^e  ber 
einen  SRegelf[ä(^e  in  ben  fünften  Don  K  ftd)  anfd^miegen,  auä)  ber 
anberen  9ftegelf(äd)e  in  benfelben  5pun!teu  fid)  an,  fo  tft  biefe^  ^äy 
jten^  mit  2en  ber  %aU,  unb  man  fann  ba^er  ftet^  annebmen,  ba^ 

5:pfaff,  neuere  (Geometrie.  H 
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aöeStral^lenber  einen  Siegelpc^e,  4]^ß($ftenö  auj^genommen,  bie  anbete 
ie  in  einem  anfeer  K  gelegenen  5ßunöe  f(^neiben.  2  fold^e  ©tral^:^ 
len  ap  i)on  R,  bie  in  einem  5]ßnnäe  A  üon  K  \i^  fd^neiben,  fön^ 
nen  nie  bie  Ri  in  einem  nnb  bemfelben  Strahle  a^  fi^neiben, 
benn  bie  @6ene  ap  fcerü^rt  bie  K  in  A,  lann  alfo  ni(^t  burd^ 
ben  i)on  A  ijerfc^iebenen  ©d)nitt:punft,  i)on  K  nnb  %  ge^en, 
Söä^ft  man  nnn  2  f olc^e  ©trat)len^aare  i)on  R,  a  p  nnb  b  q ,  bie 
in  2  ber  R  n.  K  in  A  nnb  B  fic^  anf(^miegenben  ©benen  liegen,  fo 
tbnmn  2  gälle  eintreten,  enttxieber  a  nnb  b  f(^neiben  1  ©tra^l  pi 
tion  Ri,  nnb  bann  f(^neiben  auä^  p  nnb  q  einen  ©tral^l  ai  "oon  Ri, 
ober  biefe^  finbet  ni(^t  (Statt;  im  erften  gaüe  l^afcen  R  nnb  Ri 
an^  ai  nnb  pi  gemein,  im  jttjeiten  bie  ^nrbe  n  KK^,  njeld^e  in  ber 
66ene  liegt,  bie  bnrd^  3  jener  ^nnfte  fic^  legen  laßt.  S)enn  fd^neibet 
bie  ©kne  ber  Ki  bie  Änröe  K  in  2  ^nnften,  fo  IjaBen  bie  (S($nit:, 
fnrt)en  eten  biefer  ß^bene  mit  R  nnb  mit  R^  5  5pnn!te  gemein,  finb 
alfo  ibentifc^,  ba^felbe  finbet  ©tatt,  mnn  K  oon  biefer  (Sfcene  be^ 
rül)rt  toirb,  ba  beibe  ©(^nitt!nröen  atebann  4  5ßnn!te  nnb  eine 
S:angente  gemein  l^aben,  f(^neibet  bagegen  jene  &tm  bie  @bene  ber 
K  in  einer  ©eraben  m,  bie  mit  ber  K  feinen  reeüen  ^nn!t  gemein 
^atf  fo  ftel^en  hoä)  beibe  ©c^nitt!nri)en  jn  m  in  einem  £agent)er- 
^ältnife,  toeli^eig  genan  gleid^fommt  htm  ©egebenfein  2er  reeller 
@(^nitt:pnnfte;  ben  SSetoei^  biefer  festeren  33el)an^)tnng  loerben  toir 
im  näi^ften  2lbf(^nitte  enttoiöeln,  ba  er  bort  im  naturgemäßen  ^u^ 
fammen^ang  loon  felbft  fi(^  barbietet ,  l^ier  iebod^  me][)rere  nid^t  l^ie- 
i^er  gel)örige  ^ütf^fäfee  erft  nötl)ig  mai^en  toürbe, 

132.  Sel^rf  a^.  2  Sftegelpd^en,  bie  fii^  in  1  ©eraben  fii^neiben, 
fc^neiben  fic^  enttoeber  a)  in  noä)  3  ©eraben,  ober  b)  fie  f(^neiben 
fi(^  in  1  xmb  berühren  \iä)  in  einer  anbern  ©eraben,  ober  c)  fie  f (^nei- 
ben  fi(^  in  noä)  1  ©eraben  nnb  einer  Äuroe  11  nac^  129.,  ober 
enblic^  d)  fie  f(!^neiben  fic^  noc^  in  einer  nnebenen  Änroe  III, 

S)a  fi(^  nämli(^  bie  SÄegelft^aaren  in  ber  ©eraben  a  \äjnd^ 
ben,  fo  enthält  ber  (äbenenbüf(^el  a  l)ö(^ften^  2  &tMn,  totläjc 
beiben  glci(^en  jngleic^  fid^  anfi^miegen.  Sitte  @tral}len  p  t)on  R, 
bie  ber  9iegelfd^aar  angepren,  jn  ber  a  nid)t  geprt,  mit  ber  5lu^5 
nal)me  oon  l)ö(i)ften!6  2,  f($neiben  bal^er  bie  Ri  in  einem  jtoeiten 
ni(^t  in  a  liegenben  ^nnft;  liegen  nun  3  ®d)nitt^unlte,  nämlii^ 
bie  ber  ©traljlen  pqr  in  einem  2ten  ©trai^le  b  ijon  Rt,  fo  ift  b 
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offenbar  au(^  ein  @tral§l  \)Ott  R,  ba  b  offenbar  bte  3  ©tra^len  pqr 
f(^neibet,  unb  alfo  tin  £eitftral)I  ber  Siegelfd^aar  pqr  tft,  babei  tritt 
nun  ber  oben  fd)on  eriDaf)nte  gaU  ein,  ba§  bie  3flegelfd^aar  pqr 
im  SlGgemeinen  nod^  2  ©trauten  enthält,  bie  äugleii^  in  Ri  liegen. 
Siegen  bie  ern^al^nten  2ten  ©cf)nitt:pnnfte  üon  pqr  ni(!^t  in  einem 
gemeinj(^aftli(^en  ©tral^Ie  b  fceiber  9iegelpd^en,  fo  fei  b  ber  Seit- 
ftral)l  ber  <Sä)aav  pqr,  ber  jur  glä^e  E  gel^ört  unb  bur(^  ben 
©(^nitt^unÜ  toon  p  mit  R^  gel^t;  bqiti)t  man  nun  ben  ©benen« 
büjd^el  b  :proj[eft  auf  ben  6benenMfd)el  a,  fo  ba§  fceibe  bie  bieget 
f($aar  ß  erzeugen,  fo  ift  biefer  6benenbüf(^el  auä)  ^^rojeft.  auf  ben 
gu  El  :j)erf:pelt,  33iif(^el  a  fcejogen,  unb  t^  tritt  l^ier  offenbar  ber 
in  5yir.  121,  3^f*  l)eri)orgel^obene  gaö  ein,  ba§  bie  ©benen  beig  Sü^ 
f(^ela  b  bie  entfprec^enben  ®trat)len  ber  jum  SSüfd^el  a  ))erf))eft, 
Sftegelf(^aarEi  in  ben  fünften  einer  ^ri^e  HI  ft^neiben;  biefe  ©(^nitt- 
:punfte  liegen  aber  alte  in  ben  ©tral^len  ber  SRegelfi^aar  pqr,  ba  ia 
je  2  (gbenen  i?on  a  unb  b  fi(^  in  einem  fold)en  ©tral^le  f(^neiben. 

133.  8el)rfa^.  §at  eine  3ftegelp(^e  unb  eine  Äegelp(^e 
Wo§  eine  ©erabe  gemein,  fo  l^aben  fie  au(^  no(^  eine  unebene 
Äuroe  ni  gemein. 

S)er  Setoei^  ift  tjoEfommen  berfelbe  toie  ber  foeben  gefül^rte 
für  2  3tegelp(^en. 

134.  §aben  2  Äegelpd^en  eine  Äurbe  HI  gemein,  fo  ^aben 
fie  au(^  eine  ©erabe  gemein. 

Um  biefeö  gu  betoeifen,  l^at  man  nur  barjut^un,  ba§  il^re  beiben 
©:pifeen  in  ber  Äuri)e  felbft  entl^alten  fein  muffen,  ober  mit  anbern 
äßorten,  bafe  feine  unebene  Äuroe  III  oon  einem  ^unlte  S  auger 
il)r  burd^  eine  ^egelfläi^e  11  ^jrojeftirt  toerben  fönne.  S)iefe^  erl)eltet 
aber  alfo:  oon  S  au3  giebt  t^  mä)  119.  immer  gerabe  eine  ©erabe  in, 
toe^e  bie  2l^e  eine^  ju  K  :perf:peft.  (£benenbüfi^el)3  barftellt.  ©inb 
ABO..T  bie  einzelnen  fünfte  oon  K,  fo  toäre  ber  ©benenbüfc^el 
m  (ABC.)  :proie!t.  jum  ©benenbüfi^el  ST  (ABC.)  ba  fie  bie 
ÄegelpcCie  II  S  (ABC...)  erzeugen,  alfo  aud)  ber  ©benenbüfc^el 
ST  (ABC)  unb  fomit  bie  Äegelpc^e  II  S  (ABC. .)  ju  K 
(ABC.)  unb  alfo  auc^  ju  ber  Äegelpc^e  II  T  (ABC.)  ^ro^^ 
ielt,,  toorau^  folgt,  bag  S  auf  K  liegen  mn% 

3ufa|.  ©iefer  lefete  ©afe  lagt  fi(^  md)  alfo  au^brü(fen, 
finb  eine  Äegelpd^e  S  unb  eine  untbmt  Äuri^e  III  ^roieft.,  ol)ne 
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bafe  S  in  K  felbft  liegt,  fo  ge^en  ^ß(^ften§  4  ©trauten  ber^eget 
flache  buxä)  bie  t§nen  entfpred^enben  5ßunfte  t)on  K, 

135»  Sel^rfa^»  2  öiegelpc^en  cber  eine  3^egelp(^e  unb 
eine  Äegelpc^e,  tt)el(^e  eine  unebene  Äurbe  in  gemein  l^aben,fc^nei=^ 
ben  fic^  auä)  noc^  in  einer  ©eraben. 

3lac^  ^Jlr.  123  ift  'oon  ber  SRegelpi^e,  ti)el($e  burc^  eine  m^- 
eBene  Äuröe  in  K  ge:§t,  bie  eine  ber  barin  enthaltenen  9tegelf($aa^ 
renRxuK^jerjpelt.,  tijal^tenb  ieber  ©tral)l  ber  geitf(^aar  ßi  bie  K 
entti^eber  in  2  5pun!ten  f(^neibet,  ober  in  einem  fic^  i^r  anj($miegt, 
ober  leinen  mit  il^r  gemein  ^at  ^[t  nun  S  eine  p  K  ))er jpeft  Äeget^ 
p(^e,  fo  mu§  bemna($  burc^  S  gerabe  ein  einziger  ©tral^l  ber  Sie- 
gelj(^aar  ßi  gelten  ber  in  S  \iä^  ber  K  entti^eber  anf(^miegt,  ober  [ie 
in  noc^  einem  jtoeiten^punöe  fi^neibet,  in  beibengätten  gel^ßrt  berfelbe 
mä)  9lr.  122. 3uj.  auä)  ber  ju  K  ^)erfpe!t.  Äegelflä($eII  an.  ©inb  ba^ 
gegen  R|  u,  Ri  2  ju  K  :perf:peft  &tegelj(^aaren,  fo  ge:^en  hnxä)  leben 
5PunIt  J3on  K  2  ©tral^len  aai  berfelben,  unb  in  ber  ©bene  aa^ 
liegt  ein  8eit[tral§l  p  unb  pi  fotool^l  ber  einen  afö  au(^  ber  anberen 
ber  ertoä^nten  ^egelf($aaren,  biefe  beiben  Seitftral)len  muffen  aber 
pfammen  fallen,  ©(^neibet  nämlic^  bie  (gbene  aaj.  bie  K  noi^  in 
2  5ßunlten  BO,  fo  ift  BC  biefer  gemeinfame  ©tral^L  Serül)rt  bie 
aai  bie  K  im  5ßun!te  B ,  fo  ift  ber  ber  K  in  B  fid)  anfc^miegenbe 
©tra^l  b  ber  beiben  gemeinfame.  33erül)rt  bie  aa^  bie  K  in  Ä 
unb  f c^neibet  fie  in  B,  fo  ift  BA  ber  gemeinfame  ©tral^l.  ©(^miegt 
fie  \iä)  in  A  ber  K  an,  fo  ift  ber  in  A  ber  K  \xä)  anfi^miegenbe 
©tra^l  ber  gemeinfame,  unb  l)at  fie  enbli($  mit  K  ben  $unft  A 
aGein  gemein,  ol^ne  in  il;m  bie  K  ju  berül^ren  ober  \xä)  iljr  anju- 
f(^miegen,  fo  ergiebt  \xä)  bie  3ii($tig!eit  au^  bem  in  ?lr.  119  ent^ 
toiäelten  ©a|e. 

136.  2Sir  toenben  un^  nun  mit  aSejugna^me  auf  ba^  am 
Slnfange  biefe^  §  5ftr.  108  SSemerlte  jn  ber  recipro!en  ffietrai^tung, 
toobei  toir  ieboc^  bie  ©äfee  o^ne  aEe  Segriinbung  anfül)ren,  unb 
anä)  ^xn\xä)tliiS)  ber  Orbnung  bejg  Sfflaterial^  uni3  bur($au^  nic^t 
an  bie  (gnttoiiSlung  ber  legten  S'lnmmern  Italien. 

a)  2  !ottineare  ebene  ©etoebe  E  unb  Et  mögen  bie  einzige 
©erabe  EE^  gemein  l^aben.  3ft  nunEEi  ein  entf:pre($enb  gemein^ 
fame^  Clement  beiber  ©runbgebilbe ,  fo  finb  3  gälte  p  unterfdjei^ 
ben,  1)  fämmtli^c  fünfte  ^on  EEi  finb  entf))red^enb  gemeinfame 
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fünfte,  aBböuti  liegt  |ebe§  ^aar  entf^te^enber  ©eraber  in  je  1 
©bette  eitieiS  ©tral^lettbüttbefö  S,  betbe  ©ett^ebe  [ittb  ©(^ttitte  btefea 
Süttbel^,  iittb  n^ir  ttetttten  fie  ju  S  uttb  uttter  ftc^  ^)erf:pett.;  2)  ttt 
ber  EEi  tiegen  2  entf:pred)ettb  getnetttfattte  $;uti!te;  fmtttntüc^e  $aare 
bott  ©erabeit/  bie  in  biefetn  gaüe  ttt  ie|l  ©bette  liegett,  bilben  2 
ebertettbüf(!^el,  3)  itt  ber  EE^  liegt  eitt  etttj'Jpreci^ettb  gettteittfatner 
^ittilt;  alle  ©bettett,  tt)eld)e  etttf^re^ettbe  ©erabe  etitl^alten,  Bilbeti 
in  biejetJt  gaUe  eittett  ©bettettbüfdjcl. 

3ft  aber  EE^  !eitte  etttf:prec^ettb  gettteittfattte  ©erabe,  fottbertt 
etttf:pre(^en  iljr  afö  ©letttettt  i)ott  E  uttb  i^ou  E^  bie  beibett  tjer^ 
fd^iebettett  ©erabett  e  uttb  ej_ ,  fo  fittb  2  gaöe  gn  unterfc^eibett, 
1)  eex  f(^tteiben  fid^  itt  1  ^mtlte  'om  EEi  ber  aföbantt  ein  ettt» 
f:pre(^ettb  gettteittfattter  ^utift  'om  E  uttb  E^  ift,  ba^  ©))ftettt  ber 
©benett,  njel($e  burc^  entf!prec^enbe  ©erabe  erjeugt  tt)erben,  l[t  in 
biefetn  gaUe  bargejteEt  burd^  ben  S^^^^Ö^^ff  ^^^'^  ©benen  eine^  ©be^ 
rtenbüf($efö  II  unb  eine^  ©benenbüfd^el)8  I,  beffen  2lj:e  in  einer 
©bene  be^  erfteren  liegt 

2)  ©c^neiben  fi^  bagegen  e  unb  ei  nic^t  in  einem  5ßun!te  ^m 
EEi,  fo  nennen  tt)ir  ben  S^tbegriff  aller  ©benen,  ttjeld^e  je  1  $aar 
entf))re(^enber  ©eraber  entl^alten  einen  ©benenbüf(^el  III  K,  beffen 
innere  ©tntftur  unb  beffen  geontetrif(^e  ©igenf(^aften  nun  !urj  in 
ben  folgenben  5Rutntnern  jufammengeftellt  tüerben: 

b)  ©te  beiben  ©benen  E  unb  Ei  gepren  tnit  ju  ben  ©le^ 
tnenten  bes^  ©benenbüfi^efö  HI  K, 

^ebe  (S^em  'oon  E  unb  E^  be6  ©benenbüfd^el^  III  K  n^irb 
t)on  alten  übrigen  in  ben  ©tra'^len  eine^  ©tra§lenbilf($ela  11  ge^^ 
fi^nitten,  ieboc^  berührt  bie  ©(^nittlinie  EEi  bie  beiben  umpöten 
Äuri)en  in  E  unb  E^  in  2  berfd)iebenen  5ßunften, 

2  beliebige  ÄurDen,  b,  'i).  ©tral^lenbüf(^el  11  Ei  unb  E2  2er 
\)erfd^iebener  Sräger  EiU,E2,  UJelc^e  einen  ©tra^l  b.  1^.  eine  Sangente 
getnein  ^aben,  aber  in  i^r  2  t)erfc§iebene  iBerül)rung^^)un!te  l^aben, 
erzeugen  einen  ©benenbüfc^el  HI.  2Sir  nennen  bie  beiben  ©tral^s 
lenbüfd^el  II  Ei  unb  E2,  burd^  tt^elc^e  auf  bie  l^ier  angegebene 
Söeife  ber  ©benenbüfd^el  III  K  erzeugt  toirb  ju  K  :|)erf:pe!t  Qu 
gleicher  3^it  finb  fie  unter  fid^  !ptoie!t,  unb  Ibnmn  immer  aU 
entf^jred^enbe  ©lementargebilbe  2er  foUineärer  ebener  ©etüebe  Ei 
unb  B2  betrad^tet  tx>erben» 
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c)  ®urc^  leben  ©tral^l  eiltet  ju  einem  ©benenbüfc^el  III 
)}erf^eft,  ©trai)lent)üf(^ete  II E  ge^en  au^er  bem  Präger  E  felfcft  Je 
no(^  eine  ©bene  i)on  K,  einen  einzigen  ®tral)l  ansSgenontmen,  burc^ 
ben  blo§  ber  Slräger  E  get)t,  unb  ben  man  aU  ben{en{gen  ©tra^I 
erpft,  ber  bem  gemeinfamen  @tra{)le  EE2  aU  Clement  \)on  E  ent^ 
f:prid)t,  in  bem  ^aüe,  ba§  man  bie  K  entoeber  bnr(i)  bie  foHineäre 
Sejiel^ung  ber  ©etueBe  Eg  nnb  E,  ober  ber  :proie!t,  ©tral^lenftüf(^el 
11  E2  unb  E  entftanben  fid^  beult,  tu  biefem  ©tral)l  e  faüeu  gleic^=^ 
fam  2  uneublid^  nal^e  ©tenen  E  E  bei3  (gbeneuMf($etö  in  1 
pfammen,  ©urc^  iebeu  ^untt  t)ou  e  gel^t  uo(f)  eine  einzige  bon 
E  toerf($iebeue  (gkne  Ei  toou  K,  unb  biefer  ^unlt  liegt  babei  tm^ 
mer  auf  ber  gu  K  :perf:pe'ft  Äurbe  11  E^,  bie  tt^ir  eutf:pre(^enb  ber 
9tr.  110  burd^  E^  K  Begeid^nen  tooUzn.  §iet)OU  mad^t  ein  einziger 
^un!t  'cm  e  eine  2lu§nal^me,  burd^  ben  blo^  eine  ©6eue  beö  ®^^ 
ftemi^  gel)t;  eö  ift  biefe^  berjenige  5ßun!t  i)on  e,  in  ti)elc^em  bie 
^uxu  II  EK  'oon  e  Berül^rt  n)irb,  in  biefem  fünfte  fallen  gleid^^ 
fam  3  ebenen  beig  (gbenenbüfd^ete  in  1  jufammen. 

§teBei  ift  eiS  nun  fel)r  tt)td)tig,  folgenbe^  gu  bead^ten:  ber^- 
felbe  (SbeneuMfi^el  in  K  Unn  bur(^  beliebige  2  ju  il^m  :perf!pelt. 
©tra^^lenbüfd^el  II  E  K  Ei  K  E^  K  ac.  erzeugt  njerben.  SDabei 
bleibt  ber  ©tra^l  e  in  E,  beffen  Gigeufdiaft  toxx  fo  zbzn  betrai^te^ 
ten,  ganj  berfelbe,  man  mag  bie  K  erzeugen  burd^  EK  unb  EiK, 
ober  burc^  EK  unb  E2K.  ©benfo  bleibt  ber  eine  $un!t  in  e,  burd^ 
mlä)zn  blo^  1  ebene  oon  K  gel^t,  berfelbe,  man  mag  bie  eine 
ober  bie  anbere  2lrt  ber  ©rjeugung  toal}len,  S)er  S^begriff  aüer 
biefer  lefetertoäl)nten  fünfte  bilbet  eine  räumlt(^e  Äurije,  i)on  ber 
toir  fagen,  fie  f(^miege  fid^  in  il^ren  fünften  ber  K  an,  babei  tool^ 
ten  toir  furj  biefe  u  + 1  ^nnfk  f elbft  3lnf (^miegung^))un!te  nennen, 
unb  ber  Inbegriff  aCer  Strahlen  tt)ie  e  bilben  einen  räumlid^en 
®tral^lenbüf(^el,  t)on  bem  toir  fagen ,  ba^  er  ber  fo  zlm  ertoäl^nten 
Äurt)e  in  il^ren  einzelnen  fünften  fid)  anfd^miege,  imb  bie  toir  ba^^ 
l^er  !urj  3lnf($miegungi8ftral)len  nennen  tooßen. 

d)  S)ur(^  einen  beliebigen  ^un!t  im  3iaume  geljen  l^oi^ftenig 
3  unb  loenigftenig  1  &>^n^  be^  ebenenbüf(^elg  III,  unb  liegt  ein 
^unft  auf  einem  ber  ertoal^nten  2lnf(^miegung§ftral^len  e  ei  e2 . . ., 
fo  gelten  bur(^  i^n  ))bä)^kn^  2  ebenen  i^ouK;  babei  !önnen  2  (Stxa1)^ 
im  biefeig  ©tral^lenf))ftemi8  ioie  eei  nid^t  in  1  ebene  liegen. 
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^terau6  folgt  nun  mit  S^ot^tt^enbtc^feit,  ha%  t^  in  einer  fee^ 
liefeigen  (Shmt  int  dimm  Ifoä^^knß  1  ©erabe  gete,  in  ber  ft(^  2 
&tnm  t>on  K  fi^neiben,  bie  fi(^  aber  auc^  in  1  t)ereinigen  !ßnnen, 
n^ofeei  biefe  ©erabe  in  einen  2Inj(^ntiegung!8ftral^l  üBerge^t 

e)  3e  2  ju  einem  <gbenenBüf(^eI  III  :perf:pelt.  ©tra^tenbüfc^el 
II  EiK  nnb  E^K  ftnb  unter  fic^  ))roieIt,,  infoferne  fte  fa  ju  1 
unb  bemfeXfeen  geraben  ©ebilbe  E1E2  !perf^e!t.  ftnb. 

Sebeö  gerabe  ©eHlbe  EgEi,  mlä^t^  ju  einem  ©tra^lenbüft^el 
H  El  ober  Eg  ))erf:pe!t.  ift,  ber  felbft  p  einem  (SbenenMfc^el  HI  K 
))erf:pe!t  ift,  nennen  tt^ix  auä)  ju  K  fettft  :perf):)e!t, ,  toofeei  iebem 
^unfttjonEiEgbie  3te  burd^  i^n  gel^enbe  ijonEiU.Ea  i)erf(^iebene 
ebene  t)on  K  entf))ri(^t;  batet  entf:pri(^t  bem  ®(^nttt^)un!te  ton 
E1E2  unb  ei  bie  (Skne  E^,  unb  bem  ©c^nitt^^unlte  i)on  E1E2 
unb  62  bie  ebene  %.  33etra(^tet  man  ei  (ber  02)  felbft  :perf:pe!t. 
ju  K,  fo  entf:prid^t  bie  ebene  E^  bem  Slnfc^mtegungö^^unfte 
in  ei.  SCBir  nennen  ein  beliebigesS  eiementargebi^be  I  ober  11 
ober  III  ^roie!t.  ju  einem  ebenenbüf($el  IE,  n^enn  eg  :proj;eÖ, 
ju  einem  ju  K  :perf:peft.  elementar gebilbe  I  ober  11  ift;  liegt  ba^ 
bei  iebei^  eiement  be^a  einen  no(J^  in  ber  etttf^pred^enben  ebene  tjon 
K,  fo  nennen  loir  noä)  au^erbem  beibe  :perf:pe!t.;  man  fann  ba^er 
aud&  einen  ebenenbiifcE)el  HI  auf  \iä)  felbft  ^^roielt. ,  ini^olut.  ^c. 
bejiel^en. 

f )  2  ju  einem  ebenenbüfi^el  HI  K  iperf:pe!t.  gerabe  ©ebilbe 
erzeugen  einen  ju  K  !perf:pe!t  Äegelp(^e  ober  SRegelfc^aar,  ie  m^^ 
bem  il§re  ^ym  ftd)  f(^netben  ober  ni($t. 

S)ur(^  leinen  ©tra^t  einer  ju  K  :perf))e!t»  0legelf(^aar  R  ge^t 
mel^r  aU  eine  ber  ebenen  be^  Süfi^efö.  3lnber8  i)erl^ält  e^  \iä) 
mit  ber  Seitfd^aar  Ri  t)on  R,  t)on  il^r  fommt  namli(^  enttoeber 
iebem  ©tra^l  bie  eigenfd^aft  ju,  ba§  ber  bur(^  il§n  beftimmte  ebe^ 
nenbüfi^el  I  mit  K  2  ebenen  gemein  l)at,  ober  bie  ©trauten  i)on  Ri 
derben  burd^  2  t^rer  ©trauten  mn  in  2  @ru:p!pen  gett)eilt,  i)on 
benen  bie  eine  mpn  blo§  ©trauten  ber  tltn  erti^ä^nten  2lrt  ^at, 
n^a^renb  burd^  leinen  ©tral)l  ber  anbern  mqn  irgenb  eine  ebene  i)on 
K  gel)t,  bie  beiben  ©renjftra^len  ftetten  babei  2  2lnf(i)miegung^' 
ftra^len  in  ben  fünften  M  unb  N  'oon  K  bar. 

S)urc^  eine  ©erabe  a,  burc^  n5eld§e  blo^  eine  &znt  A  t)on 
K  ge^t,  unb  bereu  e^  in  A  unenbli(^  tjiele  giebt,  inbem  allen  ©e= 
rabe  i)on  A,  toc^^  nic^t  bereu  ©tra^tenbüfc^el  II  AK  angepren, 
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btefe  ©ic^enfi^aft  jufommt ,  ift  eine  einzige  ju  K  perf))e!t.  S^eget^ 
f(|aar  kftimmt,  bie  ti?tr  biiri^  aK  bejetc^nen, 

2  foI(^e  ju  K  ^erf:pe!t.  S^egelfi^aarett  aK  lu  ai  K  l)aben  immer 
gerabe  einen  Sett[trat)l  gemein,  ber  in  ber  ©Bene  aa^  liegt,  babet 
fonnen  ftatt  a  unb  a^  irgenb  ein  beliebige^  ^aar  i)on  Btxaf^Un 
beiber  9%egelf($aaren  getx>äl)lt  njerben,  nnr  muffen  fte  fi^  in  1  fünfte 
t)on  K  f(^neiben,  5Dur($  biefen  einen  Seitftra^l  ge^^en  entoeber  2 
ober  leine  ©bene  bon  K  (bie  Reiben  lönnen  in  1  jnfammen  fallen, 
tt^enn  ber  8eitftral)r ein  2lnf(^mtegnng^ftra!)I  ift),  babei  ift  er  aber 
ftet^  Sräger  eineia  ju  K  ^)erf:peft,  geraben  ©ebilbei^. 

g)  S)ie  ©d)nittlinien  entf:pred)enber  (gbenen  einei^  inbolut. 
@benenMf(^efö  III  K  finb  in  einer  Olegelfc^aar  entl)atten,  beren 
Settf(f)aar  gu  K  :perf))elt.  ift. 

h)  Sfi  ein  beliebiger  ©tra'^lenbüfi^el  n  ober  eine  beliebige 
8tegelpd)e  gegeben,  fo  giebt  e^  ftet^  nnenblid)  biele  ©benenbüf(^el 
III;  beren  fämmtli(^e  Elemente  bnrc^  bie  Elemente  biefer  (Sktmn^ 
targebilbe  11  ge|en. 

Siegen  nun  fämmtlie^e  ©tral^len  einer  ^legelfdiaar  R  in  ben 
Elementen  eine^a  ©benenbiifd^el^  HI  K,  fo  ift  bie^  ftet^  ami)  mit 
ber  Seitfi^aar  ßx  ^^^  %^^t  unb  babei  ift  nun  notl)tx>enbig  enttt^eber 
R  ober  Ri  p  K  ^erf^eft» 

i)  SDurc^  5  (ShtmUf  U)el($e  einer  9?egelp(^e  fic^  anfd^mie^ 
gen,  unb  bon  benen  feine  4  burc^  1  ^Punlt  gelten,  finb  gerabe  2 
©benenbüfi^el  III  beftimmt 

k)  3  2lnf(^miegungi8^nnfte  AiBiCi  (f.  c)  in  ben  3  ©benen 
ABC  bon  K  beftimmen  eine  ^Um,  bie  burrf)  ben  ©(i)nitt:punlt 
ABC  felbft  ge^t 

§•  7.    iltt(|ctt  IL  ©rbttttttg. 

(S^  bleibt  nun  nod)  übrig,  bieienigen  geometrifc^en  ©ebilbe 
ttäl^er  SU  unterfud)en,  Vodä)^  entfteljen,  einerfeitö  burd^  ia^  ©t)^ 
ftem  bon  fünften,  in  )x>tli^tn  \iä)  je  2  entf))red)enbe  ©lemente  2er 
nid^t  foncentrif($en  reci:pro(en  ©tral^lenbünbel  fi^neiben,  anbererfeit^ 
bur($  ba^  ©Aftern  bon  ©benen ,  in  benen  ie  2  entf))reci^enbe  ©fe 
mente  2er  reci:proler  ebenen  ®etx>ebe  bon  berfd^iebenen  $:rägern 
liegen.    Sind)  ^ier  fott  ioieber  auj8  bem  in  5Rr.  106  angefül^rten 
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©runbe  bte  Setrai^tung  ber  rect^profen  ©tta^tenbünbet  bet  näheren 
©tttoidtung  ju  (Srimbe  gelegt  n^erben,  unb  e^  bem  ßefer  überlaffeti, 
für  reci^jrofe  ebene  ©eti^eBe  bie  ölefultate  nac^  bem  @efe|e  ber  9le^ 
ci))rocität  fic^  jufantTnen  ju  [teilen, 

137.  SSor  allem  tDtcl)ttg  t[t  folgenber  ©afe:  @tnb  MitnbM-i 
bie  beiben  reci^^rolen  ©tra^lenWxnbel ,  fo  ift  e6  für  ba^  ju  emtit^ 
telnbe  ©Aftern  t)on  $nn!ten  i^oEftänbig  einerlei,  ob  man  bie  ©(^nitt^ 
punfte  ber  ©tral^len  i)on  M  mit  ben  entf^re(^enben  ©Benen  t>on  M^, 
ober  nm3e!e:^rt  bie  ©d)nitt:pnn!te  ber  ©traljlen  loon  M^  mit  ben 
entf:pre(^enben  ©benen  i^on  M  fuc^t. 

©d^neibet  namlid)  ein  ©traljl  p  J)on  M  bie  entf^rec^enbe  ©Bene 
P  t)on  Ml  in  bem  ium  ©^ftem  gel^örigen  ^^nnlte  A,  fo  entf^rtd)t 
bem  ©traute  Mi  A  oon  Mi  atö  einem  in  ber  ©Bene  P  gelegenen 
©tral^le  eine  bnri^  bem  ©tral)l  p  ge^enbe  ©bene  i)on  M  xmb  biefe 
T&eiben  entf:pre(^enben  ©lemente  l^aben  bal^er  not^ti^enbtg  ben  ^im!t 
A  ebenfaltiS  gemein. 

138,  3[t  P  eine  beliebige  ^Um  im  diaum,  bie  n^eber  bem 
Sünbel  M  no(^  bem  Sünbel  M^  angel^ört,  fo  ftellen  bie  ©(^nttte 
biefer  beiben  Sünbel  in  berfelben  2  reci))rofe  ebene  ©eloebe  be^^ 
felben  Srageri^  bar,  unb  e^  folgt  bal^er  an^  %:.  93  unmittelbar 
folgenber  ©a^:  eine  beliebige  ©bene  im  O^aum  l^at  mit  bem  in 
grage  ftel)enben  ©^fteme  'om  fünften  enttoeber  feinen  ober  einen 
ober  alle  fünfte  einer  ©eraben,  ober  alle  fünfte  2er  ©eraben, 
ober  alle  fünfte  einer  Äuroe  n  gemein, 

©el^t  bagegen  eine  (SUm  P  burc^  einen  ber  beiben  ?Dlittet 
■punlte,  j.  23*  M,  fo  t)ai  fie  mit  bem  ©^[tem  i)on  fünften  ent* 
ttjeber  aKe  ^unlte  einer  ^fot  11  ober  2er  ©eraber  ober  1  ©era^^ 
ben  ober  ben  5pun!t  M  aCein  gemein. 

©ntf:prid^t  nmliä)  ber  P  ein  i^on  M^M  t)erf(!^tebener  ©traljl 
p  t)on  Ml ,  fo  ift  ber  in  P  entl^attene  ©tra^lenbüf(^el  i)on  M  fet^^ 
nem  entf;pre($enben  ©benenbüfc^el  p  oon  Mi  enttoeber  ^)erf^eftiüif($ 
ober  nid^t,  im  erften  gall  entljalt  P  2  ©erabe  bei8  ©t)ftem^,  nam= 
lic^  bie  2l^e  ber  :perf;pe!i  SSejie^ung  unb  ben  in  ber  ©bene 
pM  gelegenen  ©tra^l  i^on  M;  im  2ten  ^aüe  erzeugen  beibe  ent=^ 
f:pre(^enbe  Süfd^el  eine  im  ©t)ftem  enthaltene  ^nrbe  IL  ©ntf^^rid^t 
bagegen  ber  P  ber  @tral)l  Mi  M  i)on  M ,  fo  l^at  ber  ©tral^len^ 
bnfc^el  P  entioeber  2  ober  1  ober  lein  ©lement,  baä  in  ber  ent^^ 
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f:prei^enbett  (Sfeene  be^  ^benentüfi^etö  p  ließt  utib  alfo  P  2  ober  1 
@erabc  bei  ©))[tettti3,  ober  blo^  ben  ^uttft  M,  @ei>t  bie  (gbetie  P 
mUiä)  burc^  beibe  Wtttel^unlte  M  unb  M^,  fo  ^at  fle  mit  bem 
©^[tem  enttt^eber  aüe  S^nntk  einer  Ä'urt)c  II  ober  2er  ©eraben, 
ober  1  ©eraben  (MMi)  gemein.  ®enn  entf;pri(^t  ber  P  ein  i^on 
M  M-i  t)erf(I)iebener  ©tral)l  p,  fo  ift  ber  ®traf)lenbüfc^el  in  P  jum 
@benenbüj(^el  p  :perf)5elt.  ober  ni(^t,  unb  beibe  erzeugen  ba^er  ent^^ 
toeber  ein  ^aar  t)on  ©eraben  (ttjorunter  MMi)  ober  eineÄurt^ell. 
gallt  bagegen  p  mit  M^M  gufammen,  fo  gel^ort  bie  ©erabe  MM, 
ttotl^toenbig  ju  bem  ©^fteme,  unb  eig  fragt  fic|  nur  noc^,  ob  ber 
(Sbenc  P  bei  (gbenenBüfd^ete  M^  M  in  bem  ©tral^Ienbüfc^el  P  ber 
®traI)lMMi  felbft,  ober  ein  t>on  il^m  \)erf(^iebener  p  entf))ri(i)t,  im 
erften  galle  t)at  P  mit  bem  Softem  Uo%  MM^,  im  2ten  mä^  noi^ 
ben  ©tra^I  p  gemein. 

139.    Unterfud^t  man  nun  bie  altgemeinen  fiagenber^dltniffe, 
wlä^t  bal  (Softem  biefer  ©c^nitt:punEte  c!^arafteriftren ,  fo  muffen 
l)ier  folgenbe  4  n^efentltc^  t>erf($iebene  gäKe  unterfi^ieben  ttjerben: 
3Son  bem  entf:pre(^enb  gemeinfamen  @BenenMf(^el  M  M^  gelten 
1)  alle  ©benen  burd)  bie  il)nen  entf^)rei^enben  ©tral^len 

^J   ^     /;      ff         ff         n  ff  ft 

^)      A     //      u         tf         it  ff  it 

"*}   "     ff  ff         ff         ff  ff  ff 

3u  1)  Sft  6benenbüf($el  M  Mi  aU  jum  33ünbel  M  gel^örig 
feinem  entf^^rec^enben  ®tra^lenbüf(^el  in  Mi  ^)erf:pe!t.,  fo  ift  er 
aud)  afö  jum  Sünbel  Mi  gel^örig  feinem  entf;pred^enben  ©tral^len- 
büf(^el  in  M  :perf^e!t.;  benn  entf:pri(^t  bie  ©bene  A  be^S  Siin^ 
bell  M  bem  ©tral^le  ai  'om  Mi,  ber  in  il^r  liegt,  fo  entf:pri(^t  an^ 
umgelel)rt  jeber  buri^  ai  ge^enben  ©bene  i^on  Mi,  alfo  anä)  ber  A 
ein  in  A  gelegener  ©tral^l  öon  M.  @inb  nun  M(abc.,.)  unb  Mi 
(aibiCi.,,)  biefe  beiben  ju  il^ren  entf:prec^enben  @benenbüf($eln  ^^er- 
f^jeJt..  ®tral^lenbüf(^el,  fo  leu(J)tet  einerfeiti  ein,  ba§  jeber  5pun!t 
berfelben  ju  bem  i)on  unl  betrai^teten  ©^fteme  gebort,  unb  anbe= 
rerfeiti  ift  lei(^t  ju  erfennen,  ba§  leinem  "^nntk  au^erbem  biefe 
(gigenfc^aft  jutommt,  benn  ift  P  irgenb  ein  in  M  enthaltener  <Btxa1)^ 
lenbüfd)el,  beffen  S^rager  pi  bem  gemeinfamen  (Sbenenbüfc^el  MMi 
ni($t  angehört,  fo  entf:pri(^t  i:^m  ein  (gbenenbüfc^el,  ber  ju  il)m  :per:= 
f^jeft. ift,  ba  ber  (Stra{)l  d,  in  bem P unb  ber©tra^lenbüf(^el  M(abc...) 
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M  f^tieibcn,  in  bet  i^tn  entf^re(i)enbeti  ebene  ddi  mn  pi  liegt 
®te  entf:pre(^enben  (Elemente  »on  P  unb  pi  ^aben  ba'^er  bte  fünfte 
t?on  2  (Seraben  gemein,  (t)on  benen  eine  ber  ern^ä^nte  ©tra^I  d  ift) 
biefe  beiben  ©evaben  Sonnen  ba^er  Seine  anbeten  fein,  al^  bie  Reiben 
©(^nittlinien  t)on  P  mit  M(abc«..)  unb  Mi(aibiCi...)*  ®^^ 
©^ftem  aKer  ®d)nitt:pun!te  entf:prec^enber  Elemente  t)on  M  unb  Mi 
befielet  ba^er  auig  bem  ®l)ftem  ber  Reiben  ebenen  ©ett^ebe  M  (ab , .) 

Mi(aibi,.)- 

3n  2)  ©inb  A  unb  B  bie  beiben  ©benen  beig  ©benenbüfd^ete 
MMi,  benen  bie  ©igenfd^aft  jufommt,  ba§  il^re  beiben  ^^Jaare  ent 
f))red^enber  ©trai)len  aa^  unb  bb^  in  il)nen  liegen,  fc  gehören 
offenbar  fämmtlid)e  $un!te  biefer  4  ©tral)len,  bie  ein  tt^inbfc^iefe^ 
4@tf  bitben,  ober  2  $aar  @egen!anten  (abi  unb  ba^)  eineö  %z^ 
traeber^  barfteöen,  ju  bem  fraglichen  ©^fteme  'oon  fünften,  Sft 
nun  C  irgenb  eine  3te  (Sbene  eine^a  ber  beiben  Sünbel  M  ober  Mj 
bie  feinen  ber  4  ©benenbüfc^el  a  ai  b  bi  angeprt,  fo  liegen  in  il^r 
bie  fammtli(^en  jum  ©^fteme  gehörigen  $un!te  in  einer  Äuroe  II, 
toa^renb  jebe  (Sbcm,  njelc^e  einem  biefet  4  ©benenbüfc^el  angel^ört, 
mit  bem  fraglid)en  ©^fteme  nod^  eine  2te  ©erabe  gemein  Ijat,  unb 
gtoar  f(^neibet  jebe  foIcf)e  neue  ©erabe  entltjeber  bie  beiben  ©egen^ 
!anten  abi,  ober  bie  beiben  ©egenSanten  bai  bei8  oben  ertoä^nten 
Stetraeber^, 

3m  erften  §aKe  liegt  nmliä)  fein  ©tra^I  be^  in  C  gelegenen 
©iral^lenbüf(^ete  oon  M  in  ber  il^m  entf:pred^enben  @bene,  unb  bie 
©(^nitt))unfte  ber  ©traljlen  biefeig  ^ü'iä^zU  C  mit  feinen  entf)5re($en5 
ben  ©benen  liegen  bal)er  ftetig  in  einer  ^roe  II  naä)  9tr,  43  etc, 
^m  2ten  galle  bagegen  ift  ber  ©tral^lenbüfd^el  C  immer  ju  bem  il^m 
entf:pre(^enben  ©benenbüfi^el  ))erf:pefl,  n)e§tt)egen  fie  ein  gerabe^ 
©ebilbe  burd^  bie  @(^nitt))unfte  entf:pre(^enber  Elemente  barftet 
len,  3ft  nun  aber  in  biefem  gaüe  C  eine  (gbene  be^  (Sbenem 
büf(^el^  a,  fo  fc^neibet  fie  bie  ©egenfanten  t)on  a  nämlic^  b^  in 
einem  5punfte  c,  ber  not^toenbig  ^um  fraglid)en  ©t)fteme  gel)ört, 
benn  bem  ©tral^le  Mc,  in  toel($em  fic!^  bie  C  unb  bie  B  fi^neiben, 
entf:pri(^t  offenbar  bie  (gbene  ci  bi ,  toel(f)e  bie  ber  C  unb  ber  B  ent:^ 
f:pred)enben  ©trauten  tjerbinbet,  alfo  f(i)neibet  ber  ©tra^^l  Mc  bie  cib^ 
im  fünfte  c  ber  in  bi  liegt;  bie  a  aber  mn^  felbftoerftänblid^  mit 
ber  in  C  liegenben  ©eraben  be^  ®^ftem^  einen  5ßunft  gemein  ^alm. 
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aSetrac^tet  mait  mn  auf  bie  I}ier  ftef^^riebene  SSetfe  bic  ©eraben  be^ 
®l)[tem^,  votiä^e  in  aßen  (SBenen  be^  .Süfd^etö  a  liegen,  fo  gelangt 
man  auf  folgenbe  SBeife  einfach  ju  beut  @efe|e,  ba^  il^re  Sage 
^aralterifirt.  ^ejeic^net  man  bie  fämmüidjen  ©eraben ,  Vüeld^e  bie 
©egenlanten  abi  f d)neiben,  burc^  m  n  q  ic. ,  fo  liegt  febe  biefer  @e^ 
raben  fott^ol^l  in  einer  @kne  bei3  (Sknenbüfc^el^  a,  al^  auc^  in 
einer  ßbene  beig  (Sbenenl)üfd)el!8  bi.  ©djueibet  man  nun  ba§  ©^^ 
ftem  unferer  5ßunfte  huxä)  eine  Don  A  unb  B  i)erfd)iebene  @bene 
beia  (gbenenbüf($efö  MMi,  fo  fc^neibet  biefe  ba^  ©Aftern  i)on  ©e^ 
raben  mnpq....  in  einer  ^urbe  II  mn:pq,  bie  ouä)  burd)M  unb 
Ml  ge^t;  fcejiel)t  man  bal§er  bie  Reiben  ©benenWifi^el  abi  fo  auf 
etnanber,  ba§  fol(^e  @-6enen  einanber  entf:prec^en,  n)el($e  fic^  je  in 
1  ©eraben  bei^  ®^[temi8  mnpq,...  f($neiben,  fo  finb  fie  :proie!t. 
auf  einanber  fcejogen,  infoferne  fie  entf:pre($enb  ^erf:pelt  finb  ju  ben 
beiben  @trai)Ienbüf d^eln  M  (mn^q . .  0  unb  Mi  (mn^pq ...),  )x>tlä)t 
beibe  ju  ber  erti^ä^nten  Äurbe  II  ^)erf:pe!t.  unb  alfo  unter  fi(^  :pro^ 
ieft  finb,  Unfer  fragli($e^  ©Aftern  bon  fünften  fiefte^t  alfo  aui^ 
einer  9legelf(^aar. 

3u  3)  ©inb  a  unb  a^  bie  beiben  ©tra^len,  ^eld)e  in  ber 
tl}nen  entf))re(^enben  ©'bene  bon  MM^  liegen,  fo  fc^neibet  tx^ieber 
me  in  2)  jebe  ©fcene  ber  beiben  ©benenbüfi^el  a  unb  b^  ia^  ®i)^ 
ftem  ber  fragli($en  ^unlte  in  2  ©eraben  (woon  a  ober  a^  je  eine), 
n)ä]^renb  jebe  anbere  (Sbene  mit  berfetten  eine  Äurbe  II  gemein  ^at 
Um  bie  Sagenberljältniffe  alter  biefer  ©eraben  ju  erSennen,  f(^lagett 
tt)ir  einen  2Beg  ein,  ber  fc^on  im  borigen  gaße  l^ätte  jur  Slntt^en^ 
bung  gebrad)t  tt)erben  Jönnen,  infoferne  er  ben  2ten  unb  3ten  gaö 
unter  einem  gemeinfamen  ©efid)t^^unft  jnfammen  fa§t. 

Betrachtet  man  nämli(^  2  bon  A  unb  B  berfc^iebene  @Benen 
be^  m\^^U  MMi,  fo  fc^neiben  biefe  ba^  Softem  in  2  Würben  II 
K|unbKi;  jebe  bon  a  berfd)iebene  ©erabe,  bie  tDie  oben  angegeben 
in  einer  ebene  be^  a3üf(^etö  a  liegt,  fc^neibet  bie  beiben  Äurben 
K  it  Kl  in  einem  $aare  entf^prec^enber  ^unlte  2er  ^projelt»  Äurben^ 
gebilbe,  infoferne  biefe  beiben  Äurbengebilbe  :perf:pe!t.  finb  ju  bem 
@benenbüf(!^el  a,  beffen  3l^e  beibe  in  bemfelben  ^un!te  M  fd)neibet; 
unb  \m  eig  mit  a  ift,  fo  ift  z^  anä^  mit  ai,  b  unb  bi,  'Raä^ 
%:.  71  bilbet  bal§er  biefe^^  ©^ftem  bon  ©eraben,  enttueber  eine  ju 
16eiben  Würben  ^)erf:pe!t*  9iegelf(^aar ,  ober  eine  ju  Beiben  !perf!pe!t 
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Segelfläche  11,  unb  e§  tft  o^ne  tx^ettere^  ftar,  ba^  im  %aU  2)  nott)= 
t^enbig  eine  SRegelji^aar  im  gatt  3)  eine  Äegelpc^e  getilbet  ti^erbe. 

6^  !ann  au(^  ber  %oSi  eintreten,  ba^  einer  ber  beiben  ©tra^^ 
len  a  unb  ai  mit  bem  gemeinfamen  Stral^t  MM^  jufammen  fällt; 
e^  änbert  \x^  l^iebei  in  ber  legten  @nttx)icflung  nic^t^,  unb  e^  ift 
barau6  ju  erfel^en,  ba|  bie  ©:pil3e  be^  Äegefö  mit  bem  SJlittel^junft 
Ml  be^  einen  ^ünbel  jufammenfällt.  %uä)  Beibe  ©tral^len  aunbaj 
fönnen  mit  bem  gemeinfamen  ©traljt  MMi  jufammen  falten ,  mxh 
mä)  l)ier  erfie^t  man  ganj  auf  bie  fci^l^erige  SBeife,  ba§  ba^  frag-^ 
li($e  ©t)[tem  'om  ^unöen  ebenfatt)^  eine  Äegelftäd^e  II  barfteHt, 
bereu  ©))i|e  auf  M  M^  liegt. 

3u  4)  Siegt  tniliä)  fein  ©tral^l  eine§  ber  beiben  SSilnbel  M 
unb  Ml  in  ber  entf:pre(^enben  ©bene  beig  @benenbiifc§el)8  MM^,  fo 
entl^ält  bag  Softem  Don  ^unlten  über^au:pt  lein  gerabe^  ©ebilbe 
in  it($,  fonbern  jebe  (gbene,  votlä^t  burd)  M  ober  M^  gel^t,  f(^neibet 
baöfelbe  in  1  Äurt)e  II  mit  2lu!3nal§me  oon  2  ©benen,  toelc^e  blo^ 
ie  1  ^unft  nämlid^  M  ober  M^  mit  bem  ©^ftem  gemein  l}aben, 

SBürbe  nämli(^  eine  ©bene  A  be^  Sünbete  M  mit  bem  ©l)- 
ftem  ein  gerabejg  ©ebilbe  gemein  l^aben,  fo  tt^ürbe  ber  in  A  ent^al^ 
tene  ©tra^lenbüf(^el  iz§  äsünbefö  M  mit  bem  il)m  entf^prec^enben 
©benenbüf{^el  :perf:peftioifc^  fein  unb  alfo  gegen  bie  SSoraui^felung 
ein  ©tral§l  oon  M  in  ber  t^m  entf:prec^enben  &cm  oon  Mj.  liegen, 
alfo  muffen  bie  in  A  enthaltenen  fünfte  be^  ©^ftem^^  naä)  ben 
^u  2)  ertoiefenen  in  einer  Äuroe  II  liegen,  eine  SluiSna^me  bilben 
nur  bie  ©benen  ß  unb  ßi  oon  M  unb  Mi,  toelc^e  bem  gemeinfamen 
®tral}le  M  Mi  entf^prec^en,  unb  bie  offenbar  blo^  biefen  einzigen 
©(^nitt:pun!t  t)on  bem  Softem  entl^alten  Jönnen.  Segt  man  burd) 
MMi  irgenb  eine  ©bene  A,  fo  f(^neibet  biefelbe  bai^  ©^ftem  in 
einer  Äuroe  11  unb  jt^ar  liegt  bie  ©erabe,  toeld)e  biefe  ©(^nitt? 
!uri)e  in  M  voie  in  M^  berii)§rt,  in  ben  beiben  ©benen  ß  unb  ßx, 
toie  au^  ber  :proj;e!t.  SJegie^ung  ber  in  A  entl)altenen  (Stral}len=^ 
büf(^el  il^rer  entf:pre($enben  @benenbilfd)el  naä)  3li\  43  l)eroorgel)t. 
Wan  fagt  bal^er  ß  unb  ßi  unb  jeber  @tral)l  ber  in  ß  unb  ßi 
entf)alteneu  (Stral)lenbüfd)el  oon  M  unb  M^  berül^ren  bie  frumme 
glä^e  II  in  M  unb  Mj. 

SBir  fel}en  bal}er,  ba^  ba§  ©Aftern  oon  ©c^nittipunften  ent=^ 
f|)red&enber  ©lemente  2er  nl($t  loncentrifi^er  ©trat)lenbüf(^el  II  ju 


Hosted  by 


Google 


—    174    — 

geotnetrifd^en  ©efctlbctt  fül^rt,  n)el($e  im  Slllgetneinett  mit  einer 
@6ene  eine  Sinie  II  gemein  l^afcen,  unb  man  nennt  bal^er  biefe  geo- 
metrifi^en  ©eKtbe  glä($en  n.  Orbnnng,  ®ie  jerfaffen  mä)  biefer 
i)ier  enttijiöelten  @ntfte:^nng^tt)eife  in  4  ^Klaffen,  mmliä)  1)  ba^ 
Softem  2er  ebener  @etx)ek,  2)  bie  Sflegelpc^e,  3)  bie  Äegelpc^e, 
4)  aCfeitig  frnmme  §lä(^en  II. 

entf))re(^enb  ber  ©int^eilnng  ber  Änri^en  II  fann  man  arn^ 
^ier  nod)  in  ben  einzelnen  2lbt^eilnngen  einzelne  ©attnngen  unter^^ 
fd^eiben,  inbem  man  atö  Unterfd^eibnngiSmerlmal  l^iefür  bie  nnenb^^ 
li(^  fernen  ©lemente  annimmt,   bie  biefen  gldd)en  11  jnfommen» 

1)  2  ebene  Oeti^ebe  l^aben  enttt^eber  2  ober  1  ©erabe  mit  ber 
nnenblid^  fernen  ©bene  gemein,  fd^neiben  fi(^  bal^er  enttüeber  in 
einer  enblic^en  ©eraben,  ober  [inb  ))araltteL 

2)  ©ine  3^egelfla(^e  I)at  mit  einer  ©bene  enttt)eber  eine  Änr\)e 
II  ober  2  ©erabe  gemein.  Wtan  nennt  nun  eine  9ftegelpc!^e  ber 
erftern  2lrt  ein  einfäd)rige^  ober  gett)ol^nli(^e!3  §^))erboIoib,  eine 
9tegelp(^e  ber  2ten  2lrt  ein  l^^:perbolif(^e!3  ^araboloib.  S)a^  erfte 
ttjirb  i)on  einer  &tm  entweber  in  2  ©eraben  ober  in  einer  ßöiJpfe 
ober  in  einer  §^:perbel  gefc^nitten,  benn  eine  (Sbene,  n)el(^e  bie  im 
Unenblii^en  tiegenbe  Äur^e  be^  §^:perboloibi3  berül)rt,  l^at  mit  bem=^ 
felben  2  :paraMe  ©erabe  gemein.  S)a!3  jtt)eite  entplt  2  3^eget 
f (paaren,  beren  ©traf)len  je  einer  (gbene  :|}aral[el  finb,  unb  toirb 
t)on  einer  &tm  entttieber  in  2  ©eraben  ober  in  einer  §l)!perbel 
ober  in  einer  ^arabel  gef(^nitten,  lefeterejS  t)on  allen  (äbenen,  ti^eld^e 
ber  ©(^nittlinie  ber  fo  eben  erttJdl^nten  beiben  (gbenen,  toe^e  bie 
ffti(^tung  ber  beiben  3ftegelf(^aaren  beftimmen,  ))arallel  finb. 

3)  ©ne  Äegelfla($e  l^at  mit  ber  unenblic^  fernen  ^Um  mU 
tt)eber  eine  ,Suri)e  II  ober  einen  5|Sun!t  (im  2)iittel:pun!t)  ober  einen 
®trat)I  ober  2  ©tral^len  gemein,  ^m  erften  gaÖ  nennt  man  bie 
gläi^e  eine  getoot)nü(^e  Äegelpc^e  11,  bie  mit  einer  ©bene  ent- 
toeber  1  5pun!t,  ober  2  ©eraben,  ober  1  ©erabe,  ober  eine  ©l^ 
li:pfe,  ober  eine  ^arabel,  ober  eine  §i)^)erbel  gemein  l^at;  im  2ten 
gaö  elli^tif(^er  6t)linber,  ber  mit  einer  (gbene  enttoeber  1  ober  2 
©erabe  ober  eine  @lli:pfe  gemein  l^at;  im  3ten  gall  :parabofif(^er 
6:t)linber,  ber  mit  einer  (Sbene  entti^eber  1  ober  2  ©erabe  ober  eine 
^^arabel  gemein  i)at;  im  4ten  galt  ^t):perbolifc^er  (S^linber,  ber  mit 
einer  ©bene  enttx^eber  1  ober  2  ©erabe  ober  eine  §t)perbel  gemein  l^at. 
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4)  (gitic  bur(^au6  feuntme  gföd^c  II  ^at  mit  ber  unenbüd^ 
fernen  @bene  entti;)eber  leinen  ober  einen  ^unft  ober  aße  ^unlte 
einer  ^rt^e  II  gemein,  im  Iften  gaÖ  Reifet  bie  %laä)t  ein  (£lIi:pfoib, 
ha^  mit  einer  (gbene  enttx)eber  feinen  ober  einen  ober  alle  ^nnfte 
einer  (gßiipje  gemein  ^at;  im  2ten  ein  elli:ptif4)ea  ^araboloib,  baj3 
mit  einer  @bene  entn^eber  feinen,  ober  einen,  ober  alle  ^Pnnfte  einer 
(5lli))fe,  ober  alle  ^^unfte  einer  ^arabel  gemein  l^at;  im  3ten  ein 
elti:ptif(^e^  ober  gtDeifä(^rige^  §^perboIoib,  baö  mit  einer  @bene 
enttijeber  feinen,  ober  einen,  ober  aGe  ^nnfte  einer  @lli))je,  ober 
alle  ^nnfte  einer  §^:pertel  gemein  ^at.  ©ie  in  2)  3)  unb  4)  auf^ 
geführten  9  gläi^en  toerben  t>orjugi8n)eife  gläc^en  II.  Orbnung  ge^ 
nannt,  fie  foöen  l^ier  frumme  glä(^en  11  l^eifeen. 

140,  Sel^rja^,  ©ine  frumme  gläd^e  II  ift  ijoöfommen  be- 
ftimmt,  ixienn  2  Äuröen  n,  in  benen  fie  t>on  2  ©benen  gefc^nitten 
n)irb,  unb  ein  au§erl§al6  biefer  beiben  Änr^en  II  liegenber  ^nnft 
M  berfetten  gegeben  finb. 

SDenn  legt  man  hnxä)  M  eine  ©bene,  tt^däjt  bie  beiben  Äur^ 
t)en  II  in  4  5punften  f($neibet,  fo  liegen  biefe  4  ©($nitt))unfte  mit 
M  in  einer  neuen  Äuroe  II,  bie  auf  ber  glä(^e  II  liegt,  obn)ol)l 
fie  in  befonbem  gäUen  in  ba^  ©t)ftem  2er  ©eraben  übergel^en  f ann, 
bie  ber  glai^e  II  angel)ören. 

141.  Sel^rfa^,  ^\t  eine  frumme  gla(J)en  gegeben,  fo  taf* 
fen  fid^  2  beliebige  fünfte  berfelben  aU  bie  ?iJtittel:punfte  2er  ©tra^^ 
lenbünbel  betrai^ten,  burc^  bereu  reci))rofe  33ejie]^ung  auf  bie. in 
ben  legten  stummem  ertoä^nte  SBeife  bie  gläd^e  11  entftel^t. 

©inb  unter  23eibel^altung  ber  l^ier  oben  eingefül^rten  23ejeid)^ 
uung^atDeife  A  unb  B  2  (Sbenen  bei8  SSünbeK  M,  toeld^e  bie  frumme 
glä(^e  II  in  2  Äuri)en  II  Ki  unb  K2  f(^neiben,  bie  au^er  M  nod§ 
ben  2ten  ^unft  N  gemein  ^aUn  mögen,  fo  entf:pre(^en  biefen  bei^ 
ben  @benen  in  M^  2  ©tral)len  a  unb  b,  toeli^e  bie  Ki  unb  K^ 
in  2  ^Punften  P  unb  Pi  fc^neiben,  toeld^en  bie  Sage  jufommen 
mu§ ,  bafe  bie  (Sbzm  M^  P  Pi  bur(^  ben  5ßunf t  N  ge^en  mu§ ,  ba 
ia  bie  gbene  Mi  P  P^ ,  b.  l}.  bie  ©bene  a  b  ber  ©(i)nittlinie  Xion 
AB,  b.  ^.  MN  entf))ri(^t,  alfo  nad)  ber  aSorau^fe^ung  N  afö 
^unft  ber  glä(^e  II  in  ber  (gbene  M^  P  P^  liegen  mu§. 

Sft  nun  umgefe^rt  bie  frumme  glaci^ell  gegeben,  fofannman 
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MABMi  unb  bie  ©Bette  MiPPi  ttjtlHiirßd^  tt?aptt,  ttur  tttüffett 

fie  bett  l^ier  efiett  attgefü^ttett  SSebittguttgett  etitf^rec^ett ,  ba§  Mi 
tti(^t  m  ber  ©d^ttittlmte  AB  liegt,  txttb  bie  (gkite  MiPPi 
huxä)  bett  i)Ott  M  i)erj'd)iebetteti  ©c§ttitt:putt!t  N  Doti  A  uttb  B  ge:§t, 
©etttt  Bejiel)t  tttatt  bie  Süttbel  M  uttb  M^  \o  recüpro!  auf  einauber, 
ba§  ben  beiben  ju  M  geijörigen  ®tral^lenbüf(^eln  in  A  unb  B  bie 
beiben  ©benenbiif(^el  Mi  P  unb  Mi  Pi  entj^prec^en,  fo  ba§  beibe 
entf:pre(^enbe  (glementargebilbe  ju  ben  beiben  Antigen  Don  K  itnb  Ki 
^erf:pe!t  finb,  fo  tft  einerfeit^  bie  recüprole  93ejie:^ung  beiber  SSünbel 
t)oöfommen  ft^irt,  anberntl)eitö  erjeugen  aber  biefe  beiben  23ünbel 
nac^  5yir.  137  etc.  eine  gläi^e  n,  toeli^e  bie  K  unb  Ki  unb  ben 
^punlt  Ml  enthält,  unb  ba^er  mä)  ^v.  140  ntit  bev  gegebenen 
ibentifc^  ift.  Si^glei(^  leuchtet  au^  biefem  SSettjeife  ein,  ba§  man 
bie  beiben  beliebigen  ©tral^lenbönbel  noc^  auf  unjäl^lige  Slrten  reci^ 
!proI  auf  einauber  bejiel^en  lann,  oI}ne  ba^  fie  eine  anbere  afö  bie 
gegebene  gläi^e  II  buri^  bie  ©(;^nitt:p.un!te  entfpred^enber  (Slentente 
erjeugen. 

9^ac|bent  man  nun  beliebige  5pun!te  einer  gläi^e  11  aU  SJlit^ 
tel:pun!te  ber  reci:pro!en  ©tra^lenbünbet  betrachten  fann,  fo  gilt  baa 
über  Serü^rungj^ebenen  unb  berül)renbe  ©erabe  in  einem  "^^unfk 
ber  glä(^e  11  in  3lv.  139  erU)ä^nte  ganj  aCgetnein  für  ieben  5ßuntt 
ber  gläc^e  II. 

142,  ©inb  in  einer  gläc^e  11,  bie,  n^ie  fo  eltn  nai)tv  au§^ 
einauber  gefegt,  bnxä)  bie  reci:proJe  Sejie^^ung  2er  ©tral)lenbünbel 
M  unb  Ml  erzeugt  toorben,  nad^  einem  unb  bemfelben  3ten  fünfte 
N  ber  gtäi^e  bie  2  ©trauten  MN  unb  MiN  gebogen,  fo  l^aben 
bie  beiben  ebenen  A  unb  B,  bie  biefen  beiben  ®tral§len  entf))rec^en, 
bei  ieber  2lrt  ber  reci))ro!en  Sejiel)ung  t)onM  uttb  Mi,  burd^  ti^eli^e 
biefe  gtä(^e  11  F  entftel^en  !ann,  bod)  immer  bie  gegenfeitige  Sage, 
bafe  fie  fi(^  in  einer  S:angente  a  ber  %laä)z  U  fd^neiben,  benn  l)ätte 
bie  ©cbnittlinie  a  mit  F  no(^  einen  2ten  ^unft  Ni  gemein ,  fo 
müfete  nott)t)5enbig  ben  beiben  Strahlen*  MNi  unb  MiNi  biefelben 
beiben  ©benen  A  unb  B  entf^rec^en. 

S)enlt  tnan  ficb  nun  eine  (gbene  be^  (Sbenenbüf($el^  MMi, 
wdä^it  bie  F  in  einer  Äurbe  II  K  fd)neibet,  unb  jiel}t  in  beiben 
©tral)(enbüubeln  bie  fämtntlic^en  @beuen))aare ,  bie  ben  beiben  ju 
K  perf^et1iüif(I)en  ®tral)lenbüfdbeln  eittfpred)en,  fo  erzeugen  biefelben 
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eine  SÄegelfc^aar  R,  bereu  fämtnttt($e  ©tral^len  na(^  bem  fo  eBeit 
Setx>tefeneu  2ano[enten  an  F  in  ben  einzelnen  fünften  üon  K  bar< 
ftetten.  2f6er  au(^  bte  Settfi^aar  Ri  biefer  8tegelf(^aar  ntu^  bte  F 
in  fammtl{(^en  fünften  ))on  K  16erüi)ren^  benn  ptte  ein  Seitftral^l 
mit  F  no(^  einen  anfeer^alb  ber  K  gelegenen  ^nnlt  gemein ,  fo 
mü^te  biefer  gegen  bie  SSorau^^fe^nng  -  anä)  in  einem  ©traute  ber 
erfteren  &tegelf(^aar  liegen» 

"^mttn  xoiv  uns  atte  ©Irenen,  tDelc^e  ber  ^legelfd^aar  R  ober 
Ri  in  ben  ^unöen  ^on  K  fic^  anfc^miegen,  fo  fteHen  biefe,  ba  fie 
fa  buri^  2  Sangenten  t)on  F  ge^en,  bie  Serü^rungi^ebenen  in  bie? 
fen  ^punlten  bar,  unb  au^  3lx,  56  ift  ju  erfe{)eu,  bafe  alle  biefe 
(Sbmtu  eine  Äegelpi^e  II  bilben.  'SSitnn  man  nun  l^iebei  no(^ 
beachtet,  ba^  bie  gefül^rte  (gnttuitflung  gilt,  für  2  beliebige  fünfte 
M  unb  Ml  unb  für  aCe  burd^  fie  beibe,  alfo  überl^aupt  für  alle 
ebenen,  n)eld)e  bie  F  in  einer  Äurt^e  11  fi^neiben,  fo  folgt  ffkvan^ 
folgenber  ti^id^tige  ©afe:  SlEe  ißerül^rungSebenen  einer  gtäc^e 
n.  Orbnung,  bereu  Serü^rung^pun!te  tu  ber  ©c^nittlurt^e  II  mit 
einer  ©bene  liegen,  bilben  eine  Äegelflä(f)e  IL 

.  ©en!t  man  fiä)  M  unb  Mi  feft  unb  burc^  MMi  aöe  (gbenen 
be!8  ebenenbüfi^ete  MM^  gelegt,  fo  erhält  man  tbtn  fo  t)iele  ^Kegel^ 
flächen  II,  ti^el(^e  genau  fämmtli(^e  35erül)rung!6ebenen  ber  glä(^e  II 
in  fi(^  enthalten  (in  befonbern  gälten  tann  1  ober  2  Äegelfläc|en 
bur(^  je  ein  $aar  ©benenbüfc^el  I  erfe^t  toerben),  bie  ©:pi|en  alCer 
biefer  Äegelflä<^e  II  liegen  in  einer  (Seraben  p  (ber  ©(^nittlinie 
ber  23erül}rung^ebenen  in  M  unb  MJ,  unb  bilben  in  i^v  ein  lum 
@enenbüf(^el  MM^  :proie!t.  gerabeS  ©ebilbe,  benn  legt  man  burd§ 
p  eine  (äbene  P,  mlä)t  bie  F  in  einer  ,Kuri)e  II  f(^neibet,  fo 
läfet  bie  23etra(^tung  ber  ©(^nittfigur  49,  foferne  fie  in  P  ein  ebe^ 
ne^  ^olarf^ftem  beftimmt,  naä^  94.  bie  3li(i)tig!eit  biefer  33e:^au:p^ 
tung  al^balb  erfennen. 

143.  SBenben  toix  uns  gur  recüprolen  (änttoicilung,  fo  er^ 
galten  'voix  folgenbe  9iefuttate: 

©inb  E  unb  E^  bie  belben  reci^ro'fen  zbtmn  ©etvebe,  fo  ge^ 
langt  man  ju  bemfelben  ©Aftern  t)on  (Shtmn,  man  mag  bie  '^untk 
t)on  E  mit  ben  entf))re(^enben  ©tral^ten  t>on  E^,  ober  umgefel^rt 
bi,e  S^untk  i?on  E^  mit  ben  entf:pte(^enben  ©eraben  t^on  E  t)erbin^ 
ben.  Sffiä^lt  man  ein,  beliebiges  ^aar  ebenen  F  unb  Fi  beS  frag^ 

>Pfaff,  neuere  ©ecmetiie,  ^-^ 


Hosted  by 


Google 


—    178    — 

liefen  ©i)ftetni3,  fo  fam  mm  Beibe  auf  unenblic^  ioerf(^tebene  SBeife 
ftet^  fo  rect:prof  auf  emauber  bqk^^Uf  ba§  fie  genau  ba^felte  <Bxy 
ftem  t)on  &>tmn  erzeugen,  \>a^  mm  huxä)  bie  rect))ro!e  SSejtel^ung 
^on  E  unb  Ei  er:§alten  ^atte. 

äßäp  man  inEDberEi,  ober  F  ober  Fi  irgenb  einen  ^unftÄ, 
fo  fteUen  alle  (Sknen  be^  ©^[tem^,  ii)el(^e  burd)  A  ge^en,  im  2111== 
gemeinen  eine  ÄegelfCä(^e  11  bar,  ein  einziger  ^unÖ  i[t  I)iei)on  au^? 
genommen,  nämlic^  ber,  toelc^er  ber  gemetnfamen  ©eraben  EEi 
ober  PPi  entf))ri(^t  unb  buri^  ben  im  SlUgemeinen  Uo^  bie  1  66ene 
E  ober  El,  ober  P  ober  Fi  gel)t,  ti^a^renb  in  Befonbern  gaffen  auc| 
äffe  ©Benen  2er  ober  le^  &tmnbü\ä)d^  IburcJ)  i:§n  ge^en  Sonnen. 

äßir  fagen  ^on  bem  ©i}[tem  äff  er  biefer  fo  eBen  Bef:pro(%enen 
fünfte,  ba§  fie  eine  glä($e  U.  Älaffe  tilben,  X^tlä)t  itmm  @l}fteme 
loon  ©knen  in  efien  biefen  5puntten  \iä)  anf($miegt  ober  oon  il§m 
um^üfft  tt^ixh.  §infi($tli(^  biefer  2lnf(^miegungi^:punfte  gilt  nun 
a5er  fotgenbe)^:  2lffe  2lnf(^miegung^:pun!te  folc^er  ebenen  be^  (Sk== 
nenf^ftema,  toel(^e,  toie  oien  fcemerlt,  eine  Äegelpc^e  11  bilben, 
Ciegen  in  einer  Äuri^e  11. 

2)enft  man  \iä)  2  ebenen  GGi  be^  ©i^ftem^  feft,  unb  £e^ 
tra(^tet  man  fammtlii^e  ^unlte  i^rer  ©(^nittlinie  aU  ®^i|en  fol- 
^^x  j^egelfläc^en  11,  fo  erhält  man,  auf  biefe  Sßeife  etenfo  loiele 
Äuri^en  II  afö  Srager  oon  2lnf(^miegung^^)un!ten;  äffe  biefe  Äur^ 
^en  II  liegen  in  (SUmn  eine^  ©BenenBüfc^efö  n  ber  jenem  gera^ 
ben  ©eWlbe  ber  Äegelf|)i^en  ^)roie!t,  ifi 

SDa  biefe^  nun  aSer  für  je  2  beliebige  (gbenen  be^  ©i)ftem^ 
gilt,  fo  laffen  biefe  legten  ©a|e  im  ,3ufammen^alt  mit  ben  ©ä|en 
über  gläi^en  II,  infonber^^eit  mit  bem  tx^a^  9lr.  140  über  bie  gi^i^ 
rung  einer  glä($e  11  feftgeftefft  lourbe,  unb  gtoar  beutlii^  erfennen, 
ba^  Stächen  II.  Orbnung  unb  n,  klaffe  ibentif(^  finb. 

144.  £)ie  beiben  (Sbenenbüfcf)el,  mlä)^  in  9lr.  142  bie  ß  er^ 
jeugen,  l)aben  ju  i^ren  '$ix^n  bie  beiben  ®tral)len  kki  oonMu.  Mi, 
toelc^e  ber  gemeinfamen  (äbene  K  entf:pre(^en,  unb  bie  ba^er  na(^  ber 
3Sorau!^fe^ung  1)  in  biefer  (Sbcm  ni(^t  liegen  !önnen,  2)  aber  eben^ 
faffö  Sangenten  ber  F  in  Mu,  Mi  barfteffen,  bie  beiben  Sangenten 
k  unb  kl  in  M  unb  Mi  merben  ba'^er  ^on  jebem  Strahle  ber  Ut^ 
gelft^aar  gef^nitten,  b.  l).  fie  gepren  ber  Seitfc^aar  Ri  an. 

§ierau^  ergiebt  ftdt)  nun  unmittelbar  folgenber  ©a|  für  bie 
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^Ic^ä^m  n.  Orbnuncj.  ^ißf)t  mm  in  2  fünften  M  unb  M^  einer 
frummen  %lää^^  II  F  2  Tangenten  k  unb  ki  bie  ni(^t  in  1 
föbene  liegen,  mi  gte^t  an  biefelbe  glätte  II  alle  S^angenten  bie 
jene  Reiben  jugleii^  ft^neiben,  fo  bilben  fie  2  ber  gläc^e  II  um- 
f(^rie5ene  ölegelf (paaren,  mlä)t  biefelbe  gtä($e  in  2  ^ur^en  II  6e- 
rül^ren,  bie  bie  '^nntk  M  unb  Mi  gemein  'ijcA^n;  bie  fceiben  feften 
Scingenten  felbft  tt^erben  buri^  bie  übrigen  in  2  ^roiett,  geraben 
©ebilben  gefc^nitten.  (Siegen  bie  beiben  feften  Siangenten  in  1 
&mt,  fo  fallen  beibe  öiegelfc^aaren  in  einen  ©tra|lenMfcI>el  II 
jufammen). 

©enn  jie^t  man  i^on  einem  fünfte  S  i)on  k  irgenb  eine  San? 
gente  a,  ml^^  bie  F  im  fünfte  N  feerü^rt  unb  bie  k^  fi^neibet 
(unb  folc^er  giebt  ^§  immer  2,  namlt(|  bie  2  J^on  S  an  bie  ©#nitt^ 
luri^e  ber  @bene  SK  mh  ber  F  t)on  S  au^  ju  jiel)enben  Spangen-- 
ten),  fo  beftimmt  bie  ©bene  MNMi  bie  obige  ©bene  K,  unb  e^ 
braucht  nur  bie  reci:pro!e  33ejiel)ung  t>on  M  unb  M^  fo  ge)i)äl)lt  ju 
toerben,  ba§  bem  ©tra|le  kunb  k^  bie  gemeinfame  (Sbeu  MNMi 
mtf^ric^t,  tt^obei  bei  jeber  2Bai)l  ber  übrigen  no($  nöt|igen  Seftim- 
mung^ftude  ber  fraglichen  33e§iel)ung,  tx)el($e  jur  golge  :§at,  ba§ 
beibe  Sünbel  gerabe  bie  glä($e  F  erzeugen  nad^  3^r.  141  ftet;^  bie 
Slntoenbung  be^  obigen  ©a|e^  bie  3%id)tigleit  unfrer  iöel}au:ptung 
er!ennen  lä^t. 


Ht  ©tuttbgcfiilJic  HI. 

145.  2j(u(^  l)ier  betrai^ten  mir  tt^ieber  juerft  bie  foUineare 
©ejie^ung  2er  räumlicher  ©^fteme  nä^er,  inbem  tolr  un^  babei  auf 
bie  allgemeine  ©ntoiiflung  ber  Mv.  81  jurücf  bejiel^en.  ©afelbft 
tpurbe  ai^  altgemeinfte^  @efe|  ber  foGineären  Bejie^ung  2er 
raumlid^er  S^fteme  angegeben,  ha%  iebem  ©runbgebilbe  I.  unb  IL 
Orbnung  unb  j;ebem  ©lementargebilbe  I.  unb  IL  Orbnung  ein  ibm 
foKineärei^  entf:pri(^t,  e^  mu%  l^ier  nun  nod^  l^injugefügt  werben, 
ba|  auc^  jebem  ©tementargebilb.e  IIL  Drbnung  ein  il)m  foGlneäre^ 
unb  ebenfo  feber  gla($e  IL  Orbnung  s^ieber  ;eine  gla(|e  II»  Orb? 
nung  entf^^ric^t,  toobei  no^  jeber  beru^renben  ober  fi#  anfi^miegen- 
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ben  ©Bette  ober  ©erabett  be§  etttett  ©efcllbeS  je  tx)ieber  eitte  Berül^^ 
rettbe  ober  \xS)  anjc^tttiegettbe  ©Bette  ober  ©erabe  be^  attberti  etttjpri(^t. 

146,  Stt  5Rr.  81  ti^urbe  attgegeteu,  baß  bie  toUitteäre  SSe^ 
giel^uttg  2er  räutttti($er  ©^ftettte  R  uttb  Ri  attt  emfac^ftett  ettttoeber 
baburc^  fiprt  toerbe,  baß  tttatt  3  (SBettettBüfd^el  itt  R  ^rojelt  auf  3 
©ettettBüfc^el  itt  Ri  bestellt,  mM  feboc^  itt  Beibett  gdHett  bte  3  2l):ett 
itt  3  ^uttttetx  ft(^  fc^tteibett  tttüffett,  uttb  bie  gettteinfatne  ©Bene  aU 
©letnettt  aller  3  Söji^el  in  R  ber  getneiufattten  @Bene  ber  ^ü\^d 
itt  Ri  entf:pre($en  tttuß;  ober  reci;pro!  baburc^,  baß  tnan  3  ©tra'|? 
lett  eine^  ©tra^leuBünbefö  itt  R  ))roie!t  auf  3  ©trat)len  einest 
(StraI}lenBünbeli3  in  Ri  Bejie^t,  tooBei  jeboc^  in  Beiben  gäüen  bie 
8  @tral)len  ni(^t  in  einer  ©Bene  liegen  bürfen,  unb  betn  getnein^ 
fatnen  fünfte  berfelBen  in  R  afö  ^unfteletnent  aller  3  Strahlen 
ber  getneinfatne  ^unÖ  in  Ri  entf:pre($en  muß, 

©iefe  funbamentale  gi):irung^tt)eife  ber  Sejiel)ung  fann  aBer 
nun  auf  fe:^r  mannic^fa^e  2Irt  aBgeänbert  toerben,  jebod)  finb  alle 
biefe  i)erf(^iebenen  3lrten  ber  gi^rung  [trenge  genotnmen  nur  ber 
äußern  gortn  nac^  i^on  ber  foeBen  angegeBenen  i^erfc^ieben,  unb  mu'^ 
fi(^.  ftet^  bie  S^^^ität  Beiber  nai^toeifen  laffen,  6^3  mögen  l^ier 
einige  ber  {)au:ptfä(%lid)[ten  Befohberen  formen  angefül^rt  toerben. 

S)ie  fcUineare  23e^iel§ung  2er  räumlicher  ©^[teme  R  unb  Ri 
ift  in  folgenben  %Mzn  i^oU'fommen  fi^rt, 

1)  SBenn  ju  5  fünften  oon  R  bie  entf;pre(f)enben  fünfte 
^on  Ri  gegeBen  finb,  n)oBei  jebo(^  in  R  ti)ie  in  Ri  feine  4  5pun!te 
in  1  ©Bene  liegen  börfen»  SBäl)lt  man  ndmlic^  3  entf^rec^enbe 
^unlten^aare  ABC  unb  Ai  B^  Ci ,  fo  tann  man  fie  ie  aU  bie 
©(^nitt:putt!te  ber  3  2l):en  t)on  3  ©BenenBüftSeln  Betracä^ten,  bereu 
projelt,  33ejie:^ung  genau  fi);irt  ift,  ittbetn  außer  ber  gemeittfamen 
©Bene  in  jebem  Silfc^el  tjon  R  noc^  je  2  ©Benen,  nSmlii^  benen^ 
toeld^e  nac§  ben  Beiben  üBrigen  ber  5  ^puntte  D  unb  E  ge^^en,  i^re 
entf))re(^enben  ©Benen  in  Ri  juge^iefen  finb.  Man  fönnte  aud^  l^ier 
(m^  in  3^r.  82)  bie  grage  auftx^erfen ,  oB  bie  foEineare  Sejiel^ung 
^ieBei  unaBl)ängig  'om  ber  3Bal)l  ber  3  ^unüe,  toelc^e  bie  2l):en 
BeftimmeU;  fei;  allein  l^ier  ergieBt  fid)  bie  Seja'^ung  biefer  S^age 
fel)r  einfa(|  au^  ber  .^etracf)tung,  baß  bie  loGineäre  Sejtel}ung  j[eber 
ber  10  ©BeneU;  toeld^e  burc^  bie  5  fünfte  AB  ODE  fic|  legen 
faffen,  unb  i'lrer  entf:prec%enben,  Bei  feber  mögli^en  ^a^.  ber  frag? 
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li^en  3  fßuttüe  o^tnm  btefelBe  Utilt,  betttt  an^tt  bett  S  iti  t!)t?  ettt* 
^aitenen  i^unften  j.  a  ABO  Helfet  ftetö  aud)  ber  6(^nitt))untt 
ber  butd)  bie  beiben  üMcjen  ber  5  5ßunÖe  (D  E)  beftitnmten  ®e^ 
taben  bemfelben  fünfte  jugeorbnet 

2)  SBenn  ju  5  (Sb^mn  'om  R  bie>ntf:pred^enbeit  Do«  ßi  ge^ 
geben  ftttb,  ti^aig  px  1  reci^pro!  tft. 

3)  SSenn  man  2  ebenen  Gr  unb  H  t?on  R  )Jroie!t  anf  2 
ebenen  Gi  itnb  Hi  bon  Ri  bejte^t,  fo  ieboi^,  ba§  bie  ^rqelt  Se- 
j{e]t)nng  ber  ©cl)nittltnte  GH  unb  ber  ©c^nitttinte  GiHi  ate  eine  ent- 
f^red^enbe  ©erabe  für  G  unb  Gi  \oti>o^,  aU  auä)  für  H  unb  Hi 
auf  biefelbe  SÖeije  fi):irt  ift.  &  läfet  fi^  nämlic^  leicht  bie  ^ben^ 
titat  biefer  gi):irung^tt5etfe  unb  ber  unter  1)  X^ber  2))  bartl)un.  @inb 
AB  2  g^unlte  ber  ©(^nittlinie  i)on  GH,  CD  2  fünfte  t)on  G  mh 
EP2^nnltet)onH,  unb  f^neiben  fid)  bie  beiben  ©eraben  CD  unb 
EF  in  einem  3ten  i)on  A  unb  B  J)erf(^iebenen  Sßunfte  ber  Qä)niü- 
linie  GH,  fo  erfüllen  bie  entfpre(^enben  5ßun!te  unb  ©eraben  bon 
Gl  unb  Hl  nai^  ber  oben  gemai^ten  ffiebingung  zbtn  biefelben  Se* 
btngungen.  ^]t  nun  M  ber  @(i)nitt^un!t  ber  ©eraben  CE  unb 
DP,  Ml  ber  @($nitt:punft  ber  entf.pre($enben  ©eraben  CiEi  unb 
Dl  Fl  unb  bejie'^t  man  nun  R  unb  Ri  fottineär  fo  auf  einanber, 

:m%  ben  5  5punften  ABCPM  bie  5  spunfte  AiBiCiPiMi  entf^re^ 
d)en,  fo  erfüllen  biefe  5  fünfte  bie  in  1)  angegebenen  SBebingungen 
unb  bie  ebenen  GGi  unb  HHi  finb  babei  auf  bie  urf:prüngli(^  an^ 
genommene  Sßeife  :proie!t  auf  einanber  belogen* 

4)  Söenn  man  2  Sßaare  ©traf)lenbünbel  GGi  unb  HHi  !pr02 
|eft.  auf  einanber  bejie^^t,  fo  iebod^,  ba§  ber  gemeinfame  ebe^ 
nenbüfc^el  ^cn  GH  afö  eiementargebilbe  be^  einen  n)ie  he^  anbern 
S3ünbefö  bem  gemeinfamen  ebenenbäfcf)el  GiHi,  afö  entf:pre(^en=^ 
bem  eiementargebilbe,  in  berfelben  äSeife  :proieft*  ift.  S)iefe:8  ift 
ber  3)  reci:prot 

5)  Sßenn  gu  4  etf fünften  eine^  S:etraeber$  ABCD  unb 
einer  ebene  M,  bie  bur($  feinen  biefer  4  ^^untk  ge:^t,  bie  entf:pre* 
^enben  eiemente  AiBi  CiDi  unb  Mi  gegeben  finb. 

©iefen  galt  fübrt  man  txn\aä)  auf  ben  oorigen  S)  jurüc!. 
©ie  &tm  ABO  fd^neibet  bie  M  in  einer  ©eraben  a,  wl^t  ber 
©(^nittlinie  ai  i)on  AiBiOi  unb  Mi  entf^rec^en  mu^,  bejie'^t  man 
nun  bie  beiben  ebenen  ABC  unb  AiBiCi  baburc^  ^roj-elt.  auf 
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eittatiber,  baß  ben  fünften  ABC  itttb  bet  ©etöbett  a  bie  ^imtt^ 
ÄiBiC-x  unb  bie  ©erabe  a^  entf^re(|en,  unb  bie  ©Betten  M  Uitb 
Ml  ))rDie!t  fo  auf  etttanber^  ba§  ben  3  (S(i)mtt^unÖen  NPQ, 
ipoe^e  in  ben  Strahlen  DA  DB  DC  liegen,  bie  3  <S(^nitt^un!tt 
NiPiQi;  bie  in  ben  @tra|)Ien  D-xA^  DiB^  DiCi  liegen,  nnb  ber 
©eraben  a  bie  ©erabe  ai  entf:pric|t,  tt^a^  tia^  3R:r.  82  immer  ge^ 
fc^ef)en  lann,  fo  finb  bie  Beiben  ©Benen^jaare  ABO  unb  AiBiCi 
M  unb  Ml  bev  2ltt  )px^lttt  auf  etnanber  Belogen,  ba§  bie  in  3) 
angegebene  Bebingung  ton  il)nen  erfüllt  ift,  ba  bie  8  ©eiten  ber 
fceiben  S)reie(fe  ABC  unb  NPQ  bie  a,  unb  eBenfo  bie  3  ©eiten 
ber  Beiben  ©reieiSe  Ai  Bi  Ci  unh  Ni  Pi  Qi  bie  ai  Je  in  benfelBen 
fünften  fd^neiben» 

6)  Söenn  p  1  5ßun!te  unb  4  %Unm  eine§  Setraeber^,  ton 
benen  leine  burc^  ben  gegebenen  ^un!t  gel}t,  bie  entf^rec^enben  &t- 
mente  gegeben  finb,    ©iefeia  ift  reci:pro!  p  5). 

3  ebenen  unb  2  '>^mtU,  ober  2  ©benen  mi}  8  ^mtk  be^ 
ftimmen  eine§tl)eil^  ju  Diel  anberntl^eifö  ju  toenig,  ba  baburt^  in 
Jeber  ber  gegebenen  (Slenm  2  fünfte  unb  2  ©traljlen  aU  Elemente 
beftimmt  finb  (tergL  9^r.  82), 

7)  Söenn  ju  einer  3tegelpd)e  P  bie  entf!prei$enbe  9legelftd(|e 
Fl  unb  ju  ie  3  6tral^len  einer  leben  ber  beiben  in  P  enthaltenen 
ategelf (paaren  bie  3  entf:pre(^enben  Strahlen  in  Fi  gegeben  finb. 
@inb  nämli(^  abc  unb  pqr  Je  bie  3  gegebenen  Strahlen  ber  bei^ 
hen  in  F  entl)altenen  9flegelf (paaren ,  unb  aibiq  piqiri  bie  ent^^ 
f:pre(^enben  ©tral)len  ber  beiben  in  Fi  enthaltenen  Otegelft^aaren, 
unb  lä^t  man  in  ben  beiben  räumlid^en  «S^ftemen  ben  5  fünften 
ap  bp  aq  bq  er  bie  5  fünfte  aipi  bipi  aiqi  b^qi  Cil-i  ent= 
f^rec^en,  fo  entfj)re(|en  offenbar  bie  4  5jJaare  ton  (Straljlen  aai 
^\  PPi  qqi  einanber,  ba  ton  iebem  5paar  2  entf))re(^enbe  5puntte 
gegeben  finb,  ba  aber  nac^  ^Jlr,  81  {eber  8tegelf(^aar  in  R  eine 
:proieft.  Sflegelfd^aar  in  Ri  entf^)red)en  mu^,  unb  ba,  wm  ton 
einer  S^tegelfc^aar  2  ©tral)len  gegeben  finb  ton  einem  au^er|alb 
beiber  liegenben  fünfte  nur  ein  ®tra:§l  ber  8eitf(i)aar  möglich  ift, 
fo  entf:prec&en  bie  beiben  ©tral^len^paare  cq  unb  rri  etnanber  eben= 
faüa,    2)er  %aU  7)  ift  alfo  itefentlic^  ibentifc^  mit  1). 

aSerfuclt  man  e^  ganj  aKgemein  burc%  2  %la6)tn  II  unb 
eine  tn^a^  xi)m  ©lemente  bie  foöineäre  23ejiel)ung  2er  rautnliii^er 
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@^fteme  gu  fi^iren,  fo  fittbet  man  bor  WXtm,  M^  um  gläc^en^ 
mläit  einer  unb  berfelben  ber  3  in  dlv.  139  atigefül^rten  Slrten 
angepren,  einanber  entf^pret^en  önnen,  unb  ferner,  ba^  l^in[i(^tö(^ 
ber  3^^)i  ^^^  (Elemente  !etne  fo  einfad)e  SRorm  aufgefteKt  n)erben 
fann,  infoferne  man  finbet,  ha^  3  5ßun!telemente  ^u  toentg  4  fd)on 
jn  x>id  fceftimmen,  fo  ba§  ba^  4te  (SIentent  ftet^  einer  ge^tffen 
aSebtngung  genügen  mu'^;  toir  begnügen  un^  ba^er  mit  biefer 
Slnbentnng* 

8)  Söenn  gu  einer  Äurbe  III  nnb  3  in  il^r  enthaltenen  "^^nnt^ 
im  ABO  in  R  eine  Äurbe  III  Ki  nnb  3  in  il§r  enthaltene  $pnn!te 
in  Ri  aU  entf:pre(^enbe  ©ebilbe  unb  Elemente  gegeben  finb. 

©inb  nämlid^  MM^  u.  NNi  2  ^aare  entf:pred§enber  ^un!te 
ber  :proieft  ©ebilbe  K(ABC.,0  n;  Ki(AiBiCi...)  unb  bejte^t 
man  nun  bie  Reiben  5ßaare  öon  ©tra^lenbünbeln  M  unb  M^  N  unb 
%  fo  ^roiett.  auf  einanber,  baß  M(ABCN,0  ^  M^ (AiBiCiNi « .) 
unb  N(ABCM...)  7t  N^  (AiBiCiMi...),  fo  tritt  ber  in  4)  er^ 
tt)a^nte  gall  ein,  ba§-  ber  gemeinfame  (Sbenenbüfc^el  MN  bem  ent^ 
fl5re($enben  ebenenbüf(^el  M^  Ni  in  berfelkn  SSeife  :proieft.  ift, 
man  mag  x1)n  afö  ju  M  ober  N  geprig  betrachten,  fo  ba^  8)  unb 
4)  ibentifd^  finb. 

9)  äöenn  man  dm  £urbe  11 K  unb  eine  fie  unb  i^^re  ©Bene 
fd^neibenbe  ©erabe  p  auf  bie  entf:pre(^enben®ebilbe  berfelben  3lrt  K^  u. 
Pi  :proieft  bejtel^t,  (toobei  felbftoerftänbli^  bem  ^unö  Kp  ber  ^un!t 
KiPi  entf:pre(^en  mn^).  ©enn  burt^  bie  ^rojeft.  Segie^^ung  t»on 
K  unb  Kl  finb  il)re  Siräger  nac^  5ftr.  82  ^roieJt  auf  einanber  be= 
jogen,  ti^enn  man  mm  burc^  p  eine  föbene  pq  legt  bie  bie  (Sbene 
ber  K  in  q  f(%neibet,  fo  entf:pric^t  il)r  bie  &tm  pi  qi  unb  babei 
finb  pq  unb  pi  qi  ebenfaHiS  :proleft.  auf  einanber  belogen,  unb 
0ax  entf:prec^en  l^iebei  bie  ©djuittlinien  q  unb  qi  l)infic^tli(^  i^rer 
^roieft.  33ejiel)img  ber  in  5rtr.  3  angeführten  Sebingung. 

147.  ^enben  t^ir  nn^  nun  entf:pre(^enb  bem  bijg'^er  einge^ 
l)altenen  ©ange  (t)ergl  ^r.  83)  gu  ber  Unterfu($ung,  toie  i^iele 
Elemente  2  lottineäre  räumliche  ©^fteme*)   entf^rei^enb   gemein 

*)  S)te  ^ebinöjung,  bag  fte  in  bemfelkn  artiger  enthalten  fetn  muffen,  fäHt 
i^ter  itnb  Bei  hin  fi)äteren  Unterfu^ungen  üonfelbft  toto^,  ba  e^  nur  i  itnenblld§en 
Uaum  ^iiU,  ber  M  Präger  aKer  räumli^en  6t)fteme  gebas^t  mxUn  mu^* 
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1:^obzn  !ßnnen  ober  muffen,  fo  ift  e^  :j:)affenb  ber  eigentlichen  Unter- 
fn(^ung  folgenben  ©a^  i^oran^nftellen. 

2  raumtid^e  S^fteme  l^akn  genau  e^en  fo  t)iele  fünfte  at^ 
@knen  entf^)re(^enb  gemein. 

§a^en  bie  räumlichen  ©^fteme  R  unb  Ri  leinen  $unÖ  ent^ 
f))re(^enb  gemein,  fo  lonnen  fie  (x\xä)  leine  (gkne  entf^red^enb  ge» 
mein  l)aBen ,  benn  nad)  9^r.  83  vm^  lebe  entf:pre(J)enb  gemeinfame 
@6ene  ti^enigfteniS  1  ^unlt  entf:pred^enb  gemein  l}a5en. 

S^^ihtn  ß  unb  Ri  l^unlt  A  entf^^rec^enb  gemein,  fo  finb 
Je  2  entf:pre(^enbe  ©tral^len  be^^  ©tral)len£ünbela  A  :perf:pelt,  :proielt., 
ti[5ä^lt  man  nun  3  fold^e  5paare  i)on  entf^rec^enben  ©tral^len^jaaren 
mmi  nni  ppi,  tt^obei  jeboc^  mnp  unb  alfo  auc^  miiiiPi  nit^t 
in  1  ©bene  liegen  bürfen,  fo  liegen  bie  3  ßentra  C  C^  C2  ber  :perf:pe!t.. 
39ejie)^ung  in  1  ©eraben  ober  fie  Mlben  ein  SDreieiJ;  im  Iften  §aß  finb 
fammtli(^e  ©Benen  ber  fraglichen  ©eraben  entf:pre($enb  gemeinfame 
(Elemente,  unb  in  jeber  berfelben  mii^te  nai^  3^r.  38  gegen  bie 
ä5orau^fe|ung  uocj^  ein  entf:prec^enb  gemeinfamer  $unft  t>on  RRi 
liegen,  im  jn^eiten  gaU  ift  bie  (gbene  biefe^g  ©reieäig  bie  entfpre^ 
(^enb  gemeinfame  (Sfiene  i)on  RRi,  ti^obei  für  unfern  gaU  no^  ^oftl 
ju  beachten,  ba§  biefe  ebene  burc!§  A  felbft  gelten  xm^,  tt^eil  in 
il^r  fonft  noc^  ein  2ter  entf^red)enb  gemeinfamer  5ßunft  ^onR  unb 
Ri  liegen  mü§te. 

^<xlzxi  R  unb  Ri  2  (Si)tmxi  *)  A  unb  B  entf^^rei^enb  gemein, 
fo  ift  bie  (Schnittlinie  eine  entf:pre(^enb  gemeinfame  ©erabe. 

§at  nun  biefe  ©erabe  A  B  alle  fünfte  entf))rec^enb  gemein, 
fo  ift  iebe)§  $aar  entf:pre(^enber  &>tntxi  be^  ©benenbüfc^efö  AB 
^erf^elt.  (f.  3lr.  107).  ®inb  C  unb  Ci  bie  ))erf^e!t.  gentra  ^on 
2  Spaaren  entf^jredienber  ebenen,  fo  mu^  man  l^infid^tlici^  ber  Sage 
t)on  COi  2  gäffe  unterf (Reiben,  1)  CCi  f c^neibet  bie  AB  in  1 5ßun!te  M, 
atebann  ift  offenbar  jebe  ©bene,  tt^elc^e  burc^  CCi  gel^t,  ein  entf^re^ 
^enb  gemeinfame^  eiement  i)on  RRi,  alfo  ift  aud^  ber  ©tra^^l  CCj 
entf:prec^enb  gemein,  unb  ia^tx  auc^  bie  burci^  il)n  gelienbe  ebene 
bei3  ebenenbüfc^eK  AB,  ba  bemnac!^  biefer  le^tere  3  ebenen  ent^ 
f^rec^enb  gemein  l)at,  fo  '^(xX  er  aße  feine  ebenen  entf:prec^enb  ge= 


*)  %x^  l)ier  bebienen  tt)it  \xm  ber  grei()eit,  ber  großem  Hnfd^auüd^feit 
ipoegen  hin  rectprofen  ^txotx^  au  0el6en,  t^ergl  106. 
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mein,  unb  barau^  folgt,  ba§  ieber  burd^  M  gel)enbe  @tral)l  aB 
©c|nittlinie  2er  ©henen  ber  S3üjc|el  C  Ci  unb  A  B  eBenfalli^  ein 
etttf:pred^ettb  gememfame^  ©lement  'oon  R  unb  Ri  ift;  ben!t  man 
fic^  nun  irgenb  eine  ©bene  bte  ni(^t  burd^  M  Qeijt,  fo  entf))rt(^t 
i^r  eine  i^v  :perf:peft.  bemjufolge  it)re  ©d^ntttltnie  alle  5ßunfte  ent=^ 
f))re(^enb  gemein  f)at,  biefe  ©(^nittlinie  l^at  mit  ber  AB  einen  ^unft 
gemein  unb  bte  ©tene,  ^eld)e  bur(^  fie  beibe  beftimmt  ift,  "^at  notl)^ 
ti^enbig  aCe  fünfte  entfiprec^enb  gemein:  bie  Beiben  ®i)fteme  l^aben 
alfo  in  biefem  gaE  alle  fünfte  einer  (gbene  unb  alle  ©benen  eineiS 
@tral)lenBünbefö,  b.  ^.  genau  fo  i)iele  ^un!te  afö  ©Benen  entf:pre^ 
^enb  gemein,  bie  rauml  (Stjfteme  nennt  man  in  biefem  galle  :perf^efi 

2)  C  Ol  f(3^neibet  bie  Beiben  ©Benen  A  B  in  2  Derf^^iebenen 
fünften  MMi,  aliSbann  ift  M  unb  Mi  unb  alfo  aud^  bie  ©erabe 
MMi  je  ein  entf))rec^enb  gemeinfamesg  ©lement,  unb  Jebe  ©Bene 
beiS  ©BenenBüfc^ete  M  Mi  entf:prid)t  \iä)  felBft ,  unb  l)at  au^er  ben 
Beiben  fünften  MMi  nod)  ben  ©(^nitt^punö  mit  ber  ©eraben  AB 
entf:pre(^enb  gemein.  R  unb  Ri  BaBen  in  biefem  gaöe  alle  Sßunfte 
bea  geraben  ®eBilbe)3  AB,  unb  au^erbem  no($  M  unb  Mi  fon^ie 
äße  ©Benen  bei^  ©BenenBüfc^efö  MMi,  unb  au^erbem  xidä)  A  unb 
B  b.  ^.  genau  gleich  t)iel  fünfte  unb  ©Benen  entf:pre^enb  gemein. 

§at  bie  ©(^nittlinie  AB  nid^t  alle  fünfte  entf:pre($enb  ge^ 
mein,  fo  finb  in  A  n)ie  in  B  je  2  entf:pre(i)enbe  @tral)lenBüf(^eI  mit 
öerfd^iebenen  in  AB  liegenben  ?Kittel:pun!ten  ;perf)}eft,  unb  eg  gilt 
{)infi(^tli(^  ber  ))erf:peö.  2l^en  offenBar  fotgenbe^ :  entti^eber  fie  fatten 
alle  in  1  ©erabe  jufammen,  ober  fie  Bilben  einen  ©tral^lenBüfd^el, 
beffen  ©entrum  lieber  entit^eber  au^ert)alB  AB  ober  in  AB  liegen 
fann,  im  erften  gall  finb  fämmtli($e  fünfte  ber  ^erf:pe!t  2l)^e  tnt^ 
f:pre(^enb  gemeinfame  ©lemente,  im  2ten  %aU  ift  ba^  ©entrum  bei8 
fraglid)en  @tral}lenBüf(^efö  ein  entf:prec§enb  gemeinfame^S  ©lement. 
?(le^men  toix  nun  fammtlic^e  ?D16gli(J)!eiten  bur(^:  1)  in  Beiben 
©Benen  fallen  bie  ))erf))e!t,  2l):en  Je  in  1  ©erabe  jufammen,  tooBei 
biefelBen  nO(^  bie  AB  in  2  fünften  ober  in  bemfelBen  fünfte  fc^nei^ 
ben  fonnen;  im  erften  biefer  Beiben  gälle  l)aBen  bie  räumt  ©^fteme 
alle  '>^nntk  nnh  alle  ©Benen  biefer  Beiben  ©eraben  entf^pred^enb  ge* 
mein,  im  2ten  ^aUt  aße  fünfte  ber  burc|  bie  Beiben  ©eraben  Be^ 
ftimmten  ©Bene  unb  aöe  ©Benen  eine^  ©tra^leuBünbeliS ,  beffen 
?Wittel:punft  in  AAi  unb  enttt)eber  im  ©^nitt:pun!t  bon  AAi  unb 
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Jener  @bene^  ober  in  einem  2ten  entf:pre(^enb  gemeinfatnen  S^nntU 
bon  AA-i  liegt;  bie  räumL  S^fteme  finb  in  biefem  ^aUt  :perf^)e!t, 

2)  ^n  1  ebene  A  faden  bie  ^erf^eö.  'tlfym  in  1  ©erabe 
jnfamnten,  in  ber  anbem  B  fc^neiben  fie  fid^  in  1  fünfte,  ©iefer 
%aU  fül^rt  offenbar  jn  einer  ganj  ä^nü(^en  llnterfn(^nng  t^k  bie 
t)orige  Slnnal^me,  ia^  fdmmtli(^e  '^nnttt  ber  ©eraben  AB  entf^pre^^ 
(^enb  gemein  finb,  benn  finb  ganj  allgemein  alle  fünfte  einer  ©e^ 
raben  MN  entf^prec^enb  gemeinfame  Elemente  2er  rcinmlic^er  (Siy 
fteme  R  unb  Ri ,  fo  liännen  folgenbe  gälle  eintreten : 

A.  SlHe  (Slemn  ieß  gbenenböf(^ete  MN  finb  ebenfalls  entfpre^- 
d^enb  gemeinfame  ©lemente,  unb  z^  fteöt  alfo  febe  ein  ^erf))eä.  ebtntß 
©e^eBe  bar,  i/obtu  nun  a)  2  biefer  :perf:pe!t,  zbtmn  (Bttotlt  il)re 
(äentra  in  bemfelkn  ^nnfte  S  i^on  MN,  fo  ift  hk^  bei  allen  ber 
%aU  nnb  S  ift  ba^  ßentmm  eine^  Otra^lenbünbeB ,  beffen  fdmmt^ 
li(^e  Strahlen  unb  ebenen  entf^rei^enb  gemeinfame  eiemente  barftet 
ten,  bie  ränmli(^en  ©^fteme  finb  ^erft)elt,  unb  man  finbet  eine 
burdE)  MN  gel^enbe  (Sbmt,  beren  fämmtli($e  ^unÖ-  nnh  ©tral)len= 
eiemente  ebenfaKi^  entfJprec^enb  gemein  finb, 

^abtn  b)  2  biefer  ^erf:peft,  ebzmn  @en)ebe  bie  Sentra  tl§rer 
^erf:peft.  ®ejie|nng  an^erl^alb  MMi,  fo  ift  biefe6  offenbar  mit  allen 
ber  gall,  unb  R  unb  Ri  "i^aben  in  biefem  ^adt  alte  eiemente  2er 
geraben  ©ebilbe  unb  2er  ebenenbüf(i)el ,  beren  Präger  biefelben  2 
©eraben  barfteHen,  foi^ie  alle  ©tral)len,  bie  biefe  beiben  ©eraben 
f(^neiben,  entf^re(^enb  gemein, 

§aben  c)  2  ber  :perf))e!t,  ebenen  il)re  eentra  in  2  t>erfd^ie- 
benen  fünften  i)on  MN,  fo  finbet  biefem  mit  äffen  übrigen  Statt, 
RunbRi  l)aben  alle  g5un!te  unb  &zntn  t)on  MN,  unb  au^erbem 
in  jeber  QUm  be^  ebenenböfdiete  MN  alte  ©trauten  eineiS  ©tral)=^ 
lenbüfi^eliS,  bie  jebo^  fämmtlic^  t)erfc^iebene  3yiittel:punÖe  entl^alten 
(f^  Sufafe), 

3uf  a^,  5Die  beiben  unter  b)  unb  c)  angefiil)rten  %aVit  ux^ 
bienen  tool)l  no(^  näl)er  beleuci)tet  ju  toerben,  SSeftimmt  man  aber 
na(^  9lr,  146  bie  foUineäre  iöejiel)ung  2er  räumlicher  ©^fteme 
baburd^,  ba§  man  2  SRegelfc^aaren  einer  8iegelp(^e  beliebig  ^)ro=^ 
\ttt  auf  2  9%egelf(^aaren  einer  afö  entf:pred^enb  angenommenen  3le^ 
gelfläd^e  bejiel)t,  fo  Imn  xnoxi  t)or  Slllem  biefe  beiben  3R:egelftäi^en 
in  einanber  ^Oiü^n  laffen;  la^t  man  ferner  alte  ©tral^len  ber  einen 
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fftegelf(|aar  mit  t^ten  entfJptei^enben  ®traf)ten  jufatnmen  faden, 
unb  wä^It  bie  !proie!t.  33ejiel^itng  ber  anbern  @ci)aar  fo,  ba§  fie  2 
©tra^len  entf:precE)enb  gemein  ^al)en,  fo  I)at  man  ben  unter  b)  an^ 
geführten  gall,  tä^t  man  aBer  Beibe  nuv  einen  ®ixai)l  entf:pred)enb 
gemein  i^aUn,  fo  "^at  man  ben  unter  c)  angeführten  gatt". 

?Dian  Ißnnte  nodE)  bie  3Jtögl{(%feit  auffteffen,  ba^  lom  2  (5be== 
neu  bie  eine  i:^r  :t)erfpelt»  Zentrum  aufeerl)atb  MN,  bie  anbere  in 
MN  ^aUf  allein  man  erfennt  al^Balb,  ba^  man  buri^  biefe  2ln=^ 
na^me  ju  einem  2Siberf:pru(^  ö^füt^rt  ti^ürbe. 

B.  ©er  @Benenbüf(i)el  MN  lf)at  2  entf:pre(^enb  gemetnfame 
Elemente  A  unb  B,  anä^  in  biefem  gaHe  fcebingt  bie  ^erf(i)ieben^ 
!)eit  ber  Sage  ber  Reiben  ))erf^e!t  ©entra  biefer  2  !perf^e!t.  ebenen 
@en)el)e  eine  tijefentti(i)e  SSerfc^ieben^eit  ber  loöineären  33eäie!)ung 
mn  R  unb  El.  ßiegen  bie  beiben  Sentra  au^er^^alb  M  N,  fo  tft 
fl^re  95erbtnbungj6linie  3I)ce  eine^  ©beneuMfc^efö ,  beffen  fämmt^ 
tic^e  ©benen  entf:pre(^enb  gemeinfame  Elemente  barftellen.  Siegt  ein 
))erf^e!t  gentrum  C  oonA außer  MN,  eineg  C^  t)on  B  in  MN, 
fo  tft  CCi  bie  §l):e  eine^^  @benenbüf(^ete,  beffen  fämmtlid^e  ©benen 
i^tttfpre(!^enb  gemeinfame  (Elemente  barfteßen,  R  unb  Ri  l^aben  alle 
fünfte  i3on  MN,  unb  außerbem  0,  fo  tote  alle  (SBenen  "oon 
CCi,  unb  außerbem  B  entf^pret^enb  gemein.  ^aUtn  bie  fieiben 
©entra  in  1  ^un!t  C  \)on  MN  jufammen,  fo  finb  fämmtlid^e 
@tral)len  unb  ©benen  be)8  aSünbel^  C  entf^re^enb  gemeinfame  (Sie:* 
mente,  unb  man  finbet  auf  bie  oben  angegebenen  Söeife  nod^  eine 
bur(i)  MN  ge!)enbe  ©bene,  bereu  fammtli($e  5pun!te  unb  ©traljlen 
ebenfaHig  entf)5re(^enb  gemeinfame  Elemente  barftellen»  2)ie  2lnnal)me, 
baß  bie  beiben  ©entra  CCi  in  2  oerfc^iebene  ^ßunfte  oon  MN  ju 
liegen  !ommen,  füljrt  ju  einem  mit  ber  95orau^fe^ung  in  SBiber^ 
f:prud)  ftel)enben  Iftefultat;  benn  ift  C2  ein  3ter  '>!ßmlt  t>on  MN,  fo 
i^dtten  in  A  unb  B  bie  beiben  entf^pred^enb  gemeinfamen  ©tra^ten^ 
Mf(^el  C2  A  unb  C2B  bloß  ben  einen  ©tral^I  MN  entf:pred&enb  ge^ 
meiU;  man  Mrbe  alfo  ftetiS  (na^  5Rr.  28)  in  A  3  Strahlen  aaia2 
unb  in  B  3  ©tral)len  b"bib2  finben,  fo  ba^  ben  Strahlen  aai  bie 
@trat)Ien  aia2  unb  ben  ©trauten  bb^  bie  ©trat)Ien  b^  bg  entf))rä(^en, 
unb  alfo  nacf)  39  r.  (MN)  aaia2  unb  (MN)  bbib2  je  einen  l)armo^ 
ntfd)en äÖurf  barftellen.  ®ie3(£benen  ab  a^b^  a2b2  Mrben  fi($  in 
1  ©trape  x>m  C2  f(|neiben  ber  außerl^alb  A  unb  B  läge,  unb  boi^ 
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aU  <Sä)niülmt  t)on  2  ^aar  entf))reä)enbett  ©fienett  ab,  ai  b^  unb 
%bi,  02  b2  ein  entf:pre(^ettb  gemetnf ameig  ©lemettt  barfteHen  tt)ürbe, 
ba^  in  gotge  beffen  mit  MN  eine  3te  entf^pred^enb  gemeinfame  ®ene 
be^  ©knenbüfc^efö  MN  gegen  bie  SSoran^fefenng  beftimnten  vt)ürbe. 

C.  .§at  ber  (StenenBüfd^el  MN  bto^  1  (SBene  A  entf;pre(^enb 
gemein,  fo  i)aBen  R  u,  Ri  notl^n^enbig  anc^  alle  ebenen  entf))re(^enb 
gemein,  benn  finb  Cn.  Ci  2  :perf:pe!t  ©entra  i)on  2  $aar  entf:pre^ 
^enben  ^erf^peft  ebenen  be^  m\ä)tU  MN,  fo  i)aben  Rn.  Ri  aöe 
ebenen  be§  ©benenbüjc^eliS  CCi  entf:pret^enb  gemein;  babei  lenc^tet 
ein  aU  bie  :perf))e!t  ©entra  jje  2er  entf:pre(^enber  ©benen  be^  33ü^ 
fd^ete  MN  in  berfelben  ©eraben  CCi  liegen  muffen. 

D.  S)er  gaU,  baß  ber  9Snfd)el  M:N  0  ©benen  entf^^rec^enb 
gemein  ^at,  fü^^rt  gn  einem  SBiberf^prnc^. 

§aben  R  unb  Ri  3  5pun!te  (ober  3  ©benen)  ABC  entfpre. 
(^enb  gemein,  fo  la^t  fid)  na($ti)eifen,  ba§  blo§  1  ber  3  (Slmtw 
bü\iS)d  AB  AC  unb  BC  bie  einzige  ebene  ABC  entf:pre(!^enb  gemein 
1)abQn  fann,  benn  ptten  j.  93.  bie  beiben  erften  AB  nnb  AC 
Je  blo§  bie  einjige  (SUm  ABC  entf))rec^enb  gemein,  fo  ti^ürbe  man 
ftet^  (nad^  Uv,  39  r)  in  beiben »üfd^eln  jur  ebene  ABC  3  ebenen 
ABD  ABDi  ABD2  unb  ACD  ACD^  ACD^  finben  f önnen,  fo  ba§ 
ben  ebenen  ABD  ABD^  bie  ebenen  ABDi  unb  ABD2,  ebenfo 
ben  ebenen  ACD  unb  AC  Di  bie  ebenen  ACDi  unb  ACD2  ent* 
f^präc^en,  unb  foti^o^I  AB  (CDDiDa)  aU  anä^  AC  (BDDiD^)  je 
1  ^armonif(i)en  Sßurf  barftellten,  fo  ba§  bie  (Sbtm,  in  ber  fi^  bie 
beiben  ^erf^eö.  ebenenbüf($el  AB  (CDD1D2)  unb  AC  (BDD1D2) 
fc^neiben,  eine  entf^prec^enb  gemeinfame  (Sbznt  beiber  raumlid^er  ©^^ 
fteme  toaxe,  todä)t  bie  BC  in  einem  4ten  entfpred^enb  gemeinfamen 
^untte  t)on  ABC  gegen  bie  SSorau^feljung  fd^nitte.  S)ie  räum=^ 
ßd^en  ©^fteme  muffen  alfo  in  biefem  gälte  aufeer  ABC  nod)  2  ebe^ 
neu  entf:pre(^enb  gemein  1)ai>en,  fjcdkn  bagegen  aEe  3  ebenenbüfi^el 
AB  AC  BC  au^er  ber  gemeinfamen  ebene  ABC  j[e  no($  1  ebene 
entf:pred§enb  gemein,  fo  n)ürbe  gegen  bie  S?orau!§fe|ung  il^r  (Sd)nitt5 
^uxiü  ein  4ter  entf^rei^enb  gemeinfamer  ^mft  i^on  R  unb  Ri  fein. 

§aben  R  unb  Ri  bie  4  ^unöe  eine^  Setraeber^g  gemein,  fo 
l^aben  fie  mä)  beffen  4  ©eiten  unb  6  Äanten  entf:pred[)enb  gemein. 

Wie  übrigen  gä-tte,  in  )cozlä)tn  bie  ©^fteme  aUe  fünfte  1 
©eraben,  ober  aEe  gjunfte  2er  fic^  nid^t  f(^neibenber  ©eraben,  ober 
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aße  ^nniU  eine^  ebenen  @^totU^  entf:pre(^enb  gemein  'i)aUn,  finb 
in  bem  Bi^l^erigen  \ä)on  ]6ef:pro^en* 

148,  @^  entj:prec%en  nun,  um  in  unfrer  Unterfuci)ung  fort^ 
pfal^ren  bem  ^punlte  M  t)on  R  ber  ^unft  Mi  t)on  Ri ,  unb  bem 
fünfte  Ml  it)on  R  ber  ^unft  M2  i)on  Ri,  mUi  ftet^  angenommen 
tDerben  fann,  baß  M  Mi  unb  M2  t)erf($iebene  fünfte  barfteffen,  & 
fiJnnen  nun  2  gäüe  eintreten,  namlic^  I M  Mi  Mg  liegen  in  1  ®e=^ 
raben,  bie  fi(^  bann  felbft  entf:pri(^t,  ober  11  fie  bilben  ein  SDreied; 

3u  L  ^n  biefem  galle  unterf(^eiben  ti)tr  tx)ieber  4  ?i}löglii^' 
leiten,  ba  ber  entf^ret^enb  gemeinjame  (£benenMf(^el  1)  alle  2)  2 
3)  1  4)  0  Elemente  entf^rec^enb  gemein  ^akn  fann, 

3u  I  1)  ^n  ieber  entjprei^enb  gemeinfamen  6iene  be^  (S6e^ 
nenbüf(^el^  MMi  finb  alle  entf:prec^enben  ©tralt)Ien6iif(^el  tx)ie  M  unb 
Ml,  Ml  unb  Mg,  bereu  ?!Äittel^un!te  in  ber  Sl^^e  MMi  liegen  :per^ 
f))elt  ^roieft.,  unb  e^  können  babei  Ijinfic^tlid^  ber  2l;cen  ber 
|)erf:pe!t  Se^iel^ung  nur  folgenbe  2  gaUe  eintreten,  ba§  fie  ent^ 
U)eber  alte  in  einem  ^untk  ]iä)  fd^neiben  unb  einen  @tra^len'6üj^el 
fcilben,  ober  bafe  fie  aUe  in  berfetten  ©eraben  pfammen  faüen ,  im 
Iften  gatte  l^at  bie  entf:pre(^enb  gemeinjame  ©kne  aufeer  biefem 
@d^nitt:punlte  aufeer^alb  MMi  feinen  ^unft  entf:prec|enb  gemein, 
wa^renb  in  MMi  nod)  1  ober  2  folc^e  fünfte  liegen  lönnen,  im 
jtijeiten  äße  fünfte  ber  fragli(^en  :perfpeft,  Sl^ce.  SSetrat^tet  mm 
nun  in  e6en  biefer  33ejie]^ung  bie  entf))rec^enb  gemeinfamen  (Sbenen 
bei^  33üf($el)3  MMi  u5er:^au:pt,  fo  er!ennt  man,  ba§  ber  eine  ober 
ber  anbere  ber  beiben  erl^al)nten  gälte  ftet^  für  atte  biefe  (Shtnm 
eintritt,  benn  tritt  er  für  2  ein,  fo  tritt  er  ftet^g  für  aüt  ein. 
$at  nun  jebe  ©bene  eine  fol(i)e  ©erabe,  bereu  fämmtlic^e  ^unöe 
entf:pre(^enb  gemein  finb,  fo  muffen  biefe  ©eraben  für  bie  i^erfc^ie- 
benen  &tntn  be^^  SSüfd^el^^  MMi  in  1  (Sbene  liegen,  bereu  fämmt^ 
lic^e  ^unlte  entf:pre(J)enb  gemein  finb,  b.  ^,  bie  Reiben  raumlii^en 
©^fteme  finb  ))erf:peft.,  unb  bie  3^r.  147  l)at  gezeigt,  baß  fie  ftet§ 
au(^  immer  einen  ©tral^lenbünbel  entf))rec^enb  gemein  Ijakn,  Sil- 
ben in  ieber  ©bene  be^  33üf(^ete  MMi  bie  oten  ertx)äl)nten  2l):en 
einen  ©tra^^lenbüfi^el,  fo  liegen  alle  bie  ©entra  berfelben  in  1  ©e- 
raben,  bereu  fdmmtlii^e  fünfte  entf:pre(^enb  gemein  finb,  unb  jebe 
ebene  be^  Süfd^el^  MMi  l)at  enttt?eber  3,  ober  2,  ober  1  ^untt, 
unb  3,  ober  2,  ober  1  ©tral^l  entf:pre(^enb  gemein,  je  nai^bem  in 
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MMi  2,  ober  1,  ober  0  entf^rec^enb  gemeiufame  ^mUt  enthalten 
ftnb,  SluBer  ben  l^ier  er^ä^nten  entfpre(^enb  gemeinfamen  ©temett- 
ten  entt)alten  bte  Reiben  ®ett)ebe  tt^etter  feine, 

3ufa|,  Wton  lönnte  i)erfud)t  fein  t)ter  noä)  ben  gatt  in^ 
aiuge  ju  faffen,  ba§  unter  ber  :^ier  jule^t  gema(%ten  S[^orau^fe|ung 
ber  @d)mtt^un!t  jämmtlt^^er  ))erf^eft»  %rm  auf  MMi  feltft  ju  tie^ 
gen  !äme,  t^  Iä|t  ft(^  Ieid)t  erlennen,  ba§  biefer  ©i^nitt^unft  ein 
entf^rec^enb  gemetnfamer  g^nnft  i)on  MMi  fein  ntufe  unb  jtoar  ber 
einzige,  unb  ferner,  bafe  für  aEe  üBrigen  ©Benen  hi^  Süfc^el^  MMi 
berfelbe  ^un!t  aU  ©(^nitt^unö  ber  :perf^e!t  2l;:en  erfc^einen  toürbe, 
fo  ba§  bie  beiben  ©^fteme  alle  ©benen  be^  (JBenenMf^el^  MMi 
au^erbent  bie  2t^e  M  Mi  f elbft  unb  in  i^r  ben  fraglichen  ©(^nitt^ 
punft  entfpre(^enb  gentein  Ratten  unb  fonft  nid)t^,  bie  5Rr.  147  ^at 
aber  gejeigt,  ba^  biefe  2lnnal}nte  unftatt^aft  ift,  unb  e^  ti^irb  fi(| 
jeigen,  ba§  nur  in  unferm  2ten  unb  3ten  gaU,  in  n^eli^em  MMi 
2  ober  1  einzige  entfprec^enb  gemeinfame  (SBene  l}akn,  biefe  SSor^ 
aui^fefeung  ju  feinem  SBiberfpruc^  fixiert, 

3u  I  2)  Sei  biefer  äJoraUi^fe^ung  fd^einen  l^infic^tlicE)  ber 
oben  in  SSejug  auf  bie  Sage  ber  perfpeft.  21^'en  angeführten  SRög^ 
li(^feiten  folgenbe  Kombinationen  in  Setrac^t  gebogen  loerben  ju 
muffen,  Iften^  in  fieiben  entfprec^enb  gemeinfamen  (gfeenen  fallen 
bie  ^)erfpeft,  2l):en  in  1  ©erabe  jufammen,  biefer  gaU  toürbe  px 
bem  in  I  1)  Bel)anbelten  ber  :p.erfpeft.  Sage  fceiber  ©e^ebe  füljren, 
b,  |.  ber  Süfi^el  MMi  ^dtte  a'lte  feine  &tmn  entfpred^enb  gemein, 
ttjenn  bie  beiben  ©eraben  fic^  in  1  5ßunfte  oon  MMi  f^neiben, 
treffen  fie  jeboc^  bie  MM^  in  2  i)erf(^iebenen  fünften,  fo  ^aBen 
bie  räumlid)en  ©))fteme  alle  fünfte  biefer  Beiben  ©eraben  unb  aEe 
&mtn  bie  buri^  fie  gelten,  foÄ)ie  bann  au(^  febe  ©erabe,  toeld^e 
Beibe  ©erabe  juglet(^  fd)neibet  entfprec^enb  gemein,  2ten^  in  einer 
ber  beiben  (SBenen  fallen  alte  perfpelt,  2l);en  in  1  jufammen  in  ber 
anbern  fd)neiben  fie  fic^  allein  1  fünfte  ber  auBer^alB  MM^  liegt 
©iefer  gaU  fü^rt  ju  feinem  SBiberfpru(^  (i)ergl  5ftr,  147)  ^enn 
MMi  2  entfprei^enb  gemeinfame  5ßunfte  enthält,  oon  benen  ber 
eine  in  ber  ertoä^nten  gemeinfamen  9l)ce  liegt,  ber  anbere  Bilbet  mit 
bem  eBenfall^  angefül)rten  Sd^nittpunfte  ber  :perfpeft.  2l^e  unb  ber 
anbern  ©Bene,  bie  21^^  einei3  entfprec^enb  gemeinfamen  eBenen^ 
Büf(^el^  Beiber  räumt  ©^fteme,    fo  ba|  biefer  gaK  im  9tefultat 
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pfammettfäKt  mit  bem  in  1 1)  angeführten,  Stents  in  beiben  ®enen 
fd^neiben  fid)  bte  ^)erf^e!t»  2I^en  in  2  an§erl§alt  MMi  liegenben 
^nnften,  i^re  SSerbtnbung^time  Wlbet  eine  entf))re(^enb  gemeinfame 
©erabe,  beren  ©benenMfi^el  2,  ober  1,  ober  0  ©benen  entj^rei^enb 
gemein  fiat,  je  nai^bem  in  M  M^  2  1  ober  0  entj:pre(^enb  gemeinfame 
fünfte  enthalten  finb.  4ten^.  ^n  1  ©Bene  faßen  bte  :perf:pe!t.  2l):en  in 
1  ©erabe  ^ufammen,  in  ber  anbern  ft^neiben  fte  fic^  in  1  ^nn!te  Xim 
MMi.  5)a  nun  betbe  ©en^ebe  fämmtli($e  ^nnlte  biefer  einen  ))erf^eft. 
?l):e  entf))re(^enb  gemein  'i)abtn,  fo  mu§  bie;^  anä)  noä)  mit  aöen 
&men  einei8  ©benenMfi^el^  ber  gaE  fein,  unb  ^\oav  mu§  beffen 
W^e  in  ber  2ten  ber  l§ier  ern)äl)nten  (SBenen  liegen,  t^  ift  ba'^er 
not^n^enbig,  ba§  bnr(^  ben  gemeinfamen  ®(^ntttpnn!t  ber  ^erf^eft. 
3l):en  ber  einen  @bene  no(i)  ein  2ter  öon  MMi  t^erfd^iebener  ent? 
f^rec^enb  gemeinfamer  ©tra^l  ge:^t,  'm^^^x  bie  2t):e  be^  entf:pre=^ 
ä:)txio  gemeinfamen  (gBenenMf(^el^  barfteßt.  Sitte  (Sbenen  biefe^ 
entf:pre^enb  gemeinfamen  @benenBüf($el^  I^aben  ie  2  ^nnlte  unb  2 
©tral^Ien  entf:pre(i)enb  gemein,  unb  biefer  gaU  ift  ibentifc^  mit  bem 
einen  in  I  1)  angeführten.  5ten^,  ^n  teiben  (Si^n^n  f($neiben  fi(^ 
bte  ^erf:pe!t  Sljitn  in  1  ^puntte  t)on  MMi.  S)a  bie  beiben  räumt. 
©i)ft,  nad)  147.  2  ^un!te  entf:pre(^enb  gem.ein  l^aben  muffen,  bie  juglei(| 
not^n)enbtg  in  MN  liegen,  unb  ba  au^erbem  in  feber  ber  entf:predf;enb 
gemeinfamen  (Sl>mtn  noä)  1  entf:precE)enb  gemeinfame  ©erabe  fein  mu^, 
bie  notl^tt^enbig  buri^  ben  (S(^nitt:punft  ber  ;perf:peft»  2l;:en  ge^t,  fo  folgt, 
ba§  M  Ml  2  entf;pre(^enb  gemeinfame  ^ßunfte  entl)alt,  in  beren 
einem  \xä}  fämmtli(^e  Slren  ber  einen  entf:pre(^enb  gemeinfamen  ©bene 
unb  in  beren  anberem  fic^  fammtlii^e  3l):en  ber  anbern  entf^red^enb 
gemeinfamen  (SUm  fd)neiben,  unb  babei  l^at  (nad)  S^r.  84)  ieber 
ber  beiben  entf^re(^enb  gemeinfamen  ©tral)lenbüf($el,  ber  burc|  biefe 
:perf^e!t  2l^en  gebilbet  ^irb,  aufeerMMi  Je  no(|  einen  ©tral^l  ent- 
f^rei^enb  gemein,  fo  ba^  bie  beiben  räumlichen  ©^fteme  2  ©benen  2 
^Punlte  unb  3  ©erabe  entf:prec^enb  gemein  l^aben. 

Su  13),  ^n  biefem  gaße  fann  biefe  eine  ©bene  3,  2,  1 
^^un!te  entf:pre(^enb  gemein  Ijaben,  |)at  fie  3  ^^^unfte  ABC,  i^on 
benen  2  AB  in  MM^  liegen  muffen,  gemein,  fo  l)aben  bie  räum^ 
ü(^en  S^fteme  3  fünfte  3  ©benen  unb  4  ©erabe  entf^rei^enb  ge^ 
mein,  S){e  ©erabe  CD  fc^neibet  in  C  bie  ©bene  ABC  unb  bie 
©benm,  ttjel<$e  bie  ©^fteme  au^er  ABO  entfpred^enb  gemein  liaben 
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finb  ACD  itnb  BCD,  babei  ^at  ABC  3  5ßunfte  unb  3  ©erabe, 
bie  Reiben  ükigen  (Sbenen  Je  2  fünfte  unb  2  ©erabe  entf^rei^enb 
gemein;  ^at  fie  2  ^unlte  AB  gemein,  fo  muffen  biefe  in  MM^ 
liegen,  burd)  ben  einen  gel)t  bann  nod)  eine  2te  entf:pre(^enb  ge^ 
meinfame  ©erabe  in  ber  p^ax  toeiter  lein  ^unlt,  buv(^  bie  al^er 
mä)  eine  (gbene  gel)t,  bie  entf^rec^enb  gemeinf am  ift,  biefe  le|tere 
®6ene  l^at  bann  1  5ßun!t  A  entfprei^enb  gemein;  l^at  fie  Uo^  1 
^unlt  A  gemein,  fo  l^aten  bie  räumlii^en  ©^fteme  etenfaE^  nur  1 
^urtlt,  1  ©erabe,  nrio  1  ©bene  entf:pre(^enb  gemein. 

3u  I  4)  3n  biefem  §all  ^at  R  u.  E^  0  ^^unlte  unb  0  ©be^ 
neu  entf:pre(^enb  gemein. 

3u  II.  äöenn  bie  ©erabe  MMx  tiic^t  fi^  felbft  entf^ric^t, 
fo  erzeugen  bie  beiben  :proj[e!t.  ©tral)lenbünbel  M  M^  eine  un^ 
ebene  ^nxu  HI,  SSetrac^ten  ti^ir  bie  Äurt)e  EI  K  aU  ju  R  ge^ 
|örig,  unb  entftanben  hnxS)  bie  beiben  i^x  ))erf^elt.  Äegel  II  M 
unb  Ml,  fo  entf^ri(^t  i^r  eine  Äuri^e  m  Ki  in  Ri,  Vt^eld^e  entfielt 
bur(%  2  il}r  :perf:pe!t.  Äegel  11  Mi  Mg,  Don  beixen  ber  erfte  Mi 
offenbar  ibentifi^  ift  mit  bem  2tenMi  oon  K.  ^iebei  ift  nun  llar, 
bafe  alle  gemeinf  amen  5pun!te  biefer  beiben  Äuroen  III,  tnelc^e  auf 
bemfelben  Äegel  11  Mi  liegen,  mit  2lu^na:^me  ber  S^ifee  Mi  biefe^ 
Äegefö ,  entf:pre(^enb  gemetnfame  S^mtU  Don  R  unb  Ri  barfteüen, 
unb  umgefe^rt,  bafe  jeber  entfpre($enb  gemeinf ame  ^un!t  beiber 
©^fteme  auf  biefen  beiben  Äuröen  III  juglei(^  liegen  muffe.  2)iefe 
beiben  Äuroen  in  lönnen  aber  au^er  Mi  enttoeberO,  ober  1,  ober  2, 
ober  3,  ober  4  5ßunÖe  entf))re(^enb  gemein  l^aben,  ba  erft  bur(^  6 
fünfte  eine  ^uröe  ni  beftimmt  ift. 

3uf  a^.  ©ig  fann  l}ier  nur  ber  ©inttjurf  gemac?^t  t^erben,  ba^ 
erft  nod)  ermittelt  toerben  mxl^te,  i>a^  2  umicnt  ÄurDen  IIIEKi, 
toelc^e  ju  berfelben  Äegelfläi^e  F  iperf^jelt.  finb,  bie  ©:pifee  biefer 
Äegelflä(^en)ir!li(^  al^  einzigen  gemeinf c^aftli($en  g^unlt  l^aben  fönnen, 

(S)3  feien,  um  biefe^g  ^u  bet^eifen,  M  unb  Mi  2  ^mtk  oon 
K  unb  Kl,  toelc^e  nid)t  auf  bemfelben  (Stral)le  Don  F  liegen,  be^ 
jiel)t  man  nun  bie  Äegelpdje  MK  unb  MiKi  :perf:pe!t  auf  bie 
Äegelf[a(^e  F,  fo  finb  bie  beiben  erften  ^proieö.,  unb  jtoar  ganj  be= 
tiebig  :proie!tiDif (^ ,  ba  nun  aber  in  febem  Don  F  Derf(^iebenen 
gemeinfamen  fünfte  ber  beiben  ,KurDen  KKi  2  entf^prei^enbe  ©tra^^^ 
len  ber  Äegelpc^en  MK  unb  M^Ki  ben  entf:pred^enben  6tral)l 
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t)on  F  in  bemf  elften  ?Punfte  f(!^netben  müßten,  fo  ift  unjere  grage  barauf 
jurucf geführt,  oft  2  fteliefttg  :proie!t  Äegelp(%en  II M  unb  M^  ftetö 
ein  ^aar  entf:pre(^enbe  ©tral)len  ^aften  muffen,  bie  fid^  fi^neiben 
ober  ni($t.  S)ie  fteiben  :proie!t.  ©tral}Ienftünbet  M  unb  Mi,  oon 
benen  bie  fteiben  Äegelflä(^en  II  M  unb  M^  entf^te^enbe  eiemen^ 
targeftilbe  finb,  erzeugen  im  SlEgemeinen  eine  uneftene  Äuri?e  lU  Kg 
fo  ba^  MKg  unb  M1K2  2  neue  Äegelpt^en  finb,  bie  je  mit  ben 
fteiben  gegebenen  Segelflächen  II  M  unb  M^  jtvar  !oncentrif(^  finb 
aber  fonft  ftelieftig  gegen  fie  liegen  Xhxmxi,  follen  nun  bie  fteiben 
:j)roiett»  Äegelpi^en  M  unb  M^  ix)irflic^  entf:pre(^enbe  ©tra^len 
^aften,  bie  in  1  (gftene  liegen,  fo  muffen  biefe  afö  entj^rei^enbe 
©tra^len  ber  :proj[eIt,  ©tral)lenftünbel  M  unb  Mi  aud^  ber  Äur^e 
in  K2  angel^ören,  unb  ba^er  muffen  fon?o^l  bie  foncentrifc^en  ,^e* 
gelpc^euMunb  MKg,  ate  ^x\^  Mi  unb  M1K2  eften  fo  oiele  Strafte 
len  gemeinfam  l^aften,  toorau6  benn  ju  erfeljen  ift,  ba§  ftei  ber 
ganj  ftelieftigen  gegenfeitigen  Sage  oon  M  unb  M  Kg  ober  Mi  unb 
M1K2  ber  fragli(^e  gatt  xmlXx^  enttt)eber  ftei  0,  1,  2,  3  ober  4 
t^erfd^iebenen  ©tral^len  eintreten  fann,  \o.  j.  ft.  ^. 

SSon  biefen  ftefonberen  2)lögli(^!eiten  l^infid^tli^  ber  gegen^ 
feitigen  Sage  entf:pre(^enber  ^punfte  2er  loHmeärer  rauml  ©^^ 
fteme  i3erbienen  ftefonberi^  SSeac^tung,  1)  bie  !perf;pe!t.  Sejiel^ung 
unb  2)  ber  galt,  in  ti?el(^em  fteibe  ©t)fteme  2  gerabe  ©eftilbe,  bie 
ft($  ni(^t  f(^neiben  entf:pred)enb  gemein  l^aften,  unb  t^  follen  bal^er 
|ier  für  biefe  fteiben  Slrten  ber  foGtneären  Bejiel^ung  bie  in  ber 
golge  toic^tigen  5ßun!te  noci^  furj  aufgeführt  unb  ftef:pro(^en  toerben. 

149.  a)  ©ie  :perf:pe!t.  SSejiel^ung  2er  räumlii^er  ®^fteme  ift 
feoßftänbig  fi^rtrt,  menn  baö  ^erf:peft.  Zentrum  S  unb  bie  ©ftene  E 
ber  perf:pelt»  ®ejiel}ung,  unb  au^erbem  enttoeber  auf  einem  ©tral^le 
öon  S  ein  5ßaar  entf))re(^enber  fünfte,  ober  i)on  einer  ©erabenm 
in  B  ein  ^aar  entf:pre(|enber  ©ftenen  gegeften  finb. 

b)  S)a  bie  :perf^)e!t  Sejieljung  natürlich  aud)  babur(^  ^yxxX 
vuerben  !ann,  ba§  x^^Xi  ju  ben  5  fünften  SAB  CD  bie  5  fünfte 
SAiBiCiDi  aö  entf:pre^enbe  gieftt,  xc^txKXi  nur  AAi  BBi  CCi  DDi 
fe  in  1  ©tral^le  be^  SünbeÖ  S  liegen,  fo  er'^ält  xx^m  folgenben 
©a^:  SBenn  oon  2  Setraebern  AB  CD  unb  AiBiCiDi  bie  4 
^aare  entf:pre(^enber  @cfen  AAi  BBi  CCi  DDi  in  4  ©trauten 
einei^  ©tral)lenftünbete  liegen ,  fo  ft^neiben  fi^  bie  4  Sßaare  zvX^ 

^faff,  neuere  ©eometrte,  13 
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f^rei^enber  ©etten  ^ie  ABO  A^BiCi  ^c.  in  ben  4  ©eraben  einer 
@kne. 

c)  ©inb  PPi  nnb  QQi  2  ^aare  entf:pre(^enber  ^unlte  bon 
2  @trat)len  be^  :perf^e!t,  gentrum^  S,  nnb  babei  SM  nnb  SN 
bie  fceiben  ^aare  fid^  jeC6[t  entj:pred)enber  ^nnöe  biefer  ©tral)^ 
len,  jo  ift  ftet^  SPPiM  rt  SQQ^N,  benn  ba  PQ  nnb  PiQi  aU 
ein  ^aar  entf^rei^enber  ©tral}len  fi(^  in  1  ^nnlte  ber  @iene 
E  fi^neiben  muffen,  fo  finb  bie  Reiben  ertoäljnten  SBnrfe  fteW 
:perf:peft. 

d)  ^n  2  !perf!pelt»  ränmt.  ©^ftemen  entf:pri(^t  jeber  %lää^e 
II  eine  glätte  II,  n)el(^e  mit  i^r  jn  berfelben  ber  in  9^r.  139  an= 
gefül^rten  3  i?erf(^iebenen  Slrten  'oon  %lää)m  II  gehört,  babei  ^at 
leine  ber  beiben  gläc^en  mit  ber  :perf:pe!t.  ©bene  einen  ^nn!t  gemein, 
ber  nid^t  an(^  ber  anbern  angef)ört,  nnb  leine  ijat  mit  bem  :per^ 
f))e!t.  gentrnm  (aU  Sirdger  eine^^  ©tral}lenbünbelg)  eine  Serüf)rnng^- 
e5ene  gemein,  bie  nii^t  mä)  bie  anbere  t)ätte.  ^k\^^  läfet  \ii)  nun 
aber  mit  ber  babei  nßtl^igen  33eftf)ran!nng  auä)  nmfe^ren,  nnb  jt^ar: 
©(^neiben  fi(^  2  Äegelftä(^en  in  1  Änri^e  II K  (i^ergl  l)iejn  3^r.  128), 
fo  laffen  fie  \xä)  ftet^  aU  entf))rec^enbe  ©ebilbe  2er  ^erf:pe!t  ränm^ 
lieber  ©^fteme  betra(^ten;  benn  betrad)tet  mm  fämmtlit^e  ?pnnfte 
mn  K  al^  entf:pre(^enb  gemeinfame  ^^nnfte,  nnb  läfet  ber  ©^ifee 
be^  einen  Äegefö  bie  ®:pi^e  he^  anbern  entf:pred)en,  fo  tritt  ber 
erti?ät)nte  gaü  \kU  ein,  nnb  babei  lä|t  fid^  noc^  anf  ber  ^Serbin? 
bnng^linie  ber  beiben  ©:pi^en  ba^  Sentrnm  S  ber  :perf:peft;  ^e^te- 
]£)nng  beliebig  annel^men  mä)  a)« 

§aben  2  3^egelp(^en  R  nnb  Rj  2  fic^  fc^neibenbe  ©erabeap 
(eine  Sinie  11»  Orbnnng)  ober  eine  Änrt>e  IL  Orbnnng  K  gemein, 
fo  laffen  fie  \iä)  immer  al^  entfpredE)enbe  ©ebilbe  2er  :perfpeft.  ränml. 
S^fteme  betra($ten;  benn  nai^  3lx,  146  fann  man  bie  lolHneäre 
a3ejiel)nng  2er  ränmL  (St)fteme  ftet^  bnrd)  bie  :proieft.  ^ejiel^nng  2ev 
9iegelf(äcben  in  ber  Slrt  fipiren,  ba§  man  jn  je  3  ©trauten  beiber 
ategelfc^aaren  einer  3legelftäc^e  3  entf:pred)enbe  (Stral^len  beliebig  am 
nimmt,  ti^ä^lt  man  alfo  für  R  n.  Ri  je  fol(^e  3  ©tral)len  jeber  Sieget 
fi^aar  al^  entf:pred)enb,  bie  \xä)  im  Iften  gatt  in  benfelben  3  ^nnften 
i)on  a  n.  p,  ober  im  2ten  gaff  in  benfelben  3  ^nnöen  ber  K  fd)nei=^ 
ben,  fo  l)aben  bie  ränml  ©^fteme  ftet^  fämmtlic^e  ©lemente  be^  ebe^ 
mn  ©e^ebe^  ap  ober  K  entf:pre<^enb  gemein,  nnb  finb  alfo  ^erf^eft. 
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©djneiben  ftd)  2  S^egeljd^aaren  in  2  ^aar  ©tra^len,  ober  in 
2  ^uri)cn  II,  ober  in  1  $aar  Strahlen  unb  1  ^uri)e  II,  fo  !ann 
fettfti)er[tänblic^  jebe^  biejer  @ei>tlbe  II,  Orbnnng  aU  entf^red)enb 
gemeinfmne^  ©eiilbe  Beiber  Betrautet,  nnb  bie  :perfpe!t.  ©e^ie^nng 
bakr  auf  üerj(^iebene  Sßeije  t^oHjogen  voerben, 

§akn  2  frumme  glätten  II  eine  ^nxu  II  K  gemein  nnb 
fo ,  baB  ber  innerhalb  K  Uegenbe  S::§eil  be^  Sräger^  i^on  K  m^ 
lu  gleii^er  ^dt  für  beibe  gläc^en  II  innerhalb  liegt,  \o  laffen  ft(| 
6eibe  al^  entf^re(|enbe  ©ebilbe  2er  ranml  S^fteme  betrachten, 
benn  Betrad)tet  man  atte  ^nnfte  t)on  K  aU  entj^red)enb  gemeinfame 
$pnn!te  beiber  gläi^en  II,  jieW  ferner  bnrd^  eine  ©erabe  an^er^alb 
K  an  beibe  gläc^en  II  eine  S^angentiatebene  nnb  betrai^tet  bie  bet^ 
ben  S3erü^rnng^^nn!te  berjelben  aU  entf:pred)enbe  ^nn!te,  fb  ift, 
toie  man  fic^  leidet  nberjengt,  bie  :proj;e!t»  Sejiefiiing  ber  räüntL 
S^fteme  in  einer  Söeife  beftimmt,  ba^  bie  in  146,  ertoä^nte  ^e^ 
bingnng  bnr^  bie  entf^^rei^enben  ©lemente  ber  beiben  enifpred^enben 
gläi^en  n  toiröii^  erfüllt  ift,  nnb  babei  finb  bie  ränmlii^en  S^fteme 
an(^  )^ivtii(i)  ^erf:pett, 

150,  Sie  2te  5(rt  ber  follineären  23ejiel}nng  2er  rcinmti(^er 
@^fteme,  treidle  oon  ^ntereffe  ift,  ift  bie,  ba^  beibe  ©^fteme  alle 
©lemente  2er  fid)  ni(^t  fc^neibenber  ©eraben  mn  entf:pre(^enb  ge? 
mein  t}aben;  n^ir  ix^oGen  ber  Äürje  toegen  eine  fold^e  Sage  2er  loifi 
linearer  ränmt  S^fteme  bie  gefd)aart  loUineäre  2age  nennen;  für 
fte  ergiebt  fic^: 

a)  3n  2  gef(^aart  follineären  ranml  (S'^ftemen  l)at  {ebe^ 
^aar  entf^red^enber  ^nnfte  PPi  bie  ©igenfi^aft,  ba§  il)re  2?erbin^ 
bnng^linie  PPi  beibe  ©erabe  mn  fi^neibet,  ©enn  jie^^t  man  inxä) 
einen  beliebigen  ^nnft Peine  ©erabe,  n)el(^e  bie  m  unb  n  gngleid^ 
fd)neibet,  (nnb  fol(^er  ßinien  giebt  e^  für  jeben  ^unft  gerabe  1), 
fo  entf:prid)t  biefe  offenbar  fid^  felbft,  toe^toegen  auc^  ber  bem  P 
entf:pre(^enbe  5pnn!t  Pi  in  il^r  liegen  mn% 

b)  3n  2  gefd)aart  foGineären  ränml  @l)ftemen  entf^ri(|t 
jeber  ©eraben,  treidle  blo^  bie  1  ber  beiben  ©eraben  m  ober  n 
fd^neibet  eine  i^on  i^r  t^erfc^iebene  ©erabe,  mläjt  ebenfalls  blo| 
biefelbe  ©erabe  m  ober  n  unb  jt^ar  in  bemfelben  fünfte  f(^neibet. 

c)  ^n  2  gefd^aart  follineären  ränmlid)en  ®t)ftemen  entfpri(^t 
ieber  ©eraben,  t^elc^e  feine  ber  beiben  ©eraben  mn  fd^neibet  eine 
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©erabe  pi,  txieldie  e£enfo  Seine  berfetten  ji^netbet,  unb  babei  [inb 
pmpin  4  ©tra'^ten  einer  Stegelf (%aar,  beren  fämmtlic^e  Se{t[tra^== 
len  entf^red^enb  gemeinfame  ©erabe  beg  S^fteni!^  finb. 

d)  S^  2  gef(^aart  rauml  ©^[tenten  ift  jeber  SBurf,  ben  2 
entf:prei^enbe  ^ßnnlte  PPi  mit  ben  beiben  ©c^nitt:pun!ten  ber  @era^ 
ben  PPi  mit  m  unb  n  (na(^  a))  16ilben,  jebem  anbern  bur(^  2  ent^ 
f:pre(^enbe  Sßunfte  Q  unb  %  äl)nli(^  gebilbeten  Söurfe  ^roieft,  SDenn 
nac^  bem  ©a|e  in  c)  finb  PQ  m  PjQi  n  4  Strahlen  einer  3fte^ 
gel|($aar,  unb  ba  bie  Reiben  in  unjerem  ©at^e  er^al^nten  SBürfe  ju 
biejem  äöurfe  in  ber  3^egetf(^aar  ))erf^eft,  finb,  fo  gilt  ber  ©a|, 

151,  3^  ®ang  unfrer  ©nttt^idlung  ftel;en  ti^ir  nun  an  bem 
5ßun!te,  bie  Q^rage  aufjutx>erfen,  ot  bie  t)erf(i)iebenen  in  147,  aufge^ 
fül^rten  befonberen  Sageni3erf)ältniffe  2er  follineärer  räuml  ©^? 
fteme  i)on  ber  befonberen  2lrt  ber  33ejiel)ung  feWft  ai)l^ängig  feien, 
cber  oB  iet  jeber  2lrt  ber  33ejiel)ung  bie  räuml  ©^fteme  ftet^^  in 
eine  fol(^e  Sage  gekai^t  tverben  !önnen,  bafe  einer  ber  bafeltft 
ern^a^nten  gälte  eintritt  ©^  foHen  loon  ber  l^iel^er  geprigen  Un^ 
terfui^ung  nur  bie  tx>i(^tigften  ^unlte  l^ier  in  altgemeinfter  möglic^ft 
felbftänbiger  Sßeife  na^er  erörtert  ti^erben. 

SDer  unenbli(^  fernen  ©kne  i)on  R  entf:pri(^t  im  Slllgemeinen 
eine  gen)ol)nli(^e  ©fcene  Ui  t)on  Ri;  xoxx  betrachten  ^ier  au^fc^liefj^ 
li(^  biefen  galt,  inbem  "toxi  n)egen  be^  befonbern  gallei^,  in  bem  bie 
unenblic^  ferne  ©bene  ein  entfprec^enb  gemeinfame^  ©tement  ift,  auf 
%txi  äl)nlic^en  gaK  in  86.  Derti^eifen.  2)er  unenblic^  fernen  ©bene  »on 
Ei  entf))ri(^t  bann  immer  m6:)  eine  getxsDl)nlid^e  ©bene  U  i^on  R. 
Sllfen  ^araltelftra^^tenMnbetn  unb  ^arallelftral)lenbiif(f)eln  unb  ^a^ 
ral[ele5enen13üfd)eln  entf^^rec^en  getx)ß^nli(^e  ®ünbel  unb  Süfc^el  mit 
Slu^nal^me  aller  berer,  beren  ©lemente  ben  beiben  &tmn  U  unb  Üi 
parallel  finb,  benn  ben  unenblic^  fernen  ©eraben  J)on  U  unb  üi 
aßein  entf^prec^en  lieber  unenbtid)  ferne  ©erabe. 

§ierau^  folgt  nun  na(^  9lr,  86  unmittelbar:  jebe  ©bene 
t)on  R  ift  ber  entf:pre(^enben  ©bene  ^m  Ri  blo^  ^projeft,  bie  ein- 
zige "^u^m^xtit  ^kx>m  machen  fämmtlic^e  ber  ü  :parallele  &>mm, 
ml^t  il)ren  entf:pre(^enben  affin  finb,  '^\i  unter  bem  ^parattebe^ 
nenbüf(^el  in  R,  beffen  ^Itwm  i^ren  entf:pre(^enben  in  Ri  affin 
finb,  eine  einzige,  bie  il)rer  entf:pre^enben  guglei^  ä^nlic^  ift,  fi? 
finbet  biefel  für  aUe  ©tatt. 
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6mb  mmliä)  ABC  unb  AiBiOi  2  entf^prec^enbe  ©tetecfe  in 
ben  ftagli(§ett  beiben  äl)nlid^en  &)tnmf  fo  finb  biefe  ©retedfe  eBett^ 
faG6  äi)nltc§,  jte:^t  man  nun  in  K  bon  ben  3  ©(Jen  ABO  nac^ 
einem  beliebigen  fünfte  S  bon  U  3  ©trauten,  fo  entf:pre(^en  bie» 
fen  3  @tra!)len  in  Ri  3  Jparattete  ©erabe  bie  huxä)  AiBxCi  gefien, 
alle  entf:pred)enbe  ©benen^aare  ber  beiben  aU  affin  na(^gen)iefenen 
@benenbüf(^el,  fc^neiben  biefe^  3  Äant  einerfeit^  unb  ^ri^ma  anber=^ 
feit^  in  ä^nlt($en  ©reiecEen  bie  ti^ieber  einanber  entf:precl)en,  mxau^ 
ber  ©a^  folgt 

ßel)rfa|.  ©inb  bie  entf:pre(^enben  ^'benen  ber  beiben  ent 
f^re^enben  ^ardlelebenenbilfc^el  toirftic^  ä^nlic^  ^  fo  giebt  e§  ftet^ 
2  ^aax  entf:pre(^enber  (Sbtmn,  bie  juglei(^  !ongruent  finb.  S)a 
näntlic^  in  2  äl^nlic^en  ebenen  (Bt'votUn  nid^t  nur  fdmmtlit^e  ent= 
f:pred)enbe  ©erabe  äl^nlicl  finb,  fonbern  auc^  für  alle  gJaare  ber= 
felbe  baiS  SSerIjältnife  entf:pre(^enber  enbli(^er  ©tütfe  gleid)  ift 
(f.  5ftr,  86),  fo  l)anbelt  e§  fi^  nur  barunt  nac£)juU)eifen,  ba§  t^ 
unter  htn  paaren  ä^nlic^er  ©benen!paare  eine^  giebt,  für  ii^eld^eig 
biefe^g  S5erpltni§  ^  1  ift.  ©enft  man  \xä)  aber  in .  R  ein 
5Paar  ©erabe  bie  fi(^  in  U  fc^neiben,  fo  entf:prii^t  il)nen  ein  ^aar 
^parallele  ©erabe  in  Ri ;  bie  ©treten,  mlä^t  in  fämmtlid^en  entf:pre= 
c|enben  @benen!paaren  jtoifc^en  "^en  beiben  fraglii^en  ©eraben  ent^ 
Italien  finb,  geben  burd^  ü)x  SSerpltniß,  ba^  fo  eben  eriüäl^nte  SJer^ 
pltni§,  in  toelc^em  aCe  entf))red^enben  ©trecfen  in  ie  einem  folc^en 
^aare  gu  einanber  ftel)en,  ha  aber  bei  ben  erften  beiben  paaren 
biefe  ©treten  ju  beiben  ©eiten  t)on  U  bon  0  bi^  co  junel^men, 
tt;)a^renb  fte  bei  ben  ^araEellinien  !onftattt  biefelben  Wibtn,  fo 
kuä)td  bie  Sftic^tigfeit  be^  Sel^rfa^eig  ein,  unb  juglei(^  erfie:^t  man, 
ba§  bie  beiben  ©benen  fotool^l  in  R  (aU  aud^  in  Ri)  bon  ber 
@bene  U  (ref):>.  Ui)  glei(^  toeit  abfte^^en. 

SBie  t^  unter  ber  SSorau^fe^ung  be§  legten  Sel^rfa^eiS  in  R 
(ober  Ri)  2  (äbenen  giebt,  bie  il^ren  entf:pre(^enben  ©benen  in  Ri 
(ober  R)  longruent  finb,  ebenfo  giebt  t^  na(|  3^r*  147  an^  2 
©tral^Ienbünbel  in  R  (ober  Ri)  bie  il§ren  entf^^ret^enben  in  Ri 
(ober  R)  kongruent  finb» 

&  giebt,  um  fie  gu  ermitteln,  in  R  immer  gerabe  einen 
©tral)l  p,  ber  fenfrei^t  auf  U  ftel)t  unb  einem  ©tral^l  Pi  in  Ri 
entf:pri(^t,  ber  fenfrec^t  auf  Ui  fte!§t,  benn  bem  $Parallelftral§lenbünbeI 


Hosted  by 


Google 


~     198    — 

in  R,  ber  fenfrec^t  auf  Ü  fte^t,  ent|:pvic^t  in  Ri  ein  c^ett)ö^nli(^er 
©trat)len'6ünbel,  beffen  ?Dlittel:punft  in  Ui  liegt,  unb  ber  einen  ein^ 
^igen  ©trd^l  pi  entt)ält,  ber  fen!re(^t  auf  Ui  fte'^t.  Segt  man  nun 
B  unb  Ri  fo  in  einanber,  baß  fotDoiyi  U  unb  Ui,  afö  auc^  pw*pi 
in  einanber  ju  liegen  lommt,  unb  finb  A  unb  B  bie  Reiben  ^arat 
lelen  ebenen  in  R,  mlä)e  ben  entj:pred)enben  beiben  &emn  A^ 
unb  Bi  in  R)  !ongruent  finb,  fo  entf^ric^t  beut  ©tral)lenlmnbel  t)on 
R,  beffen  ©tral)leti  au^  beut  @(^nitt^un!t  i)on  pA  nad)  ben  ein= 
feinen  fünften  bon  A|  gelten,  ber  ©tralilenWinbel  in  Rt,  beffen 
©tra'^len  i)on  beut  ©c^nitt^unft  p  Aj  m(i)  ben  einzelnen  entf^pre^ 
^enben  fünften  t)on  A  geljen,  ^eil  nad)  3lv.  21.  3^f»  ba^  gerabe 
(Sebilbe  p,  unb  fomit  and)  ber  ju  bemfelBen  fen!red)te  $aratteleBe=^ 
nenbüf(^el  bei  biefer  älnorbnung  int)olut.  liegt;  biefe  beiben  @tral)= 
lenbünbel  finb  ba^er  offenbar  longruent,  ba  A  unb  A^  fongruent 
finb,  ebenfo  aber  i3erl)ält  e^  fid)  mit  ben  beiben  ©tra^lenbünbeln, 
bereu  ©entra  in  pB  unb  p^Bi  liegen,  unb  jugleicb  leuchtet  i)kx^ 
axi^  ein,  baß  bie  beiben  ©entra  ST  (ober  Si  Ti)  ber  fongruenten 
@tral)lenbünbel  in  R  (ober  Ri)  gleid)  U)eit  i3on  ü  (ober  Ui)  ab^ 
ftel^en  unb  ferner,  baß  jebe^  biefer  ern)ä^nten  Neutra  S  ober  T  in 
R  (ober  Ri)  oon  U  genau  fottjeit  abfiele,  ate  jebe  ber  ©benen  AiB^ 
in  Ri  (ober  R)  i)on  Ui  unb  umge!el)rt, 

3lu)8  biefer  (Snttt)idlung  ergiebt  fid)  nun  unmittelbar,  baß 
man  2  räuml.  @l)fteme  im  allgemeinen  nid)t  in^erf^eö.  Sage  brin^ 
gen  !ann,  baß  aber,  t^enn  e^g  bei  unfrer  3lnfang^  gemalten  3Sor^ 
au6fe|ung  über^au^p^t  gel)t,  eg  nur  auf  2  ganj  beftimmte  Wirten  gefyt. 

S)ie  iDettere  Unterfud)ung,  ioie  bie  entf:pred)enben  longruenten 
föbenen^paare  unb  ©tral)lenbünbel^aare  bei  ter  :perf:pe!t.  Sage  gegen 
einanber,  liegen,  iiberlaffen Jt)ir  bem  Sefer,  inbem  voix  auf  bie  ganj 
a^nli^e  ©ntit^idlung  ber  "üw  86  t>ertx)eifen. 

152.  ©tetten  mir  un^  nun  bie  ti^eitere  grage,  mlä)^  gera^ 
ben  ©ebilbe  bon  R  finb  i^ren  entfJpr.  geraben  ©ebilben  longruent. 

a3el)alten  tt^ir  tt)ieber  bie  gegenfeitige  Sage  oon  R  unb  Ri, 
unb  bie  ,©ejeid)nung  ber  oorigen  Stummer  bei,  unb  beulen  ti?ir  ung 
%  R  einen  ju  U  fenlrec^ten  @t)linber,  ber  U  unb  fämmtli(^e  ju  U 
|)araMe  ©benen  in  Äreif en  f($neibet,  bereu  SiKittel:pun!te  in  p  liegen, 
fo  entf:prt(J^t  nat^  9^r«  139.  3)  biefem  (Sl)linber  in  Ri  ein  Äiegelll, 
beffen  @:p{;^e  tm;©c§it.{tt^unW  t)on  p  unb  U  (ober  üi)  liegt,    unb 
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ber  alle  ^u  Ü  (imb  Ui)  :paraffelen  ©Betten  entttJeber  in  lanter  ^xtb 
fen  ober  in  lanter  ©Etipfen  jcf)neibet  '"^Or  '^^^  i^boä:)  ftet§  t^re  SJlittels 
:pnn!te  eknfatt^  in  p  ijobtn.  @inb  biefe  gignren  J?:reife,  fo  tritt 
berfelbe  galt  ein,  ben  t^ir  in  5Jtr.  151  näl)er  betra(^tet  l^akn,  ba§ 
alle  jn  ü  (nnb  Ui)  ^jaraHelen  ©Benen  äl)nli(f)  ftnb,  nnb  atte  !on^ 
grnenten  ©eraben  finb  in  ben  Betben  Jongrnenten  (SBenen  A  nnb  B 
entl)alten.  Stritt  aBer  biefer  galt  ni(^t  ein,  fo  ergieBt  ficB  folgenbe^ 
9lefnltat.  ©o  lange  in  ben  ©Hi^pfen,  bie  bnrc^  ben  ©(^nitt  ber 
er):oäl)nten  j?egelf(dc|e  mit  ben  ?|SaraMeBenen  entfteBen,  bie  gro^e 
2l)ce  Keiner  ift  atö  ber  ^alBmeffer  ber  bnrc^  ben  ©(^nitt  ntit  betn 
6i)linber  entfte^enben  Greife,  itnb  fotoie  bie  Heinere  2l):e  berjelBen 
©Hilfen  größer  ift,  aU  berfelBe  ^alBnteffer,  fo  lange  gieBt  e^  in 
biefen  ©Benen  lein  gerabe^  ©kBilbe,  ha^  feinem  entf^rei^enben  lon^ 
grnent  toäre.  ^n  ber  ©Bene,  in  welcher  bie  ©ffi^fe  in  ben  ©nb* 
^nttlten  i^rer  großen  3l):e  ben  Ärei^  t^on  innen  Berül)rt,  Beftimmt 
ber  S3ernl)rnng^bnrd}meffer  bie  3ti(^tnng  einei3  ^paraMftra^len* 
Büfc^efö  in  ber  fraglid)en  ©Bene  t)on  ßi,  beffen  fämmtli($e  ©tral)^ 
len  i[)ren  eittf^jred)enben  longrnent  finb,  in  bem  galle,  too  bie  ©1= 
Ii:pfe  in  ben  ©nb^nnlten  ber  lleinen  2l^t  ben  Ärei^  tjon  anßen  Be^ 
ritfjrt,  Beftimmt  ber  fraglid)e  S)nrc^meffer  tt^iebentm  bie  atic^tnng 
eine^  ^araßelftral)lenBüfc^el^,  beffen  fämmtlic^e  ©tral)len  i'^ren  ent^^ 
f:pred^enben  longrnent  finb,  in  aßen  ©Benen,  bie  ^toifi^en  biefen  Bei= 
ben  liegen,  Beftimmen  bie  Beiben  ©ttrc^meffer  beren  4  ©nb^jnnlte 
Streik  mtb  ©ffi;pfe  gemein  l^aBen,  bie  Olidjtnngen  2er  ?ßarallelftral^s 
lenBüfc^el,  beren  fcimmtlid)e  ©tral)len  il)ren  entf:pre(^enben  ©eraben 
longrnent  finb,  Sie  Olid^tigleit  biefer  ^e^an^tnngen  gel)t  itnmittel^ 
Bar  baran^  ^eroor,  ba§  ber  3}iittel))itn!t  jebe^  ©(^nittfreife^  bem 
TOittel:pnnlt  einer  @c^nittelli))fe  nnb  jeber  §alBmeffer  be6  erfteren 
einem  §alBmeffer  ber  legieren  entf:pre(^en  nad)  9^r.  100, 

^ebe  ©Bene,  bie  bnrd)  eine  fold)e  ©erabe  gel)t,  enthält  ftet^ 
nod)  eine  jtoeite  fold)e  ©erabe  in  fi(^,  toie  bie^  au^  ber  f^mmetri^ 


*)  ^^  ujirb  l}ter  ijotau^gejefet ,  ha^  ber  Itei^  voixfii^  eine  MtU  11 
batfteKt;  öBtt)ol)I  tüir  nmt  erfl  fpater  bte[en  ^unft  erortetrt  n;)erben,  fo  glaubte 
td^  bo(^  md)t,  be^)t)e9ett  biefe  ^etracl)tung  t)ier  üBerge^en  ^u  foKen,  ha  ja 
ber  Sefer  leidet  btefe  Süc!e  jt^  felbft  auffüllen  tarnt;  ber  ^tei^  entfielet  nätnlid^ 
bind)  2  'ü)m  ^erfpett»  ^fongruente  6ti'a^lenMfd)eL 
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fd^en  Sage  ber  oBeu  tti  ^etrad^tuttg  öejogene«  Äeget  mtb  Sijtmbet 
gegen  XJ  ^erborgel^t;  betbe  Oerabe  tu  einer  fold^en  @ßene  finb  ^a^ 
rafiel  unb  [teilen  gleii^  tx)ett  bon  ü  al\  ©a  bte  ©(^nitt^pnnfte,  in 
tx)el(^en  bie  ©ßt^pjen  ben  ÄreiiS  ft^netben,  offenbar  anf  alle  ©nri^^ 
meffer  jtx)tj($en  ben  Reiben  %j:^n,  b,  l).  auf  aöe  üBer^au^t  berf£)eilt 
finb,  fo  fommen  ben  fragli(^en^arallel[tral)lent)üf(i)eln  felbft  aöe  Stichs 
tun^tn  ^n,  b. )).  lebe  ©bene  bie  ju  TJ  nid)t  ;paraEel  tft,  entf)a(t  1  ober 
tef:p.  2  folc^e  ©erabe,  bie  i!)ren  entf:pre(^enben  fongruent  finb,  nnh 
jie^t  man  burc^  eine  ©erabe  q  t)on  ü  aüe  möglid^en  ebenen,  fo 
liegen  bie  ^aare  bon  ©eraben,  bie  il)ren  entf))rec§enben  !ongruent 
finb  in  2  (Sbenen  E  unb  Ei  unb  bie  3Äittel))un!te  ber  ©tra^^Ien* 
büfd^el,  bie  i^ren  entf^re^J^enben  kongruent  finb  in  1  .^rei^,  beffen 
S)littel:punft  in  q  liegt,  unb  beffen  §al6meffer  bie  fenirec^te  (gnt^ 
fernung  berienigen  2  Jjarattelen  Sinien  ift,  in  ti^elc^ent  bie  2  (Sbe^ 
neu,  toeI(^e  ber  E  u.  E^  entf))rec^en,  t)on  benienigen  :paraMen  &>t^ 
neu  gef(^nitten  njerben,  bie  ben  einzelnen  ©Benen  bei8  ©benenbüfi^efö 
q  entf^rec^en,  ^ie  au§  ?tr.  86  atebalb  fjeri^orge^t,  toenn  man  ba6 
bort  über  bie  Sage  ber  ;perf^)e!t.  (Sentra  ©efagte  beachtet. 

S^ir  begnügen  m^  mit  biefer  ©ntwicflung  berienigen  ©runb* 
tagen,  i^on  benen  an^  bie  obige  grage  in  i^rem  5)etail  naiver  be- 
lanbelt  it)erben  mü^U,  ba  bie  heitere  ©nttoiÄung  ber  einzelnen 
gdUe  (mit  2lu)8naf)me  besS  oben  in  Betracht  gezogenen  gaUe^  ber 
:perf^)e!t  SSe^iel^ung)  bloß  t^eoretifdjen  äßertf)  ^aUn  fönnte,  unb 
babei  toeitläufige  einzelne  tlnterfu(^ungen  oeranlaffen  toürbe, 

153.  SlucE)  bie  ^rage,  n?el(^e  mä)  bem  bii^^erigen  ©ange  ber 
©nttoicJIung  noc^  in  naijere  Setrac£)tung  gebogen  toerben  foUte,  näm- 
lic§  bie  nad^  ben  2agent>erl)ciltniffen  berjenigen  ©lemente,  wlä)z  hmä) 
bie  aSerbinbung  oon  je  2  entf;pre(ä)enben  ©lementen  2er  foßineärer 
räuml  ©l)[teme  entftel^en,  ^at  rein  tl;eoretif($e^  Sutereffe,  unb  n)ir 
toürben  biefen  ©egenftanb  unberüljrt  bei  Seite  laffen,  toenn  bamit 
m(%t  eine  intereffante  (Sigenf(i)aft  ber  Sinien  IIL  Orbnung  eng  in 
aSerbinbung  ftanbe.  Um  biefer  lefetertoa^nten  Olüöfid^t  toegen  grei- 
fen toir  auä:)  nocJ)  einmal  weiter  jurücf,  unb  fteffen  uuig  biegrage: 
mnn  2  fottineare  ebene  ©etoebe  in  bemfelben  S^räger  entl^alten  finb, 
toaiS  ift  über  bie  gegenfeitige  Sage  entf^rei^enber  fünfte  im  SlCge^ 
meinen  ^n  fagen. 

aSei  ber  ^erf^elt.  Sage,  t)on  ber  ^ir  l}ier  natürlti^  abfeilen, 
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liegt  jebe^  Üßctat  entf^red^enber  fünfte  mit  bem  einen  Jperf^elt.  ßen^ 
ixpn  je  in  1  ©eraben,  fragen  xoxx  nun  gan^  aögemein,  Wlä^t 
^nnlk  be^  einen  t)on  2  füGinearen  ebenen  ®ett)eBen  E  nnb  E^ 
bej^felben  S^ragenS  f)aben  bie  @igenf(^aft,  ba§  [ie  mit  il^ren  entf:pre^ 
d)enben  ^nnlten  ©erabe  beftimmen,  bie  hnvä)  einen  fefien  ^un!t 
M  btefe^  Srägeria  gelten, 

ea  entf^re($e  bem  fünfte  M  mn  E  ber  ^un!t  Mi  ^m  Ei , 
aliSbann  erzeugen  bie  Reiben  entf))rec^enben  ©tra^lenbüfc^el  M  n.  M^ 
im  aiGgemeinen  eine  Änrbe  II  K,  betrachtet  man  nnn  beren  ^nntte 
aU  jn  El  gel}örig,  fo  ent[:pre(^en  i^nen  in  E  knter  5ßnnÖe  ber 
@trai)Ien  be)8  33üf(^etö  M  (nnb  betrad^tet  man  fie  afö  jn  E  geprig, 
fo  entf:prec^en  i^nen  lanter  ^nnfte  ber  Straljten  be^  Süfc^efö  Mi) 
nnb  e^  lenc^tet  alfo  ein,  baß  alte  $nn!te  ber  Stuv)ot  K,  bie  ^er:^ 
langte  6igenf(^aft  traben,  nnb  ferner,  baß  e^  an§erl}alb  berfelben 
feinen  ^nnft  giebt,  bem  biefelbe  ®igenf($aft  jnfäme. 

S)ie  fragtid^e  Änröe  fann  in  befönbern  gäHen,  t)ün  benen 
tx)ir  iebO(^  abfegen  !ßnnen,  ba  e§  nn^  bloß  nm  (äinfii^t  in  bie  ge- 
genfeitige  Sage  ber  entf:pred)enben  ^Ji^nnÜt  jn  tt)nn  ift,  in  ba^  ©i)^ 
ftem  2er  ©eraben,  ober  in  1  ©erabe  übergeljen,  ober  and^  bloß  anf 
ben  ^nn!t  M  felbft  ]x^  bef(^rän!en,  ii3enn  M  nnb  Mi  eine  entf:pre- 
d^enb  gemeinfame  ©erabe,  ober  M  ein  entf:pre($enb  gemeinfamer 
^nn!t  beiber  ©etoebe  tft» 

S)a  eine  beliebige  ©erabe  be^  gemeinfc&aftlic^en  ^rager^  bei^ 
ber  ©etoebe  oon  jeber  SSerbinbnngiSlinie  2er  entf^pred^enber  ^nn!te 
gefd^nitten  toerben  mnß,  fo  bram^t  man  nnr  eine  folc^e  ©erabe  p 
beg  gemeinfamen  Srägerig,  bie  n)eber  fi(^  felbft  entf))ri(^t,  noc^bnrd^ 
einen  entf:pred^enb  gemeinfamen  ^nn!t  beiber  ©etoebe  geljt,  ^n  toa^^ 
len,  nnb  in  23ejng  anf  aKe  il^re  ^nnfte  bie  fo  eben  in  Bejng  anf 
M  angefteltte  Unterfnc^nng  ju  toieberl)ülen,  nm  in  Sejng  anf  beibe 
©etoebe  einen  OoHftdnbigen  Ueberblid  ber  gegenfeitigen  Sage  entf^pre^ 
d^enber  ^nnfte  jn  Ijaben. 

gür  leben  ^nn!t  M  oon  p  cxifaü  man  eine  Änroe  II K,  \ml^t 
atte  $nn!te  enthalt,  bie  mit  i:§ren  enti^recE)enben  ie  eine  bnr^  M 
gel^enbe  ©erabe  bilben.  Sitte  biefe  für  bie  oerfc^iebenen  $nn!te  oon 
p  fid)  ergebenben  Änroen  II  ge'^en,  1)  bnr(^  ben  ®c^nitt:pnn!t  oon 
p  nnb  ber  il^r  entf^^rec^enben  ©eraben  pi ,  nnb  2)  bnrc^  fammtlic^e 
entf^rec^enb  gemeinfame  ^nnöe  oon  E  unb  Ei ,  nnb  iebe  fd^neibet 
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bie  p  unb  pi  in  2  entf^re^enben  !ßun!ten.  Stit^er  bett  in  1)  unb 
2)  errt)ai)ntett  allen  ben  Ä^nröen  gemeinfamen  ^^unften,  !önnen  leine 
2  einen  tt^eiteren  ^nnft  gemein  Ijaben,  benn  ix^örben  fid)  2  folt^e 
Änrben,  bie  man  für  bie  beiben  ^nntte  Q  nnb  R  t)on  p  erl)ielte, 
in  bem  ^^nnlte  A  fcf)neiben,  \o  müßte  offenbar  bem  ^nnfte  A  afö 
©lement  mn  E^  fotx^oljl  ein  ^^nnft  be^  ©tra^le^  Q  A  ,  al^  aui)  bes 
®traI)le^RA  entf^rec^en,  tt^a^  nnmöglid),  ti^enn  Anid)t  einentf:pre^ 
d)enb  gemeinjamer  ^nn!t  'oon  E  Ei ,  ober  ni($t  ber  ^nnlt  p  pi  ift. 

§aben  bie  zlzmn  @e^eBe  bie  3  $nn!te  ABC  entf^rei^enb 
gemein,  fo  9ei}en  alle  bie  fraglichen  Änri)en  11  bnrd)  bie  4  ^nnfte 
ABC  ppi,  nnb  fd^neiben  an^erbem  bie  p  nnb  pi  in  2  entfJprec^en^ 
ben  ^nnJten;  für  eine  nene  ©erabe  q  erhält  man  ein  nene^  fol(^e§ 
©i)ftem  Don  Ä'nrben  11,  bie  ebenfatts^  bnrd)  ABC  gel)en;  für  jebe 
@erabe  n^ie  p  (ober  q)  erfütten  bie  Jlnröen  bie  ^an^t  ©Bene  EEi, 
fo  baJ3  burc^  ieben  5ten  ^nnö  F  berfelben  gerabe  eine  einzige 
Ruxu  U  gel^t,  ber  bann  and)  ein  einziger  Beftimmter  ^nn!t  Don  p 
entf:prid}t,  fncf)t  man  anf  biefelbe  SBeife  ^n  P  bie  Ä'nroe  II,  toel(^e 
^  bem  Änri)enf\)fteme  oon  q  gel)ört,  fo  entf:prid)t  biefer  ^nrDe 
ebenfo  ein  beftimmter  $nnft  oon  q,  nnb  biefe  beibe  liegen  mit  M 
in  1  ©eraben.  ^  u^ieferne  biefe  (Sntoidlnng  and)  gilt,  toenn  bie 
E  nnb  E^  nii^t  gerabe  3  ^^^nnfte  entfpred)enb  gemein  baben,  baranf 
derben  toir  jurüdlommen  muffen,  toenn  bieS^b^orie  ber  imaginären 
Elemente  ent\t>tc£elt  fein  t^irb.  gür  ie:^t  ergiebt  fid)  nn^  für  ben 
^ier  betrachteten  gaü  ber  3  reellen  entf^rei^enb  gemeinf amen  ^nnlte 
ABC  folgenber  tmc^tige  ©a|:  Sitte  Itnroen  II,  toeld)e  burd)  4 
fefte  ^nnlte  get)en,  fd)neiben  2  ©erabe  ppi,  bie  bnrd)  1  D  ber  4 
feften  ^nnfte  AB  CD  gel)en  in  2  :proielt.  geraben  ©ebilben,  benn 
man  !ann  in  bem  Präger  ABC  immer  2  fottineäre  ebene  ©etoebe 
anneljmen,  bie  bie  3  ^nn'fte  ABC  entf^red)enb  gemein  1:)abtn,  nnb 
für  toeldje  p  nnb  pi  entf^red)enbe  ©erabe  barfteHen. 

5>erfolgen  toir  nnn  in  23ejng  anf  2  follineäre  ränml  ©i)fteme 
R  n.  Ri  benfelben  ©ang,  inbem  toir  jnerft  nnterfnc^en,  toeld)e  ^nnfte 
baben  bie  ©igenfc^aft,  ba^  fie  mit  il)ren  entf^)red)enben  ©erabe  be- 
ftimmen,  bie  bnrd)  einen  feften  ^^nnlt  M  ge'^en. 

®an^  toie  bei  ber  fo  zhen  für  tbtm  @e\Debe  bnrc^gefü^rten 
llnterfnd^nng  erl)dlt  man  anc^  l)ier,  ba§  atte  fraglid)en  ^^nn!te  afö 
Elemente  oon  Ri  betrachtet  mit  M  in  einer  Änroe  III  liegen,  bie 
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auc^  biitc^  ben  bem  M  enti^rei^enben  ^unlt  Mi  Cief)t.  Segt  man 
aile  fünfte  einer  (g&ene  M ,  bte  !ein  ftd)  felbft  entf^rec^enbe^  ©le^ 
ment  i)on  R  nnb  Rj  entl)att,  eltier  ä{)nlid)en  53etrad)tnn(5  ^n  ©rnnbe, 
fo  erijält  man  eineti  i)oGftänbtc^en  HeBerblid:  üter  bte  c^egenfeittgen 
fiagen^oerljältniffe  entf:pred)enber  fünfte,  ba  iebe  jold)e  aSerbinbung^^^ 
ttnie  bnrc^  einen  ^^nnft  i)on  E  gefien  mn§. 

6ämmtlid)e  Änrbenlll,  tx»eld)emanfür  bte  \)erfd)tebenen  ^nntte 
bet  ebene  E  er{)ält,  I)aben  äffe  ^:piin!te  entf:pred)enb  gemein,  \t3eld)e 
ben  beiben  ränml  (5t)[temen  entj^predjenb  gemein  finb,  an[3er:^alb  ber 
E  fönnen  leine  2  noä)  einen  ^^nn!t  gemein  f)aben,  benn  Ijätten  2 
Ä^nri^en  III,  bie  man  fiir  bte  beiben  ^nnlte  Q  nnb  R  in  E  erf)ält, 
ben  ^:pnnft  S  gemein,  fo  müjste  bem  ^^pitnlte  S  ate  etement  i)onRi, 
]om^  eitt  ^nnö  be^  ©traf)le^  Q  S ,  aU  au^  be^  @tral)le^  R  S 
entf:pred)en,  tt>a^  nnmöglid).  ©agegen  fc^meiben  ftd),  n^enn  E^  bie 
ber  E  entf^red)enbe  @bene  in  Ri  ift,  in  iebem  ^itnfte  ber  ©d)nitt^ 
ünie  i)onEEi  gerabe  bo^p^pelt  fo  oiele  fold)er  ginienlll,  aU  ein  ge^ 
rabe^  ©ebilbe  $nn!te  ettt'^ält,  benn  entf:prid)t  bem  $nn!te  Ti  ber 
©d)nittlinie  at^  Clement  bon  Ri  (oberE])  ber  ^nnft  T  oon  R  ober 
E,  fo  ge'^en  offenbar  alte  Sinien  III,  votlö^jt  man  für  bie  einzelnen 
^nnfteM^on  Tl\  erl)ält,  bnri^  ben  ^nntt  Ti.  2ff(ein  iebe  folc^e 
Sinie  gel)t  an^erbem  nod)  bnrc^  einen  stoeiten  $nn!t  ber  ©c^nitt^^ 
linieEEi,  benn  liegt  ber  ^nnft  M  anf^erl)alb  ber  ©eraben  e,  t^eld)e 
in  E  ber  ©(^nittlinie  EE^  entf:prid)t,  fo  gtebt  e^  nad)  Tix,  48  t)on  M 
au^  anger  TTi  nod)  1  ®traf)l,  n)el(^er  bttrd)  2  entfpred)enbe  -^ttnöe 
oon  EE|  nnb  e  gel)t,  xtnb  biefer  ©tra^l  fd)neibet  battn  offenbar  bie 
BEi  in  bem  fraglid)en  ^nnfte;  liegt  aber  M  b,  l).  T  in  ber  ©eraben 
e,  fo  liegt  an^er  T^  offettbar  immer  anä)  ber  ©d)nitt^itn!t  oon  EEi 
unb  e  in  ber  fraglid)en  Änroe  III,  itnb  babet  ift  an^  bent  gefitljrten 
Sett^ei^  felbft  noä)  o^nelDeitere^  !lar,  ba§  e^^  I)infic^tli(^  ber  beiben  er^ 
toä^nten©(^nitt:pnn!te,  bie  eine  folc^e  Änroe  III  mit  EEi  gemein  l)at, 
gar  feine  Sef^rdnlnng  giebt,  ber  2(rt,  ba§  jebe^  beliebige  ^aar  Tj  U 
immer  gerabe  auä)  in  einer  fol(^en  Sinie  liegen  mu^f  ober  mit  anbern 
SBorten,  ba^  ^^  nnter  betn  ©tjftem  oon  Sinien  III,  ii^elc^e  bnrc^  ben  f eften 
$nn!t  Ti  t)on  EE^  gel)en,  immer  gerabe  eine  geben  mn§,  bte  bnrd) 
ben  gan^  beliebig  angenommenen  2ten  ^$itn!t  ü  oon  EEi  ge()t. 
§ieran^  ergtebt  fid)  nnn  ber  tnerltoürbige  ©afe:  OTe  Änrbenlll, 
miä)z  bnrc^  4  fefte  ^mlk  AB  CD  gelten,   nnb  eine  ©erabe  p, 
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tt)el^e  mit  Mnm  2  iener  4  ^mtk  in  1  &mt  liegt,  in  2  fünften 
f(i)netbert,  befttmmen  burc^  tl^re  ©(|nttt!pun!te,  bte  fie  aufeerbetn  no^ 
mit  einem  Beliebigen  ^aare  t)on  (&Unzn  EEi,  bte  burc^  p  ge'^en, 
gemein  l)aBen,  2  ^projeft.  eBene  ©en^eBe;  benn  man  fann  immer  2 
ranml  ®i)fteme  fo  (oHineär  anf  einanber  Bejiel^en,  ba§  fie  bie 
fünfte  ABCD  entj:prec^enb  ö^ntein  ^aBen,  unb  ber  E  bie  Ei  ent- 
f^ti(^t.  (Die  Sebinpng,  ba§  p  ntd)t  mit  2  ber  4  gegeBenen  ^nnfc 
Un  in  1  6Bene  liegen  bürfen,  ift  be^njegen  nütl)tx)enbig ;  wil  fünft 
gegen  bie  9}oran^fe^nng  bie  ©(^nittlinie  EE^  ober  p  einen  ent^ 
f)3re(^enb  gemeinfamen  ^nnü  l)aBen  ti^ürben), 

Wan  !ann  axiäj  t)on  biefem  allgemeinen  ©a|e  fo  ju  fagen 
einen  Ztjeil  aBgefonbert  für  fid^  Betrachten  unb  att  ©a^  l^inftellen: 
fo  ift  au§  bem  oBigen  ^n  erlennen,  ba§  aEe  Äurt^en  III,  toelc^e 
bie  EEi  in  bem  ©(^nitt:pun!te  tjon  EEi  unb  e  fd^neiben,  au^erbem 
mit  ber  (gBene  E  noc^  2  entfpre(^enbe  ^un!te  (TiT)  \)on  EEi  unb 
e  gemein  lEiaBen,  biefe^  filiert  nun  ju  Um  ©a^e: 

SBä^lt  man  auf  einer  ßinie  III K  5  Beliebige  fßunfte  ABCDE 
unb  jtel)t  man  burc^  einen  berfelben  2  ©erabe  (ee^)  nac^  2  Belie^ 
Btgen  neuen  fünften  'oon  K,  fo  fc^neiben  alle  Äuroen  III,  mlä)z 
buxäj  ABCDE  gel)en,  unb  bie  e  f($neiben  aud)  bie  e^,  unb  jtoar 
ftnb  burc^  biefe  ®(^nitt))un!te  e  u.  ei  :proj[e!t.  auf  einanber  Belogen. 

3nbem  \m  fotoo^^l  bie  reci:profen  Säfee  ber  legten  ©nttoitfs 
tung,  aU  auc^  bie  Unterfu($ung ,  toel(^eI@erabe  mit  il^ren  entf^5re= 
i^enben  in  1  ©Bene  liegen,  ^ier  unerörtert  Bei  ©eite  laffen,  tt^enben 
it)ir  un^  nun  ju  ber  toi(^tigen  'Unterfud)ung  ber  int)olut.  S3ejie^ung 
2er  räumt  ©^fteme. 

154.  @ntf:pric^t  in  2  follinedren  rauml  ©^ftemen  E  u.  Ri 
bem  ^un!t  A  ber  "^^mÜ  Ai ,  fo  toirb  im  SlÖgemeinen  bem  ^unft 
Ai  ate  einem  ©lemente  i)on  ß  ein  i^on  A  i)erfc^iebene^  (glement  A^ 
bon  Ri  entf:pre(ä)en.  @ntf:pre(^en  jebO(^  in  einem  Befonbern  ^alte 
loirÖid^  bie  fünfte  A  unb  A^  einanber  gegenfeitig  ober  aBtoei^^ 
felnb,  fo  ift  AAi  eine  entf:pre(^enb  gemeinfame  ©erabe  Beiber 
©^fteme  unb  babei  tn^olute 

Sritt  biefer  galt  Bei  3  paaren  entf:pre(^enber  ^unlte  AAi 
BBi  OOi,  bie  ni(f)t  alle  in  berfelBen  (Sbene  liegen,  ein,  fo  tritt  er 
Bei  iebem  5paare  ein,  unb  man  nennt  hm  ^nUo,n\\  2er  berartig 
!oIlineärer  rauml  ©^fteme  ein  inoolut  räumt  ©Aftern. 
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Stegen,  um  btefe^  ju  KJett)eifen,  2  ^aare  ber  ernannten  3  g.  33» 
AAi  unb  BBi  in  1  ©bene,  fo  ift  btefe  eine  \xdi)  fetb[t  entf:pre(^enbe 
ßbene,  unb  jwar  bilbet  fie  ein  int)olut.  ebenei^  ®ett)ebe,  beffen  Zen- 
trum (^ntiolution^centrum)  S  unb  beffen  Sl^e  (^ni^olution^a^'e)  p 
fein  möge,  bie  fi(^  felbft  entf:pre(^enbe  ©erabe  CCi  mu§  fie  nun 
not^ti^enbig  in  1  fi(^  fetbft  entf:pred)enben  'i^mtU  fi^neiben  *),  unb 
ei3  fonnen  ba^er  2  gäße  eintreten,  entiDeber  get)t  nämlic^  bie  CCi 
bur(|  ba^  (Sentrum  S,  ober  fie  ge§t  burd^  einen  $unft  ber  2l^e  p; 
finbet  ba^  erfte  ©tatt,  fo  finb  SA  SB  SC  3  ini^olut.  ©tral^len  m 
@tral}tenbünbe][)g  S  bie  nic^t  in  1  (ätene  liegen,  unb  finb  Si  S^  S3 
il)re  3  i)on  S  i^erf (^iebenen  2ten  Orbnung^elemente,  fo  fteßt  offenbar 
iebei3  ber  3  tUmn  ©etxiebe  SSiS^  SS^Sg  SS2S3  ein  inüotut  ©Aftern 
bar,  bereu  3  ^erf^eW,  ^n  S^Sg  S^Ss  S2S3  finb;  ba^  ebene  @e. 
ml^  S1S2S3  l^at  bal)er  alle  feine  fünfte  entf:prec^enb  gemein,  bie 
räuml  ©^fteme  finb  ptx\)(iät  unb  je  2  burd^  ba^  :perf:pe!t,  gentrum 
S  unb  bie  gbene  SiS2S3  l^armonifd^  getrennte  spunfte  entf:pre(^en 
einanber  a5toe(^felnb  (naä)  SRr.  149  c))  to,  j,  h.  ä>. 

®ti)t  bagegen  CCi  hmä)  einen  spunft  ber  :perf:peft  2l;ce  p, 
fo  fteüt  pC  eine  entf:pre(^enb  gemeinfame  @bene  bar,  bie  :perf:pelt. 
ift,  unb  ba  CCi  fid^  aBtt)e(^fetnb  entf:prec§en,  ebenfaCi^  m  iwoolut 
©^ftem  barfteßt,  beffen  2l^e  p  unb  beffen  ©entrum  S^  fein  möge. 
S)a  lebe  föbene  be^  S3üf(^el^  SSi  ein  int^olut.  @en)ebe  mit  ber  3l)ce 
SS-x  ift,  fo  erhält  man  bie  2lrt  ber  fottineären  Se^iel^ung,  toeld^e 
toir  in  150.  lurjtoeg  bie  gef^aart  foltineare  genannt  l^al^en,  ti?obet 
SSi  bai^  2te  entf))re(^enb  gemeinfame  gerabe  ©ebilbe  barfteEt,  unb 
ha  jebe^  ber  3  ^aare  entf^)re(f)enber  fünfte  PPi  QQi  RRi  burc^ 
bie  beiben  ©eraben  p  unb  SS^  l^armonifd^  getrennt  ift,  fo  finbet 
biefe^  na(^  150.  d)  bei  jebem  5ßaar  entf:pre(^enber  ^punfte  Statt. 

Siegen  enbli(^  teine  2  ber  entf:prec^cnben  3  ^punften^paare  in 
1  ©bene,  fo  bilben  AA^  (ober  p)  BB^  (ober  q)  00^  (ober  r)  3 
©tra^^ten  einer  3ftegelf(^aar,  ioelc^e,  ba  pqr  fi(^  felbft  entf:prec^enbe 
©erabe  barftelten,  fid)  felbft  entf:pri(^t  ber  2lrt,  ba|  jeber  Strahl 
ein  entf^prei^enb  gemeinfame^  ©lement  barfteüt.  S)abei  muffen  ben 
8  Seitftral^len  abc,   t^elc^e  burc^  ABC  ge^en,  bie  3  Seitftra^len 


*)  SOßorau^  IviQki^  tx\i^üi^,  ha^  feie  ^af)i  aKer  B  ^aare  entf^rec^en^ 
kr  fünfte  M  hit  gi;cinm9  feer  ^e^ie^ung  bux^m^  ni^t  u>iKfilrIi^  ift. 
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aibiCj  entfpre(^en,  ti^eld^e  burd)  AißiCi  geljen  unb  itmgelet)rt,  fo 
ba§  au($  in  biefem  gaUe  bie  Söal^l  ber  3  ^aare  entf:pre(^enber  fünfte 
bur(^au^  ni^t  ganj  \i)iö!ürlid)  ift.  Sebev  (Sl)enenMj<^el  j.  ®.  p 
ober  q  ober  r,  ber  ju  biefer  Seitfdjaar  aa^.bbi.cci  :perf:pe!t  ift^ 
ift  int)olut.,  unb  ba£)ev  entf:prtd)t  |ebem  ^unlt  im  3^.aum,  ate 
einem  ®i^nitt:punft  3er  ^ibtnm  ^on  3  folc^en  ini)olut,  ©knen- 
Mfd)eln  (pqr)^  ber  '^^^nntt,  in  toeld)em  fic^  bie  3  entf:pre(^enben 
ebenen  berfelkn  ^üfc^el  pqr  fc^neiben,  bo:p:peIt  ober  abtoec^felnb. 

3n  bem  legten  l)ier  be^anbelten  galle  finb  toieber  bie  2  Un^ 
teraWl^etlungen  ju  unterfd^eiben ,  ba^  in  ber  int>olnt.  8eitfd)aar 
aai.bbi^cci  2  Orbnnng^elemente  mn  i)orl}anben  finb  ober  ni(|t. 

©inb  2  Orbnunß^ftraljlen  m  unb  n  oorl)anben,  fo  ift  Jeber 
§pnnft  unb  febe  (£6ene  berfelben  ein  entf^red)enb  gemelnfame^  6le^ 
ment  "oon  R  unbR],  l}at  akr  bie  int)olnt,  Seitfc^aar  aai^bb^  leine 
Drbnung^ftral)len,  fo  giebt  e^  in  ben  beiben  räuml  ©i^ftemen 
über{)au:pt  feinen  5pun!t  unb  feine  ©bene,  bie  beiben  entf))red)enb 
gemein  t^m,  Offenbar  ift  ber  erfte  ber  l^ier  ertoäI}nten  unb  ber 
2te  ber  oben  angefüt)rten  gdffe  ibentifc^. 

155,  8ei  ber  ini^olut.  Se^^ief)ung  2er  rauml  (S^ftemeEu.Ri 
§at  man  baber  I)infid)tüd)  ber  Slnorbnung  entf:pred)enber  (Slemente 
folgenbe  3  Strien  ju  unterf($eiben» 

1)  R  unb  Ri  finb  :perf^e!t,  2)  R  Ri  finb  m^mt  hU 
linear,  3)  R  unb  Ri  ^abtn  gar  fein  ©lement  entf^^red^enb  gemein. 
®ie  beiben  legten  Slrten,  fo  i)erfd)ieben  fie  aud)  auf  ben  erften2ln^ 
blid  ju  fein  fd)einen,  bieten  bod)  einen  ^efentli(^en  llnterf(^ieb  niä)i 
bar,  toejatoegen  in  ber  S^f)at  nur  2  Strien  in^otut,  Se^ietjung  un? 
terfc§ieben  toerben,  nämlid)  1)  bie  ^erf^eft  ini^otut  Sejiel^ung 
unb  2)  bie  gefc^aart  ini)otut.  Sejiel^ung,  it)eld)e  legiere  babei  2  Orb^ 
nung^ftrat)len  ^aben  fann  ober  nid^t, 

(gnif^ridjt  in  einem.  int)olut  räumt,  @t)ftem  ein  (älementarge^ 
bilbe  fi(^  fetbft,  unb  finb  babei  feine  ©lemente  inüotut,  gehaart,  fo 
fagen  toir,  ba^felbe  fei  ein  im  ©l)ftem  entt)altene!§  in^^otut 
©lementargebilbe. 

3n  einem  :perf:peft.  ini)olut.  räumt»  ©l)fteme  fd)neibet  jebe  ®e^ 
rabe,  bie  fi(^  nid)i  felbft  enif:prid)t,  bie  it)r  enif))recbenbe,  unb  jtoar 
in  einem  ^^unfte  ber  :perfpeft.  (Sbene  unb  beibe  ©erabe  liegen  mit 
bem  ^erfpeft  Zentrum  (Sn^otuiion^centrum)  in  1  @bene. 
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3n  einem  gef(^aart  ini^olut.  ®^fteme  o^kU  e^  unenblti^  lotete 
?Paare  entf^rec^enber  ©eraber,  bie  fid)  m(i)t  f($neiben;  tft  umMj 
A  eine  fid^  nic^t  felbft  entjprei^enbe  (SUm,  fo  fi&neibet  fte  bie  i^r 
entf^Htc^enbe  (gkne  Aj  in  einer  ©eraben  a,  bie  fid)  felbft  entf:pTic|t, 
unb  ein  im  ®t)ftem  entl)altene)S  ini)olut.  gerabei^  ©elnlbe  barfteüt; 
entf))rid)t  nnn  bem  fünfte  a  mn  a  ber  ^^nnft  a^,  fo  entf^ric^t 
jeber  ©eraben  ber  ©bene  A  bie  bnri^  a  ge^t,  eine  ©erabe  ber 
(Jbene  Ai  bie  inxä)  ai  Qzt)t,  nnb  jebe^  fold)e  ^aar  !ann  nic^t  in  1 
©bene  liegen,  ^n  einem  :perfpe!t.  in^olnt.  ränml  ©^fteme  giebt  e^ 
2er(ei  Slrten  fi(%  felbft  entf^rei^enber  ©eraber,  nämlii^  1)  ©trat)- 
len  be^  ^^^^Wion^centrnm^,  ti^eld^e  fämmtlid)  S^räger  öon  im  ©ijftem 
entljaltenen  int)olnt.  geraben  ©ebilben  unb  %en  ^on  ©benenbüfc^eln 
barfteEen,  beren  fämmtlic^e  ©lemente  entj>red}enb  gemein  finb,  unb 
2)  ©erabe  ber  ^erf:peft.  @bene,  mlä)^  fämmtlid)e  2t^'en  i)on  im 
Softem  enthaltenen  ini^olut;  gbenenbüjd^eln  unb  S^räger  i)on  gera=^ 
ben  ©ebilben  barftelten,  beren  fämmtli(^e  ^Punfte  entf:fu^ec^enb  ge^ 
mein  finb. 

Sn  einem  gejd)aart  iui^olut,  räumt  ©t)ftem  l)at  man  in  bie^ 
fer  ®eäiel)ung  befonber^  gu  Uaä)tm,  tt)tnn  ba^felbe  2  Drbnung^- 
ftra^len  m  unb  n  l^at,  infoferne  alle  gJunfte  unb  alle  (Sbenen  bie^ 
fer  beiben  ©eraben  entf^rei^enb  gemeinfame  ©lemente  barftellen; 
ftel)t  man  t^on  biefen  beiben  ©eraben  al ,  fo  ift  in  einem  gefd)aart 
inijolut»  räumt  ©t)ftem  jebe  fid)  felbft  jugeorbnete  ©erabe  S^räger 
eineig  im  ©i)ftem  entl)altenen  inbolut  geraben  ©ebilbe^  unb  eine^ 
im  ©Aftern  entl)altenen  inoolut»  (äbenenbüfd^efö. 

@r!lärung,  S)a  foli^e  ©erabe  in  ber  3?olge  eine  tmd)tige 
gtoße  f^ielen,  fo  l)at  man  für  fte  eine  befonbere  Sejeic^nung  ein? 
gefül)rt,  unb  man  nennt  bal)er  in  einem  gefc^aart  int^olut  räumt 
©Aftern  jebe  entf:pred^enb  gemeinfame  ©erabe,  vodd)t  jugleid^  %xa-^ 
ger  eine^  im  ©\)ftem  entl)altenen  ini)olut,  geraben  ©ebilbe^  unb 
2lice  eine§  im  Softem  entl)altenen  int)olut  (5benenbüfd)el^  barftellt, 
einen  8eitftral)l  be^  @t)ftem^, 

156.  Sel)rfa|.  ^n  iebem  gefi^aart  int)olut  räumt  ©^fteme 
giebt  z^  nnmUii)  ^iele  9];egelf (paaren,  beren  fämmtlid)e  ©tral^len 
Seitftrablen  be^  ©^ftem^  finb,  unb  beren  8eitfd)aaren  im  ©Aftern 
entl)altene  inöolut  9tegelfi^aaren  barfteEen. 

@!^  feien  ben  ^punften  abcb  ber  ©eraben  a  bie  4  fünfte 
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aifciqbi  ^on  %  jugeorbnet,  ti^oBet  t)orau6gefefet  tt^ivb,  ha^  a  unb  a^ 
einanber  niä)t  fc^neiben,  atebann  finb  aoi  Mi  cq  bbi  4  ©tral)^ 
ten  einer  ^tegelfc^aar ,  beren  fämmtlt(^e  ©trai)Ien  offenfear  Seit= 
[trauten  be^  ®^[tem^  finb;  ba  nnn  akr  jeber  ©eraben,  ti)el($e 
3  fi(^  fett[t  entf^red)enbe  ©traljlen  (alfo  3  Seit[tral)Ien  be^  ©^^ 
ftenti^)  f(^neibet,  eine  ©erabe  entf:pri(^t,  mlä)t  btefelben  3  Strahlen 
f(^neibet,  fo  entfprii^t  bie  Seitf(^aar  ber  e5en  ernannten  S^tegeljc^aar 
fi(^  jett[t,  unb  ba  bie  kiben  ©tral^len  aai  berfelben  einanber  ah 
t^ei^felnb  entf:pre(^en,  fo  ift  biefe^  6ei  iebem  ^aare  ber  gaU,  b,  t). 
eben  biefe  SKecjelfc^aar  ift  eine  im  ©Aftern  entl^altene  ini)olut.  9ftes 
ßelfc^aar, 

157.  Sel^rfa^,  %n  {ebem  gefi^aart  int)olut  rauml  ©Aftern 
giebt  e^  ferner  unenbli(^  t)iele  im  ©Aftern  entl)altene  int^olut.  9fte^ 
gelf(^aaren,  beren  Seitfc^aaren  nic^t  n?ie  in  bem  eben  bef:pro(%enen 
gaöe  au!8  lauter  Seitftra{)len  be§  ©^ftem^  beftel^en,  fonbern  eben^ 
faC^  im  ©Aftern  ent!)altene  inöolut,  Oflegelfi^aaren  barfteHen. 

Se^^alten  ti^ir  bie  23ejei(^nug  ber  legten  Plummer  bei,  fo  ift 
nad^  yiv.  17  auc^  ab cb  n  Cibiaibi,  ba^er  fteUen  nac^  Ux.  43 
anä)  bie  4  ©eraben  aci  bbi  cai  bb^  4  ©trauten  einer  SRegelfi^aar 
bar.  ©en  4  ©traljlen  aci  bbi  ca^  bbi  entf:prec^en  aber  bie4©tra^^ 
len  aic  bib  qa  b^b,  b.  1^.  biefe  S^egelfd^aar  entf:pri($t  \iä)  felbft, 
unb  ift  babei  ini^olut.;  ba  aber  ferner  ieber  ©eraben,  tt^elc^e  bie 
'3  ©trauten  aci  bbi  cai  f(|neibet,  eine  ©erabe  entf:prec^en  mu§, 
voü^^  bie  3  ©eraben  aiC  bib  Cia  fi^neibet,  b.  I;.  ba  iebem  Seitftra^l 
ber  ertt^ä^nten  ölegelfc^aar  tx)ieber  ein  Seitftral}l  berfelben  entfprec^en 
mu§,  unb  bie  beiben  Seitftral^len  aai  einanber  abttJed^felnb  entf^re^ 
^m,  fo  fteCt  m^  biefe  Seitfc^aar  eine  im  ©^ftem  entljaltene  in^o- 
lut.  9legelf(^aar  bar. 

158.  §at  ein  gefc^aart  ini^olut  räuml©#eme20rbnung^^ 
ftra^len  mn,  fo  f(^neibet  ieber  8eitftrat)l  bej8  ©^ftern^  beibe,  unb 
umgefe^rt,  iebe  ©erabe,  ml^z  bie  beiben  Orbnung^^ftra^len  mn 
fc^neibet,  ift  ein  £eitftra|l  bej^  ©l)ftem^,  bie  ©(^nitt:pun!te  mit  mn 
ftellen  babei  bie  beiben  Orbnung^^unlte  be^  in  bem  Seitftral)l  ent^ 
laltenen  int^olut  geraben  ©ebilbe^g  unb  bie  beiben  ©benen,  tx>el(^e 
m  unb  n  ent!^alten,  bie  Orbnungi^elemente  be^  iuxä)  ben  8eitftral)l 
beftimmten  ini^olut  ©benenbüfd^efö  bar. 

159*  Sefrfal*    §at  ein  gef(^aart  in^olut  xäuml  ©Aftern 
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leine  Orbnungi6ftrai)Ien,  jo  ent^^ält  l^i>^^  eiene  ®etx>ebe  A  unb  ieber 
(Straljlenbünbel  M  gerabe  einen  Seit[tral)l  be^  ©l)ftent^» 

S)enn  entj:pri(^t  ber  (Sbene  A  bie  ©bene  Ai,  jo  ift  bie  ©i^nitt 
linie  AA^  ein  Seitftrat)!,  unb  ebenfo  [teilt  MMi  einen  fo l(J)en  bar, 
wmn  Ml  ber  ^unft  ift,  n^eli^er  ber  M  entf^rtcf)t.  ©aß  aber  in 
einer  föbene  ober  in  einem  ©tra^Ienbünbel  feine  2  Seit[tral)len  be^g 
®t)^Um^  enttjalten  jein  fönnen,  ift  be^t^egen  nnmöglid),  votil  baig 
bur(^  fie  beftimmte  entf^prec^enb  gemeinfame  ebene  @ett)ebe  afö  ein 
ini)olut»  eine  ficE)  felbft  entf:precf)enbe  ©erabe,  b.  ^,  einen  Orbnung^=^ 
ftraf)l  beig  inDoIut,  ©tjftent^  entf)alten  ntü^te. 

160,  Jlad)  bem  Si^Ijerigen  laffen  fi(^  nun  auc^  bie  einfach- 
ften  SJlittel  angeben,  bie  ini)olut  S3ejiel}ung  2er  räumt  ©t)ft  ju 
fi):iren,  benn  f($on  in  3lx.  154  l)at  fi(^  ^erau^geftellt,  baß  bie  29e= 
bingung,  tx^eli^e  erfüllt  fein  muß,  U)enn  2  JoGineäre  räumt  ©^ft 
int)olut,  fein  foHen,  für  bie  gi):irung  ber  93e§tel)ung  felbft  ju  i)iele 
33eftimmung^ftücfe  in  \iä)  entl}ält,  ba  man  nid)t  ju  6  fünften  bie 
entf:pre(^enben  beliebig  anne{)men  !ann, 

©ollen  2  räumt  ©t)fteme  :perf:pe!t,  inoolut.  auf  einanber  be= 
jogen  ttjerben,  fo  brandet  man  nur  ba^  ^erf:peft.  ©entrum  unb  bie  &Um 
ber  :perf))e!t,  23ejie^ung  beliebig  ansuneljmen  unb  2  fünfte  einanber 
entf^rec^enb  nennen,  tx)eld)e  buri^  beibe  :^armonifd)  getrennt  finb, 

©oKen  2  räumt  ©^fteme  gefd)aart  int)oIut,  auf  einanber  bejO:= 
gen  ti^erben,  fo  toaste  man  enttoeber  2  int)o[ut  S^egetf (paaren  aa^, 
bbi ,  cq  unb  ppi .  qqi ,  rr^ ,  i)on  benen  jebe  bie  Seitf(J)aar  ber  an^ 
bem  ift  unb  betrai^te  fie  al^  2  im  ©^ftem  enthaltene  ini)olut»  3te== 
gelfc^aaren,  ober  man  tx)äi)le  eine  inoolut  SRegelfc^aar  dd^ .  ee^ ,  ff ^ 
aU  eine  im  Softem  enthaltene,  bereu  £eitftral)Ien  Imn  fämmtlic^ 
Seitftral^len  be^g  ©t)ftem!8  barftellen  (nad)  91r»  156), 

Sejie^t  man  nämli(^  im  Iften  gälte  bie  räumt  ©tjfteme  fot 
linear  fo  auf  einanber,  baß  ben  ©tra^len  a  ai  b  p  p  iq  bie  ©tral)len 
a^  a  bipi  p  qi  entf:pre(i)en,  fo  finb  bie  ©i)fteme  n)ir!li(^  inoolut 
ba  ieber  ju  einer  ber  beiben  3tegelf(^aaren  :perfpelt,  ($benenbüf(^el 
inbolut,  ift  (i^ergt  ?tr.  154),  unb  ba  bie  entf^^rei^enben  ©eraben 
aai  bbi  ppi  etc.  einanber  ni(^t  fi^neiben,  fo  finb  fie  auc^  gefc^aart 
iui)olut,  toobei  bie  beiben  ini)olut,  3ftegelfd)aaren  im  Softem  ent- 
:^altene  inoolut,  9tegelf(^aaren  finb. 

Saßt  man  aber  im  2ten  gaCe  ben  ©eraben  d  d^  e  1  m  n  bie 

^fftff»  ««ue\:c  (Geometrie,  1^ 
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©eraben  did  eilmn  entf;pre(i)en,  fo  i[t  n^teber  ieber  jur  erften  Öle- 
gelfc^aar  ;perf:pe!t,  (SbenenBüfc^el  mi^olut.,  unb  alfo  bie  ©i)|teme 
ti^trfltc^  unb  jtx)ar  gef($aart  tnöolut.,  ti^obet  bie  ®tral)len  ber  2^it^ 
fi^aar  Imn  S^räc^er  loon  im  ©Aftern  enthaltenen  ini3olut,  c^eraben  ®e^ 
Btiben  unb  (SknenMjc^etn,  aljo  Seitftrafjlen  be^S^ftent)^  barfteüen. 

16L  ?iJian  !ann  nun  no(^  bie  grage  auft^erfen,  tt^ann  ein 
gefd)aart  tni)olut.  ©t)[tem  bei  ben  fo  eben  bef(f)rtebenen  gi^irungi^^^ 
metf)oben  Orbnung^ftra^len  ^at,  unb  ti^ann  md)t 

%üv  bie  2te  ber  angegebenen  ?iKetI)oben  beantwortet  fti^  biefe 
grage  atebalb,  benn  ba  bie  @benenbüf(^el  beren  2l):en  bie  ßeitftra^len 
Imn  bei6  (BXj'ikm^  finb,  beiben  räuml  ©t)[tenten  entf^predjenb  gemeinfam 
finb,  jo  muffen  biefe  ini)otut  (Sbenenbüfi^elOrbnung^etemente  l§aben, 
unb  bamit  biefe^  ber  galt  ift,  mn^  bie  im  ©t)ftem  enthaltene  in^ 
tjolut.  9R;egelf($aar  dd^  .eet  Orbnung^ftraljlen  ^aben,  ^^at  umge- 
!el)rt  biefe  ini^olut  Siegelf i^aar  dd^.eei  bie  Orbnung^ftral^len  st, 
fo  ift  ieber  5ßunft  unb  j;ebe  ©bene  berfelben  ein  entf:prec^enb  ge- 
meinfameiS  ©lement  beiber  räuml  ©^fteme,  b,  l).  fte  felbft  finb  bie 
Orbnung^ftra^len  be^  int)olut,  räuml.  ®t)ftem^, 

3ufa^,  ®  er^eEet  l)ierau!8  jugleii^,  bai3  im  gaKe  ein  ge- 
fd^aart  int)olut.  räuml  ©^ftem  Orbnung^^ftral^len  l^at,  jebe  im  ©i)[tem 
enthaltene  ini^olut,  Siegelf (^aar,  beren  Seitftral)len  fämmtli(^  Seit:= 
ftral)len  be^g  ©ijftem^  finb,  biefe  Orbnung^ftral}len  unter  il^ren  (Ele- 
menten enthalten  mu%.  ^ebe^  ^aar  §ugeorbneter  ©trauten  ift  alfo 
bur(^  bie  C)rbnung§ftral)len  tjarmonifc^  getrennt, 

gür  bie  Ifte  ber  beiben  angetx^anbten  S(Jletl)oben  fül)rt  ber 
eben  betretene  SBeg  nicf)t  jum  3^^^/  ^^  ^^  biefem  ^^alte  feiner  ber 
tni)olul  @benenbüf($el  ein  entf^recf^enb  gemeinfameö  ©runbgebilbe 
barfteUt  §aben  in  biefem  ^^affe  bie  beiben  im  ©i)ftem  entl)altenen 
fni^olut.  Olegelf (paaren  2  Orbnung^ftra^ten  nämlid)  de  unb  st,  fo 
fteKen  offenbar  bie  4  ©cfen  bei3  burc^  fie  gebilbeten  unebenen  4  (5tf^ 
4  entf:pre(^enb  gemeinfame  5ßunftelemente  bar,  unb  ba  offenbar  fei- 
ner biefer  4  ©trauten  felbft  ein  Orbnungi^ftra^l  be^  ©t)ftem6  fein 
fann,  fo  bilben  fie  2  ^aare  ©egenfanten  eine^  S^etraeber^,  t)on 
njelc^em  basS  3te  5ßaar  bie  fraglichen  Orbnung^ftra'i^len  bilbel 

§at  bie  eine  ber  beiben  9legelfd)aaren  2  Orbnung^ftral)len 
de  bie  anbere  nid)t,  fo  fann  fein  ^unft  ein  entf:pre(^enb  gemein^ 
fame^  (Stement  fein,  benn  1)  entl)ält  tx^eber  d  nocE)  e  einen  fold^en 


Hosted  by 


Google 


--    211    — 

'^mtt,  uttb  2)  enthalten  bie  ini)oIut.  @6enenbüj(^el  d  unb  e  feine 
Orbnungi^elemente,  tüe^ti^egen  auc^  lein  aufeerl)alb  d  unb  e  Uegenber 
^un!t  fid)  feftft  jugeorbnet  fein  !ann, 

§aben  enblid)  beibe  SRegeIf($aaten  feine  Orbnung^elementc, 
fo  überzeugt  man  \iä)  auf  nai^fotgenbe  SBeife  bat>on,  ba§  in  biefem 
gaüe  tt)ie  in  bem  juerft  betrat^teten  bajg  ini^olut,  ©Aftern  tt>ir!li(^ 
OrbnungiSftrai)Ien  ^at* 

eine  ebene  beftintntt  mit  ben  beiben  fraglichen  ini^olut.  SRe^ 
gelf(^aaren  2  ini)olut  Äuri)e  II  be^felben  S:rägeria,  beren  ini^olut 
^ejie^ung  ieboc^  im  Slttgemeinen  i^erfc^ieben  fein  tt)irb;  n)äl)lt  man 
bagegen  naä)  5Rr.  75  b.  in  ben  beiben  3iegelf (paaren  bie  beiben 
SBürfe  aai  h\  unb  ppi  qqi  fo,  ba§  fie  :proie!t  finb  unb  aai. 
bbi .  ppi ,  qqi,  je  ein  ^aar  entf:pre(^enber  ©tra^len  barftellen,  fo  lie- 
gen  nai^  5Rr,  71  bie  4  ®(^nttt:punöe  ap  aipi  bq  b^qi  in  einer 
ebene,  b.  ^.  in  einer  ^uri^e  11,  für  tt>elc^e  bie  ini^olut  Sejiel^ung 
in  Sejug  auf  beibe  ölegelf (paaren  biefelbe  ift,  ben  4  ^ßunlten  ap 
aipi  bq  bi  q^  entf^rei^en  bie  4  gjunite  a^pi  ap  biqi  bq  b.  ^. 
biefe®d)nittfuri)e  ift  eine  im©^ftem  entl)altene  int)olut  Äuri)e  II K 
unb  i^r  Sräger  ein  entf:pre(^enb  gemeinfameiS  eiement  beiber  ©etxiebe, 
voa^  blofe  bann  mögli<^  ift,  mnn  Orbnung^ftraI}Ien  ijorl^anben. 

Riebet  leud^tet  nun  atebalb  ein,  ba§  bie  ©erabe  m,  in  t^efe 
(^er  bie  (S^$nitt:punfte  entf:pre(f)enber®tral)len  be^g  int)i3lut.®tral^Ien' 
bilfc^eföll  K,  bie  n)ir  bie  ^ni^oIutiouiSare  be^  inijolut eiemen- 
targebilbe;^  K  nennen  tt^erben  SRr.  74. 4),  ben  einen  Orbnungj^ftra^I  bei^ 
int)oIut  räuml  ©^ftem^  barfteUt,  unb  ba§  ber  ^unlt,  in  bem  fi(^ 
bie  S5erbinbung!^Iinien  entf:pre(^enber  fünfte  ber  inijolut*  Äuri)e  11  K 
fi^neiben,  unb  ben  t^ix  ^n^oluüon^ctntxnm  nennen  tcerben 
?tr.  74. 3),  in  bem  jti^eiten  Orbnungj^ftral^l  n  liegen  muffe. 

gegt  man  bur(^  m  eine  neue  &)mz,  fo  ift  fie  ftet§  S;rager 
eine^  im  Softem  entl)altenen  inijolut»  ebenen  ©etoebejg,  beffen  2l)ce  m 
ift,  unb  beffen  Sentrum  in  n  liegt,  bie  beiben  ini^olut.  SRegelf (^aa= 
reu  li^erben  in  einer  unb  berfelben  im  ©^ftem  entkräftenen  intjolut 
^uroe  II  gef(^nitten,  beren  ^ni^olution^a^e  ebenfaE^  m  ift,  unb 
beren  Sentrum  ebenfalls^  in  n  liegt. 

3e  ein  ^aar  jugeorbneter  ®tral)len  ber  beiben  in^olut.  Sfte^ 
gelfd)aaren,  toerben  bur(^  bie  beiben  £)rbnung^ftral)len  ^armonifd^ 
getrennt. 
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162»  S)te  le^te  ©ntotcHung  ßiebt  un§  abermafö  ein  emfac^e^ 
Mittel  an  bie  §anb,  2  räuml  ©t)[teme  gej(i)aart  ini)olut.  auf  einanber 
ju  bejiel)en.  Wlan  nimmt  nämlicf)  eine  SRegelf[dd)e  al^  entfpred)enb 
gemeinjameg  SlementargeBilbe  beiber  räuml  <BX)]kmz  an,  unb  n)äl}tt 
eine  fie  nid)t  ji^neibenbe  ©erabe  ate  einen  Orbnungj^ftral)!,  SBienun 
in  158.  bie  befonbere  2lrt  ber  int)olut  Sejieljung  ber  3legeljd)aaren  bie 
Orbnung^ftral^len  l)at  finben  laffen,  fo  ift  £)ier  umge!ef)rt  burd)  bie  äCn- 
nal)me  be^  Drbnungs^ftra^le^  bie  ini)olnt  33e5ie^ung  ber  kiben  91eget 
fc^aaren  unb  jomit  bie  ini^olut.  23e^iel)ung  ber  räumt  (St)fteme  fi>nrt, 
inbem  j;ebe®ene,  trselc^e  burd)  benOrbnung^ftratjl  gelegt  itJirb,  bie  JJte- 
gelpc^e  in  einer  ^uri^e  II  fc^neibet,  bie  ber  2lrt  ini^olut.  fein  mu§,  ba§ 
Jener  Qrbnung^ftra^l  il)re  3ni)olution^a^t  bar[tellt,  U)äf)renb  i^x  3ti^ 
t)olution^centrum  einen  ^unft  be^  ^t^eiten  Orbnung^ftral)le^  Beftimmt 

SDie  ^ier  näl^er  betrad)teten  @igenfcE)aften  fommen  ben  kiben 
Orbnung^ftra^len  eine^  gejd)aart  int)olut.  ©t)j"tem§  gegenüber  alten 
im©t)ftem  entl)altenen  ini)olut,  91egeljd)aaren,  bereu  8eitfd)aaren  eben- 
faü^  jold)e  im  ©^ftem  entj^altene  int)olut.  8ftegelfd)aaren  [inb,  ju. 

3Jtan  l)at  l)äufig  ©elegen^eit,  2  jufammenge^örige  in^^olut, 
$Regeljd)aaren  be^^jelben  S^rägeriS  in  nät)ere  23etrad)tung  ju  jiel;en, 
c^ne  ba§  man  ba^  gef(^aart  int)olut.  ©t)ftem  krüdfii^tigt,  ba§  ha^^ 
burd)  fi^iirt  tüerben  fann^  unb  ba  f:pielen  benn  aud)  bie  ©eraben, 
ttjeli^e  ju  il)nen  in  bem  3Serl)ältnifje  [tel)en,  \vk  eg  mn  ben  Orb== 
nung)8ftral)len  be^  baburd)  fi^Hrten  int)olut.  ©t)ftem^  fo  eben  näl)er 
enttt^idelt  tt^urbe,  eine  befonber^  tüid)tige  JtoHe;  für  biefen  §all  l)at 
man  benn  aud)  für  biefe  ©eraben  eine  befonbere  Sejeic^nung  einge=^ 
fül)rt,  inbem  man  fte  5ufammengel)örige  3i^^c>lution)§axen 
ber  beiben  sufammengeljörigen  int^olut»  3legelfd)aaren  nennt 

163.  ^nm  ©c^luffe  feien  nod)  2  S!Ketl)oben  ermähnt,  bie  ge=^ 
fi^aart  ini^olut.  33ejie:^ung  2er  räuml  ©t)fteme  ju  fifmn:  Sßäl^lt 
man  eine  unebene  ^uri)e  III  K  ate  entf:prec6enb  gemeinfame^  @e^ 
bilbe  be^  tui)olut  ©^ftem§  unb  giebt  ju  2en  fünften  ah  t)on  K 
bie  jugeorbneten  aibi  an,  fo  ift  ba^  iui^olut.  ©t)ftem  i^cKfommen 
beftimmt,  benn  bejie^t  man  bie  beiben  in  bem  ini)olut  ©l)ftem  ent- 
lialtenen  räuml  ©^fteme  foüineär  fo  auf  einanber,  ba§  K  ein  ent- 
f:pred§enb  gemeinfame^  ©ebitbe  ift,  unb  ben  3  fünften  abai  ^^n 
K  bie  3  ^un!te  aibia  entl>red)en,  fo  ift  mä)  146.  bie  fottineäre 
Se^iel^ung  t)ollftänbig  fi):irt,   unb  ba  offenbar  je  2  fünfte  t)ün  K 
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einanber  aBt^ec^jelnb  entf:pred)en ,  fo  tft  ba§  räumt  ®t)[tettt  not:^:^ 
tDenbig  ein  int^olut,  imb  jt^ar  ein  ßefc^aart  in^olut.  §at  ba'bei  ba^ 
tnr)olut.  J?uri)enget)tlbe  K  Orbnung^elemente ,  jo  ^at  ba^  tni^olut* 
räumL  ©Aftern  Orbnun^^§[tra£)len,  \t)eld&e  ber  K  in  tl)ren  Orbnung^=^ 
elementen  ftcf)  anjd^miegen. 

aBät)It  man  enblid)  2  ©tratjlen  mn  al^  bte  Orbnung^ftral)^ 
ien  etne^  ini)oIut.  räumt  (5l)|tem^,  fo  i[t  befjen  Segieljung  au(^ 
i^oHftänbiß  ftprt,  benn  jebe  ©erabe  bie  m  nnb  n  fd)neibet,  i[t  ein 
Seit[tral)l  be^S  ©l)[tem§  nnb  je  2  5ßnnfte  eine^g  Seitftrai)fö,  bie  burc^ 
m  nnb  n  f)armonif(^  (getrennt  finb,  [inb  einanber  juc^eorbnet» 

SKir  ti^enben  un^  nun  nocE)  pr  nal)eren  33etrac£)tun(^  ber  reci= 
:prü!cn  -Se^^iel^nng  2er  räumt  ©^[teme,  inbem  ii)ir  bie  frühere  all^ 
gemeine  (Sntoicflung  i)on  3^r.  81  afö  ©runblage  benüijen,  ober  i)iel= 
me^r  an  fie  an!nü:pfen. 

164.  Sßelc^es^  ®efe^  t)efolgen  biejenigen  $un!telemente,  ml^t 
in  i{)ren  entj:pred)enben  ©enen  liegen*  Siegt  ber  ^unft  a  t)on  R  in 
ber  if)m  entj:pred)enben  ©tene  A  oon  U^,  fo  mu^  nott)ti^enbig  and) 
ber  ^unft  ai,  toeld)er  ber  (Skne  A  al^  ©lement  i^on  R  entf^rid)t 
in  biefer  @bene  liegen,  nnb  e^  !önnen  folgenbe  2  gäUe  eintreten, 
entn^eber  a  nnb  ai  falfen  in  1  "^nntt  ^nfammen,  b.  I).  bie  ©lemente 
a  nnb  A  entf^rec^en  einanber  in  bo^:peltem  ©inne ,  ober  a  unb  ai 
finb  2  oerfc^iebene  5ßun!te.  2Sir  laffen  ben  erften  ^ad  einftioeilen 
unkrüdfic^tigt  unb  ioenben  un^g  ber  näheren  Betrachtung  be^  2ten  p. 
S)em  in  A  entljaltenen  ©trat)lenl)üf(^el  a  oon  R  entf^rid)t 
ber  in  A  gelegene  ©tra{)lenbüf(^el  Oi  i)on  Ri  ber  2lrt,  bafe  aHen 
?ßnn!ten  eine^  ©tral)Ie^  oon  a  alle  (Sbenen  be^  entf:pre(%enben 
©traljle^  i)on  a^  entf^rec^en;  bem  ©c^nittpun'fte  2er  entf:pred)enber 
©tra^len  aai,  aU  Clement  betber  räumt  ©l)fteme  l)etrad)tet,  ent^^ 
f:precf)en  bal)er  2  ©tenen  ber  Beiben  93ilfd)el  a^  nnb  a,  b,  l^/2©be:^ 
nen,  bie  ebenfaEi^  bie  eigenfd)aft  befi^en,  ba§  fie  il}ren  entf:prec^en^ 
ben  ^unlt  in  fid)  entl)alten,  oljue  ba§  er  iljmn  in  bo^p^eltem  ©inne 
entf:prä(^e.  S)a  nun  aber  bie  beiben  entf:pred)enben  ©tral)lenbüf(^el 
a  unb  ai  ^projelt  finb,  fo  liegen  bie  ©d)nitt:pun!te  entf:pre(^enber 
©traljlen  entWeber  in  einer  Äuroe  II,  ober  fie  bilben  ba^  ©Aftern 
2er  ©eraben,  ti^orau^  folgenber  ©afe  fid)  ergiebt. 

©nt^ält  eine  ©bene  ben  i^r  entf^prei^enben  ^un!t  in  ft(^, 
ol)ne  ba§  er  il^r  in  bo:p)5eltem  ©inne  entf^präc^e,   fo  liegen  in  ber^ 
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\zWx^  ©fcene  \id^  entoeber  fatntntlic^e  5pun!te  einer  ^mu  II  K, 
ober  jätnmtltc^e  fünfte  2er  ©eraben  a  unb  p ,  benen  biefelbe  @tgen== 
fi^aft  plommt,  ba§  fte  1)  tl^ren  entf:pre(^enbett  ^un!t  in  [tc^  ent= 
Ratten  unb  2)  (xl^  (Slement  Don  R  einen  anbern  $nn!t  atö  entf:pre:= 
(i^enben  ^aten  benn  ol^  ©lement  i)on  Ri. 

Segt  man  bnrc^  eine  ber  Reiben  ©eraben  p  ober  a  eine  ©"bene, 
fo  folgt  ganj  anf  biejelBe  2Beife  tme  in  bem  eben  gefül^rten  aSettiei^, 
ba§  in  il)r  [tet§  noc^  eine  2te  ©erabe  liegen  mii[fe,  beren  jdmmt= 
lid&e  $nn!te  in  i^ren  entj:pre(J^enben  ©Irenen  liegen;  legt  man  aber 
bnr(^  2  $nn!te  t)on  K  ober  i)on  a  nnb  p  eine  (gbene,  n)eld)e  bie 
tl§r  entj:pre(^enben  ^nnlte  vXä)i  in  ft($  entptt,  fo  erjengt  biefette 
bnrc^  ben  ©(^nitt  mit  bem  i^r  entf:prec^enben  ©tra^^lenbünbel  ein 
reci:profeö  ebeneia  ©etr^ebe,  für  ti^eli^ejS  offenbar  ber  2te  in  9^r.  93 
6etrad)tete  gall  eintritt,  ba§  fämmtlicf)e  $un!te  einer  Äuroe  II  in 
ben  i^r  entf:prec^enben  ©eraben  liegen,  SebenÖ  man  nun,  ba§  aGe 
$punlte  biefeia  ebenen  reci:proIen  ©elt)ebe^,  bie  in  il)ren  entfpre(^en=' 
ben  ©eraben  liegen  ate  (Elemente  bei^  räumt  reci))ro!en  ©'QftemS 
in  i^ren  entf^prec^enben  ©benen  liegen,  fo  erl)ält  man  ben  ©afe: 

§aben2reci;pro!eraumL@^fteme  einen  einzigen  ^un!t,  ber  in  . 
feiner  entf:prec^enben  @bene  liegt,  ol^ne  il)r  jebod)  in  bo:ppeltem  ©inne 
ju  entf))rec^en,  fo  l^aben  aCe  ^unlte  einer  glä(f)e  II  F  bie  ©igen- 
f(^aft,  ba§  fie  aüe  in  ben  il)nen  entf:pre(i)enben  &txizn  liegen,  babei 
muffen  biefe  5pun!te  im  2lllgemeinen  ie  2  oerfc^iebenen  bur(^  fie 
ge^enben  ©benen,  unb  jebe  folc^e  ©bene  im  SlKgemeinen  2  t)erf(^ie= 
benen  in  i^r  entl^altenen  ^punlten  entf:pre(^en,  infoferne  nac^  9lr,  93 
in  einem  ebenen  reci^rolen  ©etoebe  im  Sittgemeinen  gerabe  2en  "^mih 
ten  ber  Äurt^e  II,  beren  ^unlte  fämmtlic^  in  ben  il}nen  entf:pre' 
^enben  ©eraben  liegen,  bie  ©igenfd)aft  julommt,  ba§  fie  berfelben 
©eraben  in  bo;p;peltem  ©inne  entf:pre(^en,  unb  alfo  auci)  für  unfer 
räumt  ©t)ftem  in  einer  ©bene  ebenfatt^  nur  2en  ^unlten  biefe 
©igenf(^aft  julommen  fann. 

SDie  reci;profe  ©ntti^i^lung  giebt  ganj  auf  biefelbe  SBeife:  ^a^ 
ben  2  reci))roIe  räumt  ©^fteme  eine  einzige  ©bene,  tx^elc^e  burc^  ben 
\))x  entf;pre($enben  ^un!t  gel^t,  o^ne  ba§  fie  bemfelben  in  bo:p^elter 
Steife  entfprid^t,  fo  ^aben  atte  iSerü^rung)8ebenen  einer  2ten  glä(^e 
II  Fl  bie  ©igenfc^aft,  bafe  fie  atte  burd^  bie  il)nen  entf:prec^enben 
^punlte  ö^^^^/    ^^^^i  i^  Slögemeinen  biefe  ©benen  afö  ©lemente 
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ber  Reiben  räunil  @l)fteme  Mxaä)kt  Je  2  i;)erf(^tebenen  in  il^tien  ent- 
l)altenen  ^^unfteri  entj:pre(^en.  ©aki  ift  einleui^tenb ,  bafe  biefe 
kiben  gläd)en  II,  P  unb  Fi,  einanber  entjiprec^en. 

Bufa|.  ©tefe  g;lä(^e  II  F  famt  in  ba^  ©Aftern  2er  ebzmn 
@ett)el^e  überc^el}en,  benn  enti>ri(^t  bie  ©erabe  a  ft(^  feftft,  fo  liegt 
in  jeber  (Sbene  beö  @feenenMfd)eÖ  a  je  no(^  eine  ©erabe,  tt)el(^er 
bie  ©igenfc^aft  ^ulommt,  baf3  il)re  fdmmtlic^en  3ßun!te  in  ben  il^nen 
ent|))red)enben  ©eraben  liegen,  unb  :§in[t(^tlid)  biefe^  ®t)ftemig  'oon 
©eraben  !ßnnen  nun  2  galle  eintreten,  entn)eber  fie  liegen  fämmt^^ 
04  i^  1  fö^ene,  ober  fie  bilben  eine  Slegelpc^e,  tx>ie  fic^  biefe^S 
barau^  ergiebt,  ba§  in  jeber  ©bene  bie  il)ren  jugeorbneten  ^un!t 
nid}t  in  fid)  entl)alt,  mä}  91r.  93  enttx)eber  aKe  fünfte  einer 
Amte  n,  ober  aUe  ^unKe  2er,  ober  1  ©eraben  fein  muffen,  ioenn 
toie  I)ier  überljau^t  bei  einem  e^  ber  gaö  ift  *).  Siegen  bie  ®era== 
ben  alle  in  1  ©bene  E,  fo  entf^ri(^t  biefer  föbene  berfelbe  in  tl)r 
aber  au^erl^alb  a  liegenbe  ^unft  P  in  bo:p:peltem  Sinne,  unb  P 
bitbet  ben  9Jiittel:pun!t  eine^  ©tral)lenbüf(^efö ,  beffen  fämmtlt(^e 
©traljlen  fi(^  felbft  jugeorbnet  finb,  legt  man  nun  burd^  einen  fot 
äjen  ©tral)l  eine  neue  &em  Ei,  fo  liegt  in  i^r  noä)  eine  2te  ©e- 
rabe,  bereu  fämmtlic^e  fünfte  in  iljren  jugeorbneten*"^)  ©eraben  lie-- 
gen,  biefe  ©erabe  fi^neibet  bie  a  unb  bilbet  mit  it)r  eine  2te  (äbene, 
bereu  fämmtltd)en  3ßun!ten  eben  biefe  (gigenf(^aft  julommt» 

SBir  toerben  unten  in  165.  B  auf  biefen  gatt  jurücf  !ommen. 

165.  Sei  ber  testen  ©nt^idlung  gingen  ioir  t)on  ber  S5or=^ 
au0fe|ung  au^ ,  ba§  ber  'i^nnü  a  feiner  ©bene  A  nid)t  in  bo:p:pel=^ 
tem  ©inne  entf^rid)t.  SBenben  toir  im^  nun  biefer  ©eite  ber 
ißetrac^tung  ju  unb  ftellen  un^  ganj  2lllgemein  bie  grage,   toeld^e 


*)  S)a6  bte  fvagltdjen  ©evaben  nid}t  in  einer  ^egelfläd^e  liefen  formen, 
ergiebt  bk  emfad}fte  33etrad)tun(]. 

**)  ©tatt  beö  2[öorte«  „entjpred)eube"  (S'Iemente  k.  tt?erben  wix  tyo^t 
aud^  ha^  2öott  „sugeotbnet"  in  5.1ntx)enbuncj  Winc^zn  unb  ivoax  mxhtn  'wix  biefe 
^eseid)nnng  Befonber^  bei  foId)en  :proieft,  @ebilben  aniDenben,  'wd^t  in  bem= 
felben  'Präger  enthalten  finb,  nnb  ba^er  cjleidjfam  ala  ein  ^ufammengefe^te^ 
(Sebitbe  an^ufe^en  finb,  alfo  Bei  inDoIut  ©runbgeBilben  unh  (5-lementargeBtIben, 
i'eciprofen  ©t)ftemen,  ?polarfi)ftemen  unh  3f^uEft)ftemen- 
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$unftelemente  einei^  rect:pro!en  räuml  ©i)ftetn^  !önnen  ti)ren  ent=^ 
)jre(i)enben  ©I)enen  in  bo^:peltem  ©intte  entf:pred)en» 

S)en!en  tt)tr  xtn^  leben  ^^un!t  beiS  3^autne^  gleic^fam  bo:p:pelt, 
fcetrac^ten  voix  i^n  nämltd^ ,  foti^ot)!  afö  eiement  i)on  R  afö  aucE) 
afö  (SIement  i)on  Ri ,  fo  Btlben  bte  entf^rei^enben  ©Benen  i)on  Ri 
unb  R  2  ju  einanber  fcllin,  räumt  ©t)fteme  unb  offenbar  befttmtnen 
fdmmtlt(^e  Elemente,  njelc^e  biefe  betben  fottin.  räumt  ©l)fteme  ent- 
f:pre(^enb  gemein  lf)aben,  foI($e  (Stemente,  ti)el(i)e  il)ren  entf^re(^en== 
ben  in  bo:p:peItem  ©tnne  entf:pred)en ,  jo  ba§  unfre  {e|ige  Xlnter== 
fu(^ung  auf  bte  ber  ?lr.  148  surüögefü^rt  t[t. 

(g^  Ißnnen  ba'^er  bie  nac^folgenben  gäüe  eintreten: 

A.  S)ie  beiben  !oEin,  räumt  ©t)fteme  f^abzn  aKe  Elemente  ent^^ 
f:pre(^enb  gemein,  unb  e^  entf:pri(^t  bal)er  Jebeg  ©lement  beig  reci^r. 
räumi,  ©t)ftem!8  feinem  ©lemtnt  in  bo^p^eltem  ©inne.  Sie  ©l)fteme  t^er- 
ben  in  biefem  ^?alle  inüolut,  genannt,  ein  gall,  ber  al^  ber 
ti^eitau!^  \t)i(%tig[te  unten  Befonber^  6etrad)tet  "roerben  mu^. 

B.  ©ie  Reiben  follineären  räumt  ©t)fteme  finb  :perf^e!t»  ^n 
Reiben  reci:pr«  räumt  ©^fteme  entf:pred)en  in  biefem  gaHe  aEen  ?ßun!te 
unb  ®tral)lenelementen  eine^  ebenen  (Seti^ebe^  aGe  (gbenen  unb 
©tral^Ienelemente  eine^^  ©tral)lenbünbefö  in  bo^^peltem  ©inne, 

&  finb  ^ier  bie  2  pEe  ju  unterf (Reiben,  baß  ba^  Zentrum 
S  ber  :perf:peft,  33ejiel)ung  ber  !oHineären  räumt  ©l)fteme  in  bem  ent== 
f:pre(^enb  gemeinfamen  ebenen  ©ett^ebe  E  berfelben  liegt,  ober  ba^ 
biefem  niä^t  ber  gall  ift.  S)er  2te  gaU  ift  burc^  bie  Sftatur  ber 
reci^ro!en  a3ejiel)ung  felbft  au^^gefc^loffen,  benn  ba  in  biefem  §at(e 
jeber  ($benenbüf(i)el,  beffen  2l)ce  in  E  liegt,  ju  bem  ifim  in  bo^= 
:peltem  ©inne  entf^prei^enben  geraben  ©ebilbe  be^  ©tral)lenbüfcE)el  S 
tni)oIut,  ift,  fo  entf^rid)t  jebe  (Sbene  eine;^  foId)en  6benenbüf($elg 
alfo  über^au:pt  Jebe  ©bene  bemfelben  fünfte  in  boipipeltem  ©inne, 
b»  )).  t^  mu§  unter  biefer  SSorau^fe^ung  immer  ber  galt  A  ein= 
treten» 

SßaiS  nun  ben  Iften  pK  betrifft,  fo  möge  folgenbes^  erläu^ 
ternb  beigefügt  n)erben:  ©inb  ABN  3  fünfte  ber@eraben  p  unb 
CDCiDiS  5  ^unöe  ber  ©eraben  q,  \v^ld)^  bie  p  nid^t  fc^neibet,  unb 
beftimmt  man  bie  reci:pr.  SSejie^ung  ber  räumt  ©l)fteme  baburd),  ba§ 
ben  fünften  AB  CD  unb  einem  ^un!t  bon  SN  ber  toeber  in  p 
nO(J^  in  q  liegt,  bie  (Sbenen  qA  qB  pCi  pD^  unb  eine  burc^  SN 
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ge^enbe  ©Bette  entf:pn(^t,  fo  entf:pre4)en  cffenbar  äße  ^iitilte  i)on 
p  unb  nod^  S  benfelben  inxä)  fte  3ef)enben  ©betten  itt  bo:p:peItettt 
©itttt  itnb  aufeerbettt  liegt  -j;eber  ^utt!t  ber  ©bette  pS  itt  eitter  bur(^ 
i^tt  get)etibett  ©bette  beig  (Stra!)lettbüttbefö  S;  t^  fittb  aber  ^iebei 
ttmt  folgettbe  2  gälle  ju  uttterj(f)eibett:  e^  giebt  auger  S  itt  q  !ei^ 
ttett  2tett  $utt!t,  ber  berjelbett  buri^  i!)tt  ge^ettbett  ©bette  itt  bo^^^ 
:peltettt  ©itttt  etttj:pri(^t ,  ober  ejggiebt  eittett  jold^ett  2tett  ^utt!t  T 
fo  bef(^affett,  bag  bettt  ^uttfte  T,  aU  ©letttettte  beiber  rautttl  ®i)ftettte, 
biefelbe  ©bette  pT  etttf:prid)t  ^m  2tett  gaüe  Jtttf^rec^eit  aüett 
^^uttften  i)Ott  p  uttb  ttO(^  bettt  S  unb  T  biejelben  burc^  fte  ge^en- 
ben  ©benen  in  bo^^peltetn  ©inn  aber  fonft  !einetn  5Uun!te,  augerbem 
fommt  allen  fünften  ber  beiben  ©benen  pS  unb  pT  bie  ©igen^ 
iu,  bag  fie  in  ben  i^nen  entf:pred)enben  ©benen  liegen  (i^ergl 
9^r,  164);  int  Iften  gaE  l^aben  bie  entfpred)enben  ©letnenten^aare 
bie  oben  ern^ä^nte  Sage ,  bag  alle  5ßunfte  ber  ©bene  p  S  ben  burc^ 
fte  gel^enben  ©benen,  unb  ebenfo  aCe  ©benen  h^^  (Stral)lenbünbete 
S  ben  in  il^nen  enthaltenen  fünften  in  bo:p:peltem  ©inne  entf:pre' 
c^en,  "wa^  aM  35erglei(^ung  ber  ?lr,  93  atebalb  fic^  ergiebt,  ttienn 
man  ein  ^bm^^  @etx)ebe  E  unb  feinen  ©($nitt  mit  bem  enf;pre(^en= 
ben  ©tral)lenbünbel  betrai^tet,  man  erl)ält  baburi^  ein  reci:pr.  ebenes^ 
©ett^ebe  in  E,  für  toel(i)e^  ber  gaö  1  in  3lx.  93  eintritt;  ba^  bor^ 
tige  p  ift  ^ier  bie  ©d)nittlinie  i)on  E  unb  pS  unb  h(x§>  bortige  P 
liegt  l)ier  in  bemienigen  ©traljle  oon  S,  ber  ber  fo  tben  bezeichneten 
©(^nittlinie  in  bo|):peltem  ©inne  etatf:pric^t. 

C.  S)ie  beiben  lottineären  räuml  ©t)ftetne  l^aben  fämmtlic^e 
fünfte  unb  ©benen  i)on'2  einanber  ni(^t  fi^neibenben  ©eraben  getnein, 
b.  l),  in  beiben  reci^pr,  räumt  ©^ftemen  entf:pred)en  fätttmtlic^en  ^ttnften 
2er  ftc^  nic^t  fcf)neibenber  geraber  ©ebilbe  bereu  ©benen  in  bo;p^ 
geltem  ©inne,  tt^obei  jugleid)  erljeüet,  ba§  bie  "äx^n  ber  ©benen== 
büf(i)el  unb  bie  &äger  ber  entf^rec£)enben  geraben  ©ebilbe  in  bie:^ 
felben  2  ©eraben  p  unb  q  jufammenfaEen  muffen,  tt^enn  nic^t 
n^ieber  ber  %aU  A  eintreten  foü.  ^n  Sejug  aitf  jeben  biefer  beiben 
©benenbüf(^el  p  ober  q  l^at  tnan  nun  ju  unterfc^eiben,  ob  er  mit 
bem  il)m  entf:pre(^enben  geraben  ©ebilbe  q  ober  p  :perf^e!t,  ober 
ob  er  mit  it)m  inoolut.  liegt,  ^orau^  für  biefen  gaE  C  ftc^  3 
Unterabt^eilungen  ergeben  nämlici)  1)  beibe  ©benenbüf(^el  finb 
tzn  i^nen  entf))red)enben   geraben  ©ebilben  ))erfpe!t     ^n  biefem 
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gaKe  ift  {ebe  ©erabe,  tDcld^e  bie  beiben  ©tral)len  p  unb  q  fcf)neibet, 
ficf)  feftft  äU(^eorbnet,  jo  baß-iebem  fünfte  einer  ieben  foM)en  @e^ 
raben,  alfo  ül)erl)au:pt  iebem  fünfte  be^  D^aumejg,  eine  bmä)  ii)n 
ße^enbe  (gbene  jugeorbnet  ift.  S)ie[e^  !ann  aber  nur  bann  ber 
gall  fein,  \Denn  feber  ^unÖ  feiner  ©bene  in  bo^:peltem  (Sinne  ent- 
f^rii^t,  ba  na(i)  5Jtr.  164  in  einer  (Sbene,  n)eld)er  2  ^»erfc^iebene  in 
il)r  entl)altene  fünfte  entf:pre(^en  nur  bem  ^^unfte  einer  Stnxx>^  II 
ober  2er  ©eraben  bie  (gi^eufdiaft  juf ommt ,  baj3  il)re  jugeorbneten 
(Sbenen  burc^  fie»gel)en.  £)iefer  Ifte  gaK  geljört  alfo  unter  A  unb 
tt)ir  tt)erben  il;n  it)eiter  unten  unter  ber  Sejeic^nuna  eine^  3^ull^ 
ft)ftem!6  au^fül)rtid)er  ju  betrad)ten  l)aben. 

2)  iBeibe  ©benenbüfc^el  pq  liegen  mit  t^ren  jugeorbne^ 
ten  geraben  ©ebilben  qp  inöolut. ,  inbem  beut  ©benenbüfc^el  p 
{aßuiß^)  ba^  gerabe  ©ebilbe  q  (cx^ß^aß)  unb  bem  (£benenbüf($el 
q  (abaibi..)  bie  ©erabe  p  (aibiab..)  ^ugeorbnet  ift,  bann  ift 
offenbar  ber  ©eraben  aa  bie©eraben  «lai  ^ugeorbnet  unb  ^xoax  ift 
ber  ©benenbüfc^el,  beffen  2txe  bie  eine  ©erabe,  ftet^  ini^olut.  ju 
bem  geraben  ©ebilbe,  beffen  S^räger  bie  anbere  ©erabe  ift,  ba  biefe^ 
nun  mit  jebem  ^aar  jugeorbneter  ©eraben,  U)elc^e  bie  p  unb  q 
fd)neiben,  ber  gaff  ift,  fo  ift  iiberl;an))t  jeber  ^un!t  aU  ©d)nitt== 
:pun!t  3er  &mm  berfelben  (Sbene  aU  SSerbinbung^ebene  3er 
fünfte  in  bo:p:peItem  ©inne  jugeorbnet,  b.  ^.  auc^  biefer  2te  gaU 
gehört  unter  A,  unb  voiv  ti^erben  tl)n  itseiter  unten  unter  ber  a3e= 
jeic^nung  eine^  geti:)öf)ulicf)en  ^olarf^ftem^  nä^er  ju  betrai^ten 
l)aben.  ©ollen  ba^er  bie  reci^r.  räuml  ©t)fteme  nic^t  alle  it)re  jugeorb:^ 
neten  ©lemente  in  bo^'peltem  ©inn  entf:pre(^enb  ^aben,  fo  bleibt 
blofe  folgenber  lefeter  gaK  übrig. 

3)  S)er  eine  ber  beiben  ®benenbüfd)et  ift  j^u  feiner  jugeorb=^ 
neten  ©eraben  :perf:pe!t.  ber  anbere  in^^olut 

D.  ©ie  loHineären  räuml  ©i)fteme  l)aben  aEe  fünfte  einer  ©eraben 
unb  alle  ©benen  eine^  (Sbenenbüfc^efö  gemein,  b.  l).  in  bem  reci))r. 
räumt  ©t)fteme  entf:pre(^en  allen  fünften  eine^  geraben  ©ebilbe^  q  bie 
©benen  eine^  ®benenbüfd)ete  p  in  bo:p))eltem  ©inne;  in  biefem 
gaffe  !ann  ber  6benenbüfd)el  ju  feinem  jugeorb  neten  geraben  ©e^^ 
bilbe  ^erf:pe!t.  ober  aud)  int)olut.  liegen.  Sei  jeber  ©bene  be^ 
(gbenenbüf(^etö  p  ftefft  p  bie  ©erabe  bar,  bie  \m  in  ?tr.  93 
ebenfaff^  mit  p  bejeii^net  l^aben,  unb  ber  ©(^nitt^unlt  berfelben  mit 
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q  übernimmt  bie  Atolle  bcjS  borttgen  P;  barauiS  erhellet  jugleld), 
ba§  in  ber  2I)ce  p  noä)  2  ober  1  ober  0  fünfte  enthalten  fein 
fönnen,  bie  t^ren  &^mn  in  bo^p^^eltem  ©inne  entf:pred)en  aber  in 
il^nen  liegen  müfjen,  au§erl}alb  biefer  beiben  ©eraben  p  nnb  q  !ann 
e^  leinen  ^un!t  mit  ber  i)erlangten  ©igenjd^aft  geben. 

E.  S)iefoIIineärenränml@i)[teme!§aben4^un!teu.4(Sbenenent^ 
f))red)enb  gemein,  b.l).inbem  reci^r»ränml©^[teme  entf:pred)en4^unfte 
tt)ren  ©benen  in  bo:p;peItem  ©inne.  ©ollen  überl)au^t  blofe  eine  enb- 
li(^e  Slnja!)!  oon  ^nnften  i^ren  &tmn  in  bo)):peltem  Sinne  ent- 
f:pre($en,  fo  (endetet  i)or  SlHem  ba§  ein,  ba^  nnter  il^nen  1)bä)^tm^ 
1  ^nnft  fid)  befinben  fann,  ber  biefe  ©igenfi^aft  befi^t  nnb  babei 
anfeerl)alb  ber  i^m  entf:pred)enben  (gbene  liegt,  benn  toürbe  ben 
^nnlten  a  nnb  b  bie  beiben  nii^t  bnrt^  fie  gel)enben  Ebenen  A  nnb  B 
^ngeorbnet  fein,  fo  läge  ba^  gerabe  ©ebilbe  a  b  mit  bem  tl)m  ^nge- 
orbneten  @benenbiif($el  AB  inoolnt.  nnb  e^  toürbe  baljer  jeber 
^nn!t  t)on  ab  nnb  lebe  (Sbene  i)on  AB  bie  fraglii^e  @igenfd}aft 
mit  a  b  nnb  ref:p.  AB  tl)eilen. 

9^e:^men  n)ir  an,  i)on  ben  4  5pnn!ten  a  b  c  b  bie  il)ren  ®be^ 
nen  ABCD  in  bo:p!peltem  Sinne  jngeorbnet  finb,  gäbe  ^^  einen  a, 
ber  anierl)alb  feiner  (gbene  A  läge,  al^^bann  n)äre  ber  ©tral)len^ 
bünbel  a  p  feinem  il)m  jngeorbneten  ebenen  ©etxiebe  A  notl}toenbig 
inoolnt  nnb  e^  tt)äre  ber  ^'all  ibentifd^  mit  bem  in  B  betrad)teten. 
©ollen  bal)er  2  ränmt.  recipr.  ©i^fteme  blo§  4  $nn!te  entl)alten, 
bie  il)ren  ©benen  in  bo^pJpettem  ©inne  jngeorbnet  finb ,  fo  muffen, 
bie  4  fünfte  in  i(}ren  4  entfpre(^enbcn  ©benen  liegen, 

Setrad}tet  man  nun  ferner  irgenb  3  jener  4  fünfte  j.  33* 
abc  nnb  itjxe  entf:pre($enben  ©benen  ABC,  fo  tann  man  l)infid)t= 
lid)  iljrer  gegenfeitigen  Sage  folgenbe  3  gäGe  nnterf (Reiben: 

1)  $Die  3@bencn  ABO  fd)neiben  fic^  in  einem  fünfte  au^er- 
^alb  ber  &>tm  abc,  in  biefem  galle  tonrben  \oix  ben  fo  zUn  oon 
nnfrerSSetrac^tung  an^gefd^loffenen  gall  erl;alten,  ber  ibentif(^  Btoäre. 

2)  2)ie  3  ebenen  ABC  fd)neiben  fid)  in  einem  fünfte  S 
ber  &tm  abc,  ber  jebod)  mit  feinem  biefer  3  fünfte  ^ufammen- 
fällt ,  in  biefem  Stalle  loäre  jeber  ©tral^l  ht^  in  abc  gelegenen 
©tra'^tenbüf^el^  S  fi^  felbft  jugeorbnet,  b.  )).  Jebem  fünfte  bie=^ 
fer  ©bene  entf^rä(^e  eine  bur(^  i^n  gel}enbe  @bene,  ein  gaü,  ber 
ibentif(^  C  1)  i[t. 
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3)  2)te  3 ebenen  ABC  fd)neiben  fid)  in  einem  ber  3 fünfte 
at)c  ein  gaE  ber  ba  1)  u.  2)  notl)tx>enbig  au^^efc^loffen  ii^erben 
tnn^te,  allein  ühxio,  bleibt,  nnb  ^^n  folgenbem  Dlefultat  füljrt:  ba  Je 

3  ber  4  @benen  AB  CD  in  einem  ber  4  ^nnfte  abcb  fid)  jd)nei= 
ben  mflfjen,  fo  i[t  notl)tx)enbig ,  ba§  biefe  4  ©benen  feine  anberen 
fein  lönnen,  afö  bie  4  (Seiten  be6  S:etraeber^  abcb  unb  ei3  fragt 
fid)  nnn  no(^ ,  in  weli^er  Drbnnng  bie  4  ©eiten  be^  Sietraeber^ 
ben  4  ^-den  beffelben  entf^redjen  fönnen,  ^enn  bie  bi^Ijer  aufge:= 
ftellten  SSebingnngen  erfüllt  fein  foHen,  nnb  bie  gi^cirnng  feinen 
SBiberf:prn^  in  fic|  entl^alten  foG,  &  lenc^tet  aber  ül)ne  SBeitere^ 
ein,  ba§  l^iebei  nnr  einer  ber  folgenben  3  gälte  überl)an^t  mögtid) 
ift:  ben  4  ©benen    abc        abb        cba       ebb    entf))rec&en, 

L  bie  4  ^nnfte    abcb 

2.  „  b  a  b  c 

3.  „  c  b  a  b 

@^  ift  t)ierani§  jn  erfet)en,  bajj  mx\n  2reci^r.ränml(5t)ftemeb(o§ 

4  fünfte  enthalten  foUen,  bie  i^ren  ©benen  in  bo:p;peltem  ©inne 
jngeorbnet  finb,  al^bann  biefe  4  ^nnfte  entn)eber  jn  2  nnb  2  auf 
2  ]iä)  felbft  jngeorbneten  ©eraben  liegen  muffen,  ober  bafe  fie  §n  2 
nnb  2  anf  2  einanber  gegenfeitig  jngeorbneten  ©eraben  liegen  müf^ 
fen,  it>obei  noc^  in  beiben  gaKen  febe  ber  4  jngeorbneten  (Sbenen 
bnrd)  3  ber  4  ^nnfte  gel)en  mn§. 

@§  ift  nmgefe^rt  einten(^tenb ,  ba§  n)enn  ben  4  (Sbenen  abc 
abb  cba  ebb  bie  4  ^nnfte  abcb  in  irgenb  einer  ber  nnter  1,  2.  3. 
angefül)rten  Orbnnng  entf^red)en,  bann  ftet§  i)on  felbft  folgt, 
bafe  biefe  ©lemente  einanber  in  bo^^eltem  ©inne  jn^ 
georbnet  finb,  fo  ba§  nm  bie  reci^profe  Se§ief)nng  jn  firiren,  aöemal 
jn  einem  5ten  ^nnfte,  ber  mit  feinen  3  ber  gegebenen  in  einer 
ebene  liegt,  eine  5te  ©bene,  bie  mit  deinen  3  ber  gegebenen  in 
1  ^nnfte  fic^  f($neibet,  beliebig  angenommen  tx^erben  fann;  oon 
ber  3Bal)l  biefer  beiben  jngeorbneten  Elemente  l)ängt  t^  bann  ab, 
ob  ba^  Softem  ein  91nUft)ftem  ober  ein  getoöljnlii^eia  ^olarft)ftem 
barftelCe,  ober  ob  blo§  ber  Ijier  in  nnfrer  ?lnmmer  betrad)tete  gaff 
eintrete. 

F.  ^aben  bie  f offineären  ©t)fteme  3  ^nnf te  nnb  3  ebenen  ent:= 
f:pre(^enb  gemein,  fo  finb  in  bem  reci^r,  ränml.  ®t)fteme  3  ^^nnf te  i^ren 
ebenen  in  bo^:peltem  Sinne  jngeorbnet,   nnb  ejg  muffen  in  biefem 
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gaüe  aui3  benfelkn  in  E  angegebenen  ©rünben  2  ber  3  ^nnfk 
in  ber  einen  i^on  2  einanber  jngeorbneten  ©eraben  ber  3te  in  ber 
anbern  liegen,  fo  baß  bie  betben  ben  erften  2^nn!ten  jngeorbneten 
(gbenen  2  bie  3te  ©bene  3  ber  fraglichen  $nn!te  in  fid)  entl)alt, 

G.  ^^aUn  bie  f oüineären  rämnl©l)fteme  blofe  2  ^nnlte  nnb  2  ©be^ 
nen  entf^rec^enb  gemein,  fo  entf^re(i)en  in  bem  reci:pr.  ränmL  ©t)fteme 
2  $nnfte  i^ren  (Sbenen  in  bo^:peltem  ©inne,  3lnc§  l}ier  muffen 
ani8  ben  oben  angegebenen  ©rnnben  biefe  beiben  jngeorbneten  ©le- 
menten^aare  bie  gegenfeitige  2age  l)aben,  ba§  ber  eine  ^nn!t  a 
an§erl)alb  ber  iljm  jngeorbneten  ©bene  A,  ber  anbere  b  in  ber  il)m 
jngeorbneten  ebene  B  nnb  in  A  jngleic^  liegen  mn% 

H.  §aben  enbli(^ bie foUineärenränmlS^fteme  l^nnftnnb  löbene 
entf:pred)enb  gemein,  fo  entf:pri(^tinbem  reci:pr.  ränml  @t)fteme  1  ^nnft 
a  feine  ©bene  A  in  bo^^peltem  ©inne;  in  biefem  galle  mn§  ber 
^^nn!t  a  in  A  liegen,  tt)eil  fonft  nad^  ^Ix.  93  in  A  not^tt)enbig 
ein  2ter  ^nntt  P  \Däre,  ber  feiner  ebene  ap  in  bo^p^eltem  ©inne 
entf:prä(^e,  ti^enn  bem  ^nnft  P  nnb  ber  ©eraben  p  bie  Bebentnng 
ber  9^r,  93  jn!ommt» 

166.  Ueber  bie  giprnng  ber  reci:pr.  33ejiel)nng  2er  ränml  ©l)fteme 
R  nnb  Ri  lä^t  fici)  ba^felbe  fagen,  n)a^  3lr.  146  über  bie  gi):irnng 
ber  foQineären  S3ejiel)nng  gefagt  tx^nrbe,  inbem  jebe  2lrt  ber  gi):irnng 
ber  loHineären  33ejiel)nng  jn  einer  girirnng  ber  reci^r»  33e^ie^nng 
fül)rt,  nnter  einfad)er  2lntx)enbnng  be^  ©efe^e^  ber  3le^roeifität 
(JJtx.  81)  für  bie  ©lemente  be^  einen  ränml  ©t)ftem^.  ©emnai^ 
finb  2  ränml  ©t)fteme  reciipro!  anf  einanber  belogen,  it^enn 

1)  5  $nn!ten  be^g  einen,  i)on  benen  feine  4  in  1  ©bene  lie^ 
gen  5  ebenen  be^  anbern  jngeorbnet  finb,  oon  benen  feine  4  bnrd) 
1  ^nn!t  gelten. 

2)  SBenn  4  ^nnfte,  bie  nic^t  in  1  ©bene  liegen,  nnb  einer 
ebene,  bie  bnr(^  leinen  jener  4  $nn!te  ge^t,  4  ebenen,  bie  ftd^ 
nic^t  in  1  ^nnfte  fc^neiben,  nnb  1  ^nn!t,  ber  in  feiner  ber  4  ebe^ 
nen  liegt,  jngeorbnet  finb. 

3)  SSenn  2  ebenen  GH  reci^rof  anf  2  ©tra^lenbünbel  G^Hi 
belogen  toerben,  toobei  jeboi^  bai3  gerabe  ©ebilbe  GH  afö  eiement 
i)on  G  in  berfelben  äßeife  feinem  jngeorbneten  ebenenbüfi^el  GiHj 
:proj;efl  fein  mn^  tüie  aU  eiement  oon  H. 

4)  äöenn  jn  einer   9^egelf[äc^e  R  nnb  p  je    3  ©tral^len 
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abc  unb  pqr  i^rer  Beiben  Sftec^elfd^aaren  bie  ju^eorbnete  SÄegel- 
fläche  Ri  unb  bie  3  jugeorbneten  ©tvai)len  ai  bi  c^  unb  pi  qi  r^  ge- 
geben  finb,  tooM  felbftijerftänblid)  bem  ^unftelement  ap  \)on  R 
bie  (Sbene  a^p^  \)on  Ri  entf:pri($t  unb  umge'fel^rt, 

5)  SBenn  ju  einer  Äurije  III  unb  3  iljxtx  fünfte  ber  ent^ 
f:pre(^enbe  (S6enenbüf(^el  III  unb  3  feiner  ©benen  gegebenen  [inb, 

167,  Sßir  tt)enben  nn^  nun  ju  bem  gaüe,  in  ti^eld)em  bei 
2  räuml.  ©^ftemen  atte  fünfte  i^ren  ebenen  in  bo^pipeltem  ©inne 
entfpred)en, 

Obtijol^l  in  ber  ijorigen  Stummer  auf  biefen  ^^all  al^  auf  eine 
befonbere  2lrt  ber  reci:profen  S3ejie'f)ung  fc^on  I)ingebeutet  n^ar,  fo 
foll  hoä)  t)ux  nod)  befonbere  na(^gett)iefen  ii^erben,  bafe  eine  ber= 
artige  reci:pro!e  Se^ie^ung  auc^  tx>irfli(^  mßgli(^  ift. 

23ejiel)tman2räunil  ©i)ffenteR  unb  Ri  reci:pro!  fo  auf  einanber, 
bafe  ben  4  ©den  einest  S^etraeberi^  bie  4  ©egenfeiten  entf:pre(^en, 
fo  tritt  ftet)8  ber  en^äljute  galt  ein,  ba§  jeber  ^unft  feiner  (gbene 
in  bo^:peltem  ©inne  entf:pri(^t,  ba  Jeber  ber  6  ©benenbüfc^el  bereu 
Sl^en  bie  6  Äanten  beig  Setraeberi^  barfteüen ,  feinem  jugeorbneten  • 
geraben  ©ebilbe,  ber  ©egenfante,  int)olut  ift,  unb  e^  mu^,  um 
bie  gi^irung  ber  reci:proIen  Sejte^ung  i^oKftanbig  ju  wad^en,  noc^ 
ju  einem  5ten  fünfte,  ber  mit  feinen  3  ber  4  (£(ä:pun!te  be^  Se^ 
traeber^  in  1  ©bene  liegt,  bie  entf^red)enbe  (SbzM  gegeben  tuerben, 
toet(^e  bur($  leinet  ber  4  ©äen  be^felben  2:etraeber^  ge^t 

aSejie^t  man  bagegen  R  unb  Ri  reci:pro!  fo  auf  einanber, 
ba^  ben  4  ^unlten  p(a)  p(b)  q(ai)  q(bi)  bie  4  ebenen  q(a)  q(b) 
p(ai)  p(bi)  unb  ferner  bem  außerhalb  ber  ©eraben  p  unb  q  ge- 
legenen  5ten  fünfte  b  eine  ebene  entfpric^t  bereu  beibe  @($nitt' 
:pun!te  c  unb  Ci  mit  p  unb  q  in  einer  ©eraben  mit  b  liegen,  fo 
tritt  ber  Ite  gaU  i)on  165,  C.  ein,  bafe  iebem  fünfte  feine  ebene 
in  bo:p^eltem  ©inne  jugeorbnet  ift,  baß  babei  aber  jeber  ^unlt 
in  feiner  entf:pre($enben  ebene  felbft  liegt,  S)enn  ba  au^er  bem 
fünfte  ab  i)on  p  unb  aibi  Don  q  offenbar  aud)  no(^  bie  fünfte 
c  unb  q  berfelben  ©eraben  in  ben  il)nen  entf:pred>enben  ebenen 
liegen,  fo  ift  biefe^  mit  iebem  fünfte  t^on  p  unb  q  afö  eiemente 
loon  R  ber  gaU,  bal)er  ift  jebe  ©erabe,  tx)eld^e  bie  beiben  ©eraben 
p  unb  q  f(^neibet,  \i&>  felbft  jugeorbnet,  toeil  offenbar  ber  ©(^nitt^ 
linie  ber  beiben  ebenen  p(ei}  unb  q(e)  bie  ©erabe  ee^  jugeorbnet 
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tft;  barau^  fol^t  abtv  nofi)WnUQ,  ba^  Jeber  "^nntt  be^  ?ftanrm^ 
in  ber  ii)ttt  jugeorbneten  (Sbene  liegen  muffe,  (S^  fe^lt  bat)er  an 
ber  3SolIftänbtg!eit  unfrei^  Bett^eife^  nur  nod)  ber  91ad)tx>ei^  bafür, 
bafe  aud)  jebem  fünfte  eine  bur(^  if)n  gel}enbe  ®ene  in  bo^^pel- 
tem  ©inne  entft)re(^e»  ^ft  aber  aa^  eine  fi(^  felbft  jugeorbnete 
(Serabe,  unb  entf^rei^en  einer  burd)  fie  gel)enben  ©bene  M  ate  eie=^ 
ment  i)on  R  ber  ^un!t  nti ,  unb  afö  Clement  i)on  Ri  ber  i)on  nti 
i)erf(^iebene  ^unft  m  ber  ©eraben  aai ,  jo  ii^ürbe  nad)  3lv,  164  in 
ber  ©bene  M  nur  ben  fünften  2er  ©eraben  bie  (Sigenfd)aft  ju== 
fommen  Ibnnm,  ba§  il)re  jugeorbneten  @benen  burd^  fie  ge^en, 
xoa^  gegen  ba^  betr)iefene  Sflefultat  ftreitet,  ba^  bei  unfrer  33orau)8:= 
fet^ung  alle  gjunite  be^  ®t)ftem^  in  itjren  §ugeorbneten  ebenen 
liegen,  3Bie  f(^on  angefül)rt,  nennen  mir  2  reci:prole  rauml  ©^= 
fteme  ber  Iften  2lrt  ein  ge'möl)nli(^ei3  räumt  $olarfi)ftem;  bagegen 
2  reci^ro!e  räumt  ®l)fteme  ber  2ten  5lrt  ein  ^lultf^ftem, 

33etra($ten  voiv  nun  biefe  beiben  Slrten  ini)olut  reci))ro!er 
räumt  ©^fteme  nä^er, 

168.  ^n  einem  ge)i3öl)nli(^en  ^olarft)ftem  nennen  ti^ir  einen 
^untt  ben  ^ol  ber  il}m  jugeorbneten  ©bene,  unb  letztere  bie  ^olar- 
zbmtf  ober  !urj  bie  polare  be^  erfteren.  Siegt  ber  ^untt  b  in  ber 
polare  A  be)8  ^un!te^  a,  fo  liegt  immer  anä^  umgele^rt  ber  ^unft 
a  in  ber  polare  B  be!3  ^un!te^  b;  ti^ir  nennen  2  fol(^e  fünfte, 
i)on  benen  Jeber  in  ber  polare  be^  anbern  liegt^  unb  ebenfo  2  fold^e 
(SUmn,  i)on  benen  jebe  burd)  ben  ^ol  ber  anbern  gel)t,  fönjugirte 
fünfte  unb  ©benen,  ber  ©d^nittlinie  A  B  2er  ©benen  ift  bie  aSer- 
binbung^linie  ab  ber  ^ole  biefer  ©benen  jugeorbnet,  ber  2lrt,  ba^ 
ber  ^ol  feber  &ene  ber  einen  ©eraben  in  ber  anberen,  unb  bie 
polare  jebe^  ^un!te^  ber  einen  bur($  bie  anbern  gel^t;  mir  nennen 
2  fold)e  ©erabe  fenjugirte  ©erabe  (94).  ©in  ^untt  l^ei^t  bem- 
nad)  \xä)  felbft  foniugirt,  menn  er  in  feiner  eigenen  polare  liegt, 
unb  eine  ©erabe  ^eißt  fid)  felbft  fonjugirt,  tt)znn  bem  in  i^r  ent= 
l)altenen  geraben  ©ebilbe  ber  ©benenbüf(^el  gugeorbnet  ift,  beffen 
2l]ce  fie  felbft  ift, 

169,  Siegt  in  einem  gemöl)nlid^en  räumt  ^olarf^ftem  ein 
^unft  a  augerl^alb  feiner  polare  A,  fo  liegt  ber  @tral)lenbünbei 
a  mit  bem  il)m  jugeorbneten  ebenen  ©emebe  in^olut,,  unb  ba§ 
ebene  ©emebe  A,  (ober  ber  @tral}lenbünbel  a)  liegt  mit  bem  Schnitte 
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be!8  ©tra^lenbünbel^  a  (ober  bem  ©d)etne  be^  ebenen  @eti3eBe^) 
in^clut.  ©benfo  i[t  jebeg  gerabe  ©ebilbe,  befjen  S^räger  bte  !on^ 
jugirte  ©erabe  nt(i)t  j(i)neibet,  mt)olut  ^u  bem  ©d)nitte  be^  entf^re= 
d)enben  ©benenbüfi^elö ,  unb  unter  berjetben  25orau^je^ung  Jeber 
(S'benenbüfc^el  ^u  bem  ©(^etne  besS  entf^rei^enben  geraben  Oebilbe^ ; 
ber  3lrt  entftel)enbe  ini)oIut.  ©runbgebilbe  I  ober  II  nennen  toir 
burd)  ba^  räuml  ^olarft)ftem  beftimmt 

Siegt  bagegen  a  in  jeiner  Sßolare  A,  fo  entj^ric^t  Jebem 
©tral)I  bej^  in  A  gelegenen  ©trat)Ien6üf(^ete  a  ein  Strahl  bei8jel== 
kn  ä3üfd)eli6,  unb  bie  jämmtlid)en  ^aare  berartig  fonjugirter  ©tral}- 
ten))aare  bilben  einen  inoolut.  ©traI)lenMfd)el,  unb  man  ^at  bal)er 
^ier  no(^  ^u  unterfc^eiben,  ob  berfelbe  Orbnungj^ftra^len  t)at  ober 
ni(^t  *). 

§at  ber  Süfc^el  leine  örbnung^ftral)len ,  fo  liegt  anfeer  a 
fein  ^un!t  oon  A  in  feiner  polare,  bagegen  entl)ält  jebe  toeitere 
(gbene,  tx)eld)e  burc^  a  gel)t,  fämmtli(^e  fünfte  einer  Äuroe  II,  bie 
in  xi)xm  polaren  liegen,  benn  ha  Jebe  jold)e  (Sbene  S^räger  eine^ 
burd^  ba^  ^olarj^ftem  beftimmten  ebenen  ^^olarf^ftem^  i[t,  unb  in 
il)m  ber  eine  ^un!t  a  in  jeiner  polare  AB  liegt,  fo  liegen  nai^ 
5Rr.  95  notl)tt)enbig  alle  fünfte  einer  j^^uroe  II  in  iljren  polaren, 

^at  bagegen  ber  23üf(^el  a  2  Drbnungj^ftra^len  mn,  fo  lie^ 
gen  atte  il)re  fünfte  in  il}ren  polaren,  lebe  ttjeitere  (Sbene  B, 
toeld)e  huxä)  a  aber  toeber  burd)  m  no(^  burd)  n  gel)t,  enthält  eine 
^uroe  II,  bereu  fämmtlid)en  fünften  biefelbe  @igenfd)aft  julommt, 
unb  §tr>ar  au^  bemfelben  ©runbe,  toie  fo  eben  in  bem  gleichen  §aHe 
angeführt  tourbe;  Jebe  ©bene  enblid)  bie  burc^  m  ober  n  gel)t,  ent^ 
^dlt  no(^  eine  2te  ©erabe,  bereu  fünften  biefelbe  ©igenfc^aft  ju^ 
fommt,  benn  anä)  in  it)r  ift  ein  inoolut»  ©tral)lenbüfd)el  b,  ber 
notl^tt)enbig  Orbnung^ftraljlen  l)aben  muß,  ba  m  ober  n  ben  einen 
baoon  f(^on  barfteüt. 

^ierau^  gel}t  nun  beutlii^  l)eroor:  Siegt  in  einem  getoö^n- 
Iid)en  ^olarf^ftem  ein  ^unft  a  in  feiner  polare  A,  fo  finbet  biefe^ 


*)  Tlan  fönnte  ^erfuci^t  fein,  nod§  bie  3te  5[Rögti(^!eit  ju  ftatiüven,  ba^ 
jeber  (Strahl  be^  ^iifd^el^  fic§  felbft  fonjugirt  tx)äre,  allein  eine,  einfädle  ^e- 
tra«^tung  lä^t  erfennen,  ba^  man  e^  in  biefem  gaUe  mit  einem  D^nUf^ftem  p 
U)un  ^abe,  befjen  nähere  ^etrad^tunß  \^o.\ix  folgen  tx>trb. 
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tntt  allen  5ßun!ten  einer  glä(^e  11  (Statt,  wli)t  entoeber  eine 
burc^au^  !rumme  glädje  II,  ober  eine  9^egelpäd;)e  ift,  je  nadibem  a 
ber  einjige  ^unü  i)on  A  i[t,  bem  biefe  @igenfd)aft  ju!ommt  ober 
nidjt.  5Jl'än  nennt  bie  gläc^e  II,  l^elc[)er  in  23ejng  auf  ein  ^olar^ 
jt)[tem  biefe  eigenj(i)aft  gnlommt,  bie  Orbnung^fldi^e  be^  $oIar== 
i^ftem^, 

3  uf  a|,  93et  2  reci:pro!en  räumt  ©^ftemen  ^alzn  ^ix  gefe^en, 
ba§  im  9IIIgemeinen  fämmtli(f)e  fünfte  einer  gläc^e  II  F  in  il}ren 
jugeorbneten  (Sknen  liegen,  unb^baß  biefer  g(äd)e  II  F  eine  i)on 
i^r  t)erf(^iebene  glä($e  II  F^  jugeorbnet  i[t,  i^orau^gejefet,  ba§  F 
feine  Stegelfläc^e  bar[tellt,  tt)ot)ei  F  nnb  F^  I)öc()ften^  2  ^un!te  ge== 
mein  l)abtn  fönnen,  in  benen  [i.  jit^  aber  ftet^  btrül)ren;  fallen 
F  unb  Fl  in  1  gläc^e  11  jufammen,  fo  geljt  bie  reci:pro!e  ®ejte^ 
{)ung  immer  in  bie  eine^  geti)ö{)nlid)en  ^olarft)ftem^  über. 

170.  §at  ein  getDö^nIi(i)eö  räumL  5ßolarft)(tem  eine  9tegelflac£)e 
jurOrbnung^pi^e,  fo  ift  jeber  ©eraben,  toetd)e  bie  Orbnung^fldc^e 
in  2  fünften  ap  bq  f(f)netbet,  eine  ©erabe  fonjugirt,  toeli^e  bie 
3tegelp(^e  ebenfalls  in  2  g^unften,  nämlii^-  a  q  b  p  f (^neibet  ©enn 
bie  polare  be^  ^unftei^  ap  ift  ja  bie  (Sbene  ap,  nnb  bie  polare 
oon  bq  bie  ©bene  bq,  biefe  beiben  ©benen  entf)alten  aber  offenbar 
bie  beiben  ertöäl)nten  fünfte  aq  bp,  bie  eienfaüö  in  ber  Siegel- 
fläche  liegen,  in  iljrer  (Schnittlinie. 

©ie  beiben  fonjugirten  ©eraben  bilben  1  ^aar  @egen!anten 
eine^  S^etraeber^,  beffen  übrige  4  Tanten  in  4  ©traljlen  ber  Dftegel^ 
fläi^e  liegen. 

2lu^  bem  fo  eten  Betoiefenen  ©a^e  folgt  aier  mit  ^^ot^^^^ 
Wenbigteit,  ha)^  ioenn  ein  gensöt)nticf)e^  räumt  ^olarft)ftem  eine  91e=: 
öelftäc!)e  jur  örbnung^fläc^e  Ijat,  bann  aöemal  umgetet)rt  ieber 
©eraben,  toel($e  mit  ber  Orbnung^flä(^e  leinen  ^unft  gemein  l)at, 
toieber  eine  fol(^e  ©erabe  entf:pri(^t,  beun  ba§  jeber  ©eraben,  toetd)e 
mit  it)r  nur  einen  ^unft  a  p  gemein  Ijat ,  ein  ©tral)l  be^felben 
©tra^lenbüfi^efö  ap  fonjugirt  ift,  ber  oon  il)m  burd)  a  unb  p  l)ar- 
monifd)  getrennt  ift,  tourbe  fd)on  oben  9'tr.  169  ertoiefen. 

^n  einem  gemöt)uli(^eu  räuml  ^$olarfi)fteme,  ba^  eine  3^egels 
fläd)e  ate  Orbnung^fläc^e  befi^t,  Ijaben  bal)er  i)on  2  fonjugirten 
©eraben  entioeber  beibe  ein  ^$aar  ftd}  fetbft  foniugirte  fünfte 
ober  leine. 

^faff,  neuere  ©eometrie,  15 
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171.  $at  ein  a,t\^o^nliä^t^  räumt  ^^olarftjftem  eine  burd^aui^ 
frumme  gtä(^e  II  jur  Orbnung^pc^e,  jo  ift  jeber  ©eraben,  tx)el(^e 
biefelbe  in  2  fünften  ab  f(^neibet,  ein  ©erabe  foniugirt,  ti^el^e 
mit  berjelben  leinen  ^un!t  gemein  l;at. 

S)enn  ba  bie  beiben  polaren  A  imb  B  löon  a  b  au^er  il)rem 
5pote  Seinen  ^un!t  mit  ber  Orbnung§pd)e  gemein  l)aben  QRw  139) 
fo  gilt  biefeig  jelb[tt>er[tänbli(^  auc^  i^on  il}rer  (Sd)nittünie  A  B, 

Um  ^n  nnterfud)en,  ob  unter  tbzn  biefer  aSorau^jefeung  amS} 
nmgelei)rt  jeber  ©eraben,  tx)eld)e  mit  ber  Orbnung^pc^e  feinen 
5ßunft  gemein  fjaie,  eine  ©erabe  jugeorbnet  fei,  ti^elc^e  mit  tt}r  2 
5ßun!te  gemein  f)at,  f dalagen  ti)ir  ben  umge!et}rten  2ßeg  ein,  unb 
nnterfud)en,  toa^  für  ©(^lüffe  auf  bai3  innere  ©efüge  eine^  räumt 
5Pülarf\)ftem!3  barau^  folgen,  ba§  2  loniugirte  ©erabe  p  unb  pj 
beibe  feinen  fi(^  felbft  fonjugirten  $unft  in  fid^  entl^alten,  ©inb 
a  ai  *  b  bi  2  ^aare  fonjugirter  fünfte  oon  p ,  fo  lä^t  \xä)  naä) 
9lr.75b)  jn  iebem^aar  fonjugirter  fünfte  mmi  i)on  pi  gerabe  2 
5paare  anberer  fonjugirter  fünfte  nn^  ober  :p:pi  finben,  Don  ber 
®ef(:^affenl)eit,  ba§  ber  SBurf  ab  aibi  bem  äßurfe  mn  m^Ui  :pro= 
j;eft.  ift,  3)ie  4  (Stratjlen  am  bn  aimi  biUi,  bie  voir  entf:pred)enb 
burc^  abai.bi  be^eic^nen  tooCen,  bilben  ba[)er  4  ©tral)len  einer 
3ftegelf(^aar,  ba  ppi  fi(^  nid)t  fc^neiben  fönnen,  infoferne  fonft  il)r 
©d)nttt^unft  fid)  felbft  fonjugirt  toäre,  unb  ba  offenbar  bie  ©era- 
ben  a  unb  ai,  ebenfo  toie  bie  ©eraben  b  unb  b^  je  ein  ^aar  !on^ 
jugirter  ©eraber  barfteöen,  fo  ift  bie  burd)  fie  beftimmte  &tegel^ 
f(^aar  eine  im  ®i)ftem  entl)altene *)  inoolut  3legelf(^aar  aa^.bbi» 
2lber  ba  aud)  jeber  ©eraben,  tt)el(^e  1  ^aar  fonfugirte  ©erabe 
f($neibet,  eine  foli^e  ©erabe  fonjugirt  ift,  \i)eld)e  biefelben  beiben 
fonjugirten  ©eraben  fd)neibet/  fo  ift  offenbar  jeber  ©eraben,  toeli^e 
fotool)l  a  unb  ai  aU  anä)  b  unb  b^  f(^neibet,  b»  l),  iebem  Seitftra^l 
qber  inoolut  9legelf(^aar  aa^.bb^  eine  ©erabe,  ber  biefelbe  (Sigen^ 
j(^aft  jufommt,  b.  l>.  toieber  ein  Seitftra^l  qi  biefer  9^egelf(^aar  fon- 
jugirt,  fo  ba^  alfo  auc^  bie  Seitfd)aar  oon  aai.bb^  eine  im  Softem 
entl}altene  inoolut  1Ilegelfd)aar  barfteHt 

Sie  inoolut  Sftegelf(^aar  aa^ .  bbi . . .  fann  feine  Orbnung^^ 
ftral)len  ^aben,    mil  p  unb  pi  nad)  ber  SSoraui^fefeung  feine  fid) 


*)  Sßegen  ber  S^ebeutuncj  tiefet  SluSbrucf^  uxc^l  ^x»  169, 
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feltft  !cniugtrte  $un!te  ent'^atten,  nnb  t^  fragt  ft(^  ba^er,  oB  bte 
im  ©^[tem  enthaltene  tni^olnt  3^egeIj(J)aar  ppi*qqi...  2  Orb- 
nung!S[trat)len  ^at  ober  nt(^t  §at  nun  btefe  Sftegetfd^aar  2  Orb^ 
nungjgftral^Ien  m  unb  n,  fo  ftnb  bieje  au(^  im  ^olarfi^fteme  2  fi(^ 
felb[t  loniugirte  ©erabe,  ©a^jelbe  l§at  aljo  eine  Orbnungi^fläc^e, 
unb  btefe  ift  notf)tr)enbtg  eine  91egelp(^e  t)on  ber  m  unb  n  ein 
^aar  ©tral)(en  barfteöen.  S^oX  bagegen  au($  bie  int>olut.  bieget 
f(^aar  ppi.qqi...  Mne  Orbnung^ftraljlen,  fo  giebt  e^  üBer^au^pt 
Jetnen  ^unft,  \od6)zx  \xä)  felbft  Jonjugirt  tDäre,  b»  ^.  in  feiner 
polare  läge,  '^tmx  \mxt  A  ein  fold)er  ^untt,  fo  lönnte  man 
immer  bie  ©erabe  a,  b.  {).  bie  <xm  burcE)  biefen  $un!t  A  ge:^en 
laffeU;  ba  t^  ja  nad^  bem  ©a^e  3^r.  75  b  für  bie  ©(^lußfolge  be^ 
oBigen  Ben^eife^  bur($au^  ot)ne  ©inftufe  ift,  toie  bie  jugeorbneten 
Elemente  aai  in  p,  unb  etenfo  bie  jugeorbneten  (Slemente  mmi 
in  pi,  b.  l).  a  unb  m  getoäI)lt  'n^erben.  S)a  afcer  aKbann  bie  ber  A 
gugeorbnete  (gbene  bur(^  A  felbft  ge^en  mu^,  fo  müfete  ber  burd^ 
A  ge^enbe  ©tral)l  ber  ölegelfi^aar  p  Pi .  q  qi  \\&)  fettft  jugeorb- 
net  fein. 

172»  2öir  faffen  bie  JRefultate  ber  legten  2  3^ummern  l^ier 
no(^  einmal  in  folgenben  ©äfeen  jufammen. 

©in  getoöl)nli(^e!g  räuml.  ^olarf^ftem  I)at  entiDeber  feinen 
^un!t,  ber  in  feiner  polare  liegt,  ober  aöe  fünfte  einer  3ftegelfläcE)e, 
ober  alte  ^un!te  einer  bur^^au^  Irummen  glä(f)e  II. 

3m  Iften  biefer  3  %^iiä.t  ent:^alt  felbftoerftänblic^  feine  i)on  2 
fonfugirten  ©eraben  einen  fii^  felbft  fonfugirten  ^unft. 

^m  2ten  galle  enthält  i^on  2  einanber  foniugirten  ©eraben 
enttoeber  feine  ober  atte  beibe  ein  ^aar  fi(^  felbft  fonjugirter  fünfte. 

3m  3ten  gatte  entl^ält  i^on  2  fonjugirten  ©eraben  ftetö  eine 
2  fi(^  felbft  foniugirte  fünfte  unb  bie  anbere  feinen. 

3n  bem  3ten  ber  Ijier  angefüljrten  gaffe  gieBt  t^  in  bem 
rauml  ^olarfl)ftem  feine  im  ©i)ftem  enthaltene  ini)olut  3tegelf(^aar; 
giebt  ei3  aber  in  einem  getDöl}nli(^en  räuml  ^olarft)ftem  fonju^ 
girte  ©erabe,  oon  benen  feine  einen  fid)  felbft  fonjugirten  ^unft 
enthält,  (b.  ^.  in  ben  Reiben  erften  ber  ol)igen  3  gälte),  fo  entt}ält 
ba^  ^olarfl)ftem  unenblicE)  oiele  in  bem  ©i)ftem  enti)attene  inoolut. 
3flegetf(^aaren.  ^n  biefem  gälte  ift  notljti^enbig  bie  £eitfd)aar  jeber 
folc^en  im  (Si}ftem  felbft  entljaltenen  inöolut*  9legelf(^aar  ebenfalliS 

15* 
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eine  im  (St)ftem  enthaltene  ini)oIut.  O^egelji^aar.  (Sntl^ält  babei  ba^ 
räuml  ^olarfi)[tem  eine  S^ecjelftäi^e  afö  Orbnung^f(äd)e,  fo  mn'iß 
t)on  2  im  ©t)[tem  entl)altenen  ini^olut  Dlegelfcijaaren,  öon  benen 
jebe  bie  Seitfd)aar  ber  anbern  ift,  ti;)em9ften^  1  2  Orbnung^ftra^- 
len  laben, 

UmgeMjrt  Beftimnten  in  le'oem  räumt  ^otarft)[tent,  beffen 
£)rbnnngiop(^e  eine  3R;e9elfläd)e  ift,  je  2  loninötrte  ©erabe  f  nnb  f^ 
mit  einem  ©tral;Ie  m  ber  3ftegelflä'i)e,  ber  mit  f  nnb  f^  feinen 
9ßnn!t  gemein  |at,  eine  im  ©i)ftem  entt}altene  in^olnt,  91ec\elj(^aar 
Ri  bie  mit  ber  Drbnnnc^^fläAe  xxoi)  mm  2ten  ©tral^l  n  gemein 
l^at,  tx)obei  m  nnb  n  bie  Orbnnngo[tral)[en  biefer  int^olnt  D^eget 
f(l)aar  ßi  bar[tellen,  fo  baj3  fmfin  einen  orbentlii^en  Ijarmoni- 
\ä:^en  SBurf  Bilben*  Sie  £eit[d)aar  biefer  ini)olnt.  9tegetf(^aar  l)at 
babei  mit  ber  C)rbnung0fläd)e  ebenfalls  2  ©traljlen  gemein  ober 
nid)t,  je  nai^bem  f  nnb  alfo  au6)  fi  bie  Orbnnng^flM)e  fc^neiben 
ober  nid)t. 

3ufa^»  bleiben  nnter  Seibel^attnng  ber  |ier  jnle^t  einge^ 
führten  Sejeid)nnngi8toeifefn.  fi  feft,  nnb  läjjt  man  ben  ©trat)l  m 
ber  Orbnnng^flädje  ]id)  dnbern,  fo  änbert  fid^  anc^  n;  benft  man 
fi(^  mm  bnr(^  f  eine  ©bene  gelegt,  fo  fd)neibet  fie  bie  £)rbnnngi8[lä(^e 
R  in  einer  Änroe  IT  nnb  bie  fi  in  einem  ^nnöe  S,  nnb  babet 
muffen  bie  (3c|nitt:pnntte  oon  je  einem  jnfammengeljörigen  ^aar 
©tral)len  m  nnb  n  ftet^  mit  S  in  1  ©eraben  liegen,  toeit  ia  f  m  f^  n 
ftetig  4  ©tral)len  einer  S^egelf(^aar  bilben»  §ieran^  ift  nnn  jn  er- 
lennen,  ba§  je  ein  ^aar  ©tral)len  m  nnb  n  ber  Orbnnng^fläd)e  R, 
bie  mit  2  lonjngirten  ©eraben  f  nnb  fi  in  1  aiegelfdjaar  liegen, 
ein  ^aar  j^ngeorbnete  ©traljlen  1er  oon  2  ber  2lrt  inoolnt  ^egel= 
fd)aaren  in  R  barftelten,  bafe  1'  nnb  fi  in  Sejng  anf  fie  jnfammen^ 
gel^orige  3noolntionioa):en  barfteüen.  S)iefe  Setrad)tnng  lel)rt  ein=^ 
fad)  jn  einer  ©eraben  bie  fonjngirte  ©erabe,  nnb  fomit  jn  jebem 
^nnlt  bie  jngel)orige  polare  finbeu. 

3nfaij  2»  o^aben  bie  beiben  im©t}ftem  entl}altenen  inoolnt 
9^egelf(^aaren  berfelben  aiegelflac^e  Orbnnng^ftral)len ,  fo  bilben 
biefe  aiß  4  ©tral)len  ber  Orbnnngeflädje  nad)  dlv.  171  2  ^aar  @e^ 
genlanten  eineig  S^etraeber^.  Wlan  lann  aber  nnn  nmge!el)rt  oon 
biefen  2  ^aar  ©egenfanten  eine^  beliebigen  Setraeber^  al^  ben  2 
5ßaar  Orbnnngi^ftral)len  2er  fold)er  im  ©t)ftem  enthaltener  inöolnt. 
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9flec5elf(f)aaren  au§gei)en  nnb  erl)alt  auf  btefe  SSetfe  folgenben 
Qan^  allc^emem  für  ein  S^etraeber  c^eltenben  ©a|:  ©(^neibet 
man  2  ©egenfanten  pq  etne§  S^etraeber  hnxä)  2  ©erabe  cd  in 
foId)en  aßunften  cb  itnb  Cibi,  bie  je  burc^  bie  beiben  ©cfpunfte  AO 
irnb  BD  jener  »föanten  f)armonif(^  cgetrennt  ftnb,  |o  liegen  biefe  ©e^^ 
raben  mit  j-ebem  ber  beiben  übrigen  ^aare  'oon  ©egenfanten  in  einer 
SRegeIf(^aar  unb  ivoax  finb  jie  burd)  fie  I}armonijd)  getrennt»  (S^ 
gel)t  biefeg  and)  birelt  bei  Setrai^tung  ber  gignr  49  barau^  I)eri)or, 
ba§  Ac  Cb  TT  Dci  Bbi  nnb  auc^  Ac  Cb  tt  Bci  Dbi,  infoferne 
}eber  ein  I)armonifd)er  SKurf. 

173,  3n  3tx.  167  l^aben  "mir  gefel)en,  ba§  ein  gett)ßl)nli(^e§ 
ränml  ^oIarfi)ftem  fijiirt  ift,  t^enn  außer  einem  ber  unenbli(^  Die- 
len in  i^m  entf)altenen  abfoluten  ^olartetraeber  noi^  ju  einem  fünfte, 
ber  in  feiner  ©eite  be^felben  liegt,  eine  ©bene,  bie  burd)  feinen  (S(f- 
^unft  beöfelben  gel)t,  at^  entf^red)enbe  polare  gegeben  ift  Set 
biefer  3lrt  ber  gi^nrung  läjjt  fid)  ftet^  pd)ft  einfad)  bie  grage  tregen 
be^  9Sorl)anbenfein^  unb  ber  3lrt  einer  Orbnung^fläc^e  beanttüorten, 

Sebenft  man  nämli(^,  1)  baj3  je  3  ed^unfte  be^  ^olarte^^ 
traeber^  ein  ^otarbreied  eine^  burd)  ba^  räumt,  ^olarf^ftem  beftimm^ 
ten  abfoluten  ebenen  ^otarft)ftem^  barftellen,  unb  baß  bal)er,  tt^enn 
biefe^  letztere  eine  Orbnung^f uri^e  I)at,  fie  unb  fomit  bie  Orbnung^^^ 
ftä($e  be^  räuml  ^otarft)ftem^  2  feiner  ©eiten  fd)neiben  muffe;  unb 
^ätt  man  2)  bamit  jufammen,  ba§  faltig  eine  burd)au^  frumme  glätte  II 
Orbnung^ftäc^e  fein  foH,  t>on  2  fonjugirten  ©eraben  l^alfo  t)on  2 
©egenfanten  be^  ^olartetraeber^)  je  1  2  ft(^  felbft  lonfugirte  fünfte 
fiaben  muß,  3)  ba^  aber,  n)enn  eine  Sftegelpd)e  Orbnung!§fIä(^e 
ift,  'oon  2  ©egenfanten  enttr^eber  feine  ober  beibe  ein  ^aar  \iä) 
felbft  fonjugirte  ^^^uufte  l)aben  muffen;  fo  ergiebt  fi(^  Ijierau;^  mit 
9^ot^tt)enbigfeit  folgenben  Stefultat:  §at  ein  geti3Ö^nlicf)e^  räumt 
$olarfi)ftem  gar  feine  Orbnung^fläi^e,  fo  entl}ält  feine  feiner  Tan- 
ten einen  fi(^  felbft  fontugirten  5ßunft;  ^ai  ba^felbe  eine  burc^au^ 
frumme  %lää)t  II  jur  Drbnungöfläd)e ,  fo  entbalten  3  Tanten, 
\t)el(^e  in  1  ©de  be^  ^olartetraeber!^  jufammen  fto^en,  je  1  $aar 
fid)  felbft  foniugirter  ^lunfte,  bie  3  anbern  in  ben  ©egenfeiten  ge- 
legenen ni(^t,  jene^  (5d  liegt  ganj  innerhalb  ber  Orbnung^Päc^e, 
biefe  ©egenfeiten  ganj  au§erl)alb  berfelben;  ift  mhliä)  eine  bieget 
pc^e  C)rbnung)6ftäd)e,  fo  enthalten  2  ©egenfanten  feinen  fi(^  felbft 
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fenjugirten  ^un!t,  bie  4  anbern  Tanten  je  ein  ^aar  foI($er  fünfte» 
tlnterfu(i)en  xoix  nun,  n)obur(^  ftc^  ble[e  3  i)erj(^tebenen  galle  bei 
ber  eben  angefül)rten  2lrt  ber  gtjcirung  be^  rdumL  ^olarftjftemiS 
(^arafterifiren, 

3u  biefem  ^to^d^  foE  folcjenbe  23etra($tung  l^ier  i^orau^ge^ 
fdjidft  tx)erben:  33eben!t  man,  ba§  burd^  2  ^^unfte  einer  ©eraben 
auf  i^r  2  ©treten  beftimmt  tx)erben,  fo  ift  leii^t  ju  ertennen,  bafe 
3  ©erabe,  tt)eld)e  fi(^  in  3  eigentli(^en  fünften  einer  ©bene  jiiinei:^ 
ben,  bie  jämmtli(^en  ^unÖe  biefer  ©bene  in  4  2)reiede  tl)eilen, 
t)on  benen  ba;^  eine  (©reiecf  Ifter  2lrt)  f.  gig*  50  3  enblid)e  ©tre^ 
(Jen  ju  ©eiten  t)at,  tüät)renb  jebei^  ber  3  anberen  (S)reiede  ber  2ten 
2Irt)  ie  1  enblic^e  unb  2  unenblii^e  ©treden  ju  ©eiten  ^aben  *). 
hierauf  geftüfet  gelangt  man  auf  ganj  äl)nlid)e  2Beife  ju  bem  O^e- 
fultat,  ba§  4  ebenen,  bie  fic^  in  4  eigenttid)en  ?ßun!ten  fd)neiben 
fämmtlic^e  fünfte  be^  Slaumeig  in  5  Setraeber  tljeilen;  eine^a  ba^ 
i)on  (ein  S^etraeber  Ifter  2lrt)  ift  t)on  4  2)reiecEen  Ifter  2trt  It^ 
grenzt,  ti^ä^renb  bie  4  übrigen  (S^etraeber  2ter  2lrt)  i)on  Je  1  ©reiecf 
Ifter  unb  'om  3  ©reieöen  2ter  Slrt  begrenjt  finb,  tt)obei  biefe  ©rei- 
edigf eiten  bie  S^etraeber^^jvanten  genannt  li^erben  ober  barfteEen,  fo 
ba§  anä)  biefe  mi'vothtv  i)on  ben  enblid)en  ober  Don  ben  unenb=^ 
lii^en  ©treden  i^rer  ©eraben  gebilbet  tüerben  *)» 

©in  $un!t  be)3  ^laurne^  liegt  innertjalb  eine^  Setraeber^,  ti^enn 
bie  ©benen,  tx>eld)e  man  t>on  i|m  nad^  ben  6  Amanten  be^  S^etrae^ 
berig  äiet)t,  je  bie  ©egenfante  be^  fraglichen  S^etraeber^  toir!li(^ 
fc^neibet  ^ft  m  ein  $un!t  bei^  3ftaume^,  unb  M  feine  polare,  fo 
^at  bie  Äante  cb  be^  aßolartetraeberj^  abcb  2  Orbnung^elemente, 
toenn  bie  ©bene  abm  unb  bie  ©bene  M  bie  ©erabe  cb  enttreber 
beibe  auf  il)rer  enblid)en  ober  beibe  auf  il)rer  unenbli(^en  ©trede 
fd)neiben,  ober  mit  anbern  SBorten,  ^enn  bie  ©bene  M  bie  in  ber 
©eraben  ob  gelegene  Äante  be^  S^etraeber^,  in  toelc^em  m  liegt, 
fc^neibet  ober  ni($t. 

§infid)tlic^  ber  Sage  ber  ©bene  M  gegenüber  bem  t)on  ben 


*)  3e  na(^bem  man  1  ober  2  ober  3  (^d'ert  etne^  ^reiec!^,  ober  1  ober 
2  ober  3  (^dtn  eine§  ^etraeber^  in§  Unenbüd^e  fallen  läj3t,  erl;ält  man  aii^er^ 
bem  noc^  4  ^rten  Oon  SDreieiJen  unb  5  Slrten  ^on  ^etraebern,  bereu  näl;ere 
Setrad^tung  bem  Sefer  ükrlaffeu  l^leikn  möcje. 
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5  burä)  a5cb  16e[timmten  Setraebern,  in  tt)el(^em  m  liegt,  giett  e§ 
aber,  tt)te  man  fi(S  burd)  S3etrac£)tun3  be^  ©c£)nttte^  i)on  M  mit  ben 
4  33egränäung^breiec!en  aföi)alb  überzeugt,  nur  folgenbe  3  ?Dtßgli(^^ 
feiten,  1)  bie  ekne  M  ji^neibet  leine  jetner  6  Tanten,  2)  [ie  fc^neibet 
3  jetner  6  Tanten  bie  in  1  jeiner  4  (gcfen  äujammenlaufen,  3)  jie 
jd)netbet  4  jeiner  6  Tanten,  'vodd)C  2  ^aar  @egen!anten  barjteHen. 

S)ieje  3  ?Wßglid)feiten  entj^rec^en  aber  t)oII!ommen  ben  3  jo 
eben  angefüi)rten  3  gdllen,  ba§  ba^  ^olarj^jtem  1)  leine  Orb= 
nung^pd^e,  2)  eine  frumme  gläi^e  ü,  3)  eine  9R;egeIp(^e  <xU 
Drbnung^pt^e  bejit^t 

174.  Wtan  !ann  bie  g^^^^^^S  ^^^^^  getüß^nüd^en  räumt 
^olarjt)jtem6  natürlici)  auä)  noä)  auf  anbere  Sßeije  'ooxndjxmn. 
2Son  ^)rattij(^er  SBid)tigIeit  in  biejer  33ejiel)ung  finb  folgenbe  2 
SJlet^oben: 

Wtan  giebt  bie  Orbnungi6f[a(^e  bei3  ^polarj^ftem;^ :  man  finbet 
in  biejem  gaUe  kiä^t  bie  polare  gu  einem  gegebenen  fünfte,  tüenn 
man  bebenü,  ba§  jebe  (gbene  bie  man  burd^  it)n  legt,  unb  bie  ber 
Orbnung^flä(^e  ji(f)  ni(^t  anj(^miegt,  ein  hm^  bai8  ^olarj^ftem  be- 
ftimmteig  ebene!8  5ßolarj^ftem  entt)äft,  i^on  bem  man,  tx)enn  bie  (&Um 
bie  Orbnung^flä(^e  j^neibet,  bie  Orbnungi^furt^e  l^at* 

SSlan  giebt  2  snjammengel)örige  ini)oIut  fftegeljc^aaren  ali^ 
im  ©^ftem  enthaltene,  vi:5obei  iebO(f)  aU  jelbftt)er[tänbli(^  ange:= 
\c^^n  tx)erben  lann,  ba§  eine  berartige  gi):irung  bloß  ju  berar- 
tigen  rduml,  ^olarjt)jtemen  fixieren  !ann,  bie  enttx^eber  leine  Orb:= 
nung^Päd)e  ober  eine  9flegeipä(^e  aU  jolc^e  enthalten  nad^  9^r.  172. 
^ft  ndmlic^  aa^ .  bbi  bie  eine  unb  ppi .  qqi  bie  anbere  ber  beiben 
int)olut  jujammengel^örigen  ölegeljc^aaren,  unb  bejie^t  man  bie 
räuml  @t)fteme  reciprof  jo  auf  etnanber,  ba^  jebe  ber  beiben  ju^ 
jammengel)örigen  9tegelj(^aaren  fi^  jelbjt  jugeorbnet  ijt,  jebod)  jo, 
ba^  ben  ©tral)len  aa^b,  jotoie  ben  ©tral}len  pp^q  be^  erjten  räumL 
©l)jtemi3  bie  ©tral)len  a^abi  jotoie  pipqi  be^  2ten  räumL  ©t)ji 
jugeorbnet  jinb,  jo  ijt  bie  reci^role  Se^ieljung  nad)  ?tr.  166  nii^t 
nur  ooUftanbig  ji^cirt,  jonbern  e^  entjprid)t  offenbar  aud)  jeber  ^unft 
jeiner  ©bene  in  bo^ppeltem  Sinne,  b.  ^.  bie  reciproSen  ©^fteme  bit 
ben  ein  ^olarji)ftem. 

3lo(^  jei  l}ier  angeführt,  ba^  man  ein  ^olarjt)jtem  aud^  ba^ 
burc^  fipiren  !ann,    baß  man  eine  unebene  Äuroe  III  ate  ein  \iä) 
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felbft  jugeorbnetei3  (gletnentargebilbe  imb  ju  2  fetner  fünfte  2  ber 
tl)r  ft($  anjd)miegenben  ©tenen  afö  polaren  belieBig  anne'f)tnen 
tann,  man  braui^t  jn  btefem  ^voz^S^  naä)  3lx.  166  nur  ben  3  fünf- 
ten aaib  Don  K  bte  3  iljr  in  aiobi  ft(^  anfd)mtegenben  (Stenen  ju=^ 
georbnet  fein  ju  laffen,  tDoburc^  bie  reci^rofe  Sejteljung  nid)t  nur 
J^oKftänbig  fi^irt  ift  (naä)  3lx.  166)  fDubern  au(^  jebem  $un!te  'oon 
K  biejelbe  (äkne  in  bo:p:peItem  ©inne  jugeorbnet  ift,  tt)a^  nur  in 
einem  ^olarft)ftem  möglich  *), 

175,  Wl<xn  nennt  ben  ^ol  ber  unenblt($  fernen  ©Bene  ben 
?Kittelpun!t ;  lebe  ©erabe,  bie  huxä)  biefen  9}littel^un!t  gel)t,  einen 
S)urd)meffer  ober  Siameter,  unb  jebe  (S*I)ene,  bie  buri^  benfelben 
gel)t,  eine  ©iametralebene  be^^  rduml  ^o(arft)ftem^.  ©er  SJtittet 
:pun!t  !ann  im  Unenblic^en  felbft  liegen,  aföbann  f)at  ba)8  ^olar- 
f^ftem  ftet§  eine  Orbnung^ftäc^e  nnb  aöe  S)urd)meffer  finb  iparallet 
Siegt  ber  ?DZittel:pun!t  ni($t  auf  feiner  unenbli(^  fernen  ^ßolare  felbft, 
fö  entf^ri(^t  jebem  unenblid^  fernen  fünfte  eine  burc^  ben  ?!Kittel' 
!pun!t  gel}enbe  ©kne,  bie  ©iametralebene  I)ei^t;  babei  nennt  man 
einen  ©urc^meffer  einer  ©iametralebene  fonjugirt,  tx^enn  er  burc^ 
i^ren  5ßoI  gel)t,  ^n  jeber  S)tametralebene  ift  ein  burd)  ba!3  räumt 
$olarfl)ftem  kftimmteig  ebenem  ^otarf^ftem  gelegen,  beffen  ?Dcittet 
^unft  unb  ®urd)mieffer  mit  benen  be^  räumt  ^Dlarft)ftem^  jufam^^ 
menfallen;  trir  nennen  2  in  einem  fold)en  ebenen  ^olarf))ftem  ein^ 
anber  lonjugirte  ©uri^meffer  and)  im  räumt  $o(arft)ftem  fonjugirt; 
ijon  3  einander  gegenfeitig  Jonjugirten  S)urd)meffern  ift  jeber  ju  ber 
S)iametralei)ene  fonj;ugirt,  bie  burd)  bie  beiben  anbern  beftimmt  ift» 
^eber  S)urd)meffer  unb  bie  il)m  foniugirte  S)iametralebene  bilben 
ein  ^aar  jugeorbneter  ©lemente  eine^  ^^olarf^ftemi^  im  ©tral)len- 
bünbet 

176,  Seljrfa^,  S)ie  ©ur(^meffer  eine^  räumt  ^rlarft)ftem^ 
mit  eigentlii^em  ?01tttel:punlt  ftel)en  ent^eber  alte  auf  it)ren  !on]u- 
girten  Siametralebenen  fen!red)t,  ober  e^  giebt  bloß  3  !on|ugirte 
©ur($meffer  abc,  benen  biefe  ©igenfc[)aft  julommt 


*)  gür  ein  ebene«  ^oIarft)fieTn  l^ätte  in  O^r.  98  ein  at)nM)tx  ©a^ 
t)eti)orc5eI)oBen  tüerben  tonnen  lantenb:  ein  ebene«  $oIarfi)flem  ift  ftrirt,  iDcnn 
in  einer  ^nröe  II  unb  2  il;rer  fünfte  biefelBe  ^ixu  II  unb  2  tl;rer  Tangenten 
aU  entfpre^enbe  Elemente  gegeben  irerben. 
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3ft  namltd^  in  bem  :poIaren  ©traljlenbünbel  M  bem  ©tral)le  a 
bie  §u  tl)tn  fenfrea)te  ^olarebene  A  jugeorbnet,  jo  giebt  08  mä^ 
5Rr.  40  xmb  100  in  A  immer  no^  ein  Sßaar  fen!red)ter  ©tral}len 
b  unb  c,  benen  bie[e  @igenjd)aft  juJommt 

©inb  bagegen  m  unb  n  2  (Stral}Ien  be^  23ünbefö  M,  bie  auf 
xt)x^n  !oniugirten  ©iametralebenen  jenfrecl)t  finb,  o^ne  baß  [ie  jelbft 
auf  einanber  fen!red)t  ftel)en,  fo  muffen  fämmtli(^e  ©tral}ten  be^ 
(Stral)(enbüfd)eK  mn  biefe  ©igenfc^aft  p'fommen,  benn  in  bem  in- 
t)oIut  ©trat)lenbü]d)el  !on|ugirter  3)urc^meffer  in  mn  !ann  nac^ 
100.  nur  1  ^aar  jugeorbneter  ©tral){en  auf  einanber  fen!rei^t 
ftel)en,  tx)enn  biefei^  nid)t  bei  aöen  fold)en  paaren  ©tatt  finbet 
©jiiftirt  nun  au|3er  ben  oben  ertt)a()nten  3  auf  einanber  fenfre(^ten 
!onjugirten  S)ur(^meffer  abc  nod)  1  m,  fo  muffen  nad)  bem  oben 
23ett*iefenen  aGe  ©tral)len  ber  33üfc^el  ma,  mb,  mc  unb  in  §oIge 
beffen  alle  ®tral)Ien  einer  beliebigen  ©iametralebene,  ju  i^ren  !on^ 
jugirten  3)iametralebenen  fen!red)t  fein» 

©,  bleibt,  um  unfern  ^^xo^i§>  ju  i)ert)olIftänbigen,  nun  nur 
no(^  übrig,  na(^juU)eifen,  ba^  e^  überl)au^t  1  ©tral)l  a  i)on  ber 
t)erlangten  iöefc^affen^eit  giebt 

S3ejeid)nen  tt)ir  ^u  biefem  3^^^  ^^^  ©tra^Ienbünbel  aller 
©urc^meffer  burc^  M  ben  ©tral)len-  ref:p»  @beneii==Sünbel  aller  ber 
Jonjugirten  ©iametralebenen  burd)  M^,  fo  muffen  M  unb  M^  t)ereint 
einen  polaren  ©tral)lenbünbel  bitben.  S)en!en  toir  un^^  ferner 
ju  jebem  ©traljl  'oon  M  bie  ju  if)m  fen!re($te  ©bene,  fo  erl)alten 
mv  nod)  einen  3ten  ©tral)len=  ref^.  @benen-SünbelM2,  ber  feiner^ 
feit^  mit  M  t^ereint  ebenfalls  einen  :polaren  23ünbel  bilbet,  inbem 
M2  nid)t  blo§  :proieft,  fonbern  !ongruent  M  ift,  unb  au^erbem 
jebe^  $aar  entf:pred)enber  ©lemente  einanber  in  bo:p:peltem  ©inne 
entf^rtd)t»  ©emnad)  finb  Mi  unb  M:  iprojeft.;  ba  nun  aber  iebem 
entf:prec^enb  gemeinfamen  ©benenelement  oon  M^  unb  M2  aK  (Sk- 
ment  oon  Mi  bie  oertangte  (Sigenfd)aft  julommt,  ba§  e^  auf  bem 
jugeorbneten  ©tral;le  oon  M  fenfred)t  fte^t,  unb  2  :proieft.  ©tra^- 
lenbünbet  bei^felben  S:rägeri8  toenigften^  1  ©bene  entf^)red)enb  ge= 
mein  Ijaben  muffen,  fo  ift  au(^  biefer  leiste  2:i)eil  unfre)^  Setoeife^ 
erlebigt 

177,  Siefe  legten  Segriffe  ^abtn  befonber^  bann  ein  ^n- 
tereffe,    toenn  ba!^  ^olarf^ftem  eine  Orbnungi^fldc^e  l)at,   unb  t^ 
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foUen  nun  t)ter  bie  'o^ti^ttgften  ©tgenfc^aften  ber  gta(i)en  II,  foferne 
fie  afö  Orbnuttg^fläi^en  räumL  ^olarf^fteme  erf($einen,  in  Äürje 
bef:prOi^en  tx)erben. 

©prt(^t  man  i)om  SJtittetiJuntt,  ©urt^meffer,  ©tantetralebene, 
Sonjucjtrten  ©urc^meffern  zc.  einer  !rummen  gläc^e  II,  jo  ioer[tel)t 
man  barunter  5ftittel:pun!t ,  S)urc^me[jer  ic.  bei^ienigen  räumt  ^o^ 
larj^ftemi^,  >om  bem  jene  gläi^e  bie  Orbnnnß^fläi^e  barftellt  SDie 
3  jen!red)ten  fonjugirten  Surcfimeffer  einer  Irummen  gläc^e  II 
nennt  man  beren  2{):en  *)»  ©c^neibet  ein  ©ur^^meffer  eine  %Vaä)e 
II,  fo  Ijalbirt  ber  ajtittel^un!t,  afö  $ol  ber  unenblii^  fernen  ebene, 
bie  enblic^e  ©trecke  stt^ift^en  ben  ©c^nitt^unften, 

®d)neibet  mm  eine  glä^e  II  burcf)  ©tral)len,  bie  aUe  ^n  ein= 
anber  :paraM  finb,  fo  liegen  bie  §albirung^^unfte  aUer  in  ben= 
fetten  entl)altenen  enblic[)en  ©treten  in  einer  Stametralebene ,  ber 
polare  be^  auf  jenen  ©tral)len  gelegenen  unenblii^  fernen  9ßun!tei3» 
^on  einem  abfotuten  ^olartetraeber  AB  CD  f(J)neiben  3  in  1  @cf 
A  jufammen  fto^enbe  Jt^anten  AB  AC  AD  bie  C)rbnung^p($e, 
tx>äf)renb  bie  3  anbern  Tanten  mit  i^r  feinen  $un!t  gemein  l^at, 
für  ben  gaff,  ba^^  bie  Orbnung^p(^e  eine  bur($au^  !rumme  glä($e 
II  ift  nac^  5Rr.  173;  bagegen  f($neiben  2  ^aare  i^on  @egen!anten 
bie  Orbnung^pc^e,  n)äl)renb  ba^  3te  $aar  mit  i^r  feinen  $un!t 
gemein  f)at  für  ben  g^aff,  ba^  bie  Orbnnng^pc^e  eine  3ftegelp($e 
i)l  3m  Iften  gaffe  !ann  bie  ebene  BCD  mit  ber  gtci($e  11  leinen 
^un!t  gemein  ^aben,  benn  ba  BCD  ein  abfolute^  ^olarbreiec!  be^ 
burc^  ba^  räumt  ^olarfl)ftem  beftimmten  tlzmn  ^oIarfi)ftemi3  in 
BCD  ift,  fo  müj3ten  nad)  dlx.  99  2  ©eiten  be^  ©reied^  BCD 
bie  Orbnnng.^furi)e  unb  fomit  bie  Orbnung^päd)e  be^  räumt  ^o^ 
larf^ftem^  fc^neiben,  toäl)renb  jeber  ©tra^l  be^  ©tra^lenbünbefö  A 
mit  ber  OrbnungöfIäd)e  2  fünfte  gemein  l)aben  mu^,  ba  man  il)n 
ftet^  at^  eine  ber  3  Tanten  dnt^  abfoluten  ^olarbreüant^  betra(^= 
kn  !ann,  t^on  bem  3  Tanten  in  ber  ebene  BCD  unb  alfo  1  (Sd 
in  A  liegt  3^  2ten  gaffe  bagegen  fc^neibet  jebe  ©eite  be^  S:etrae== 
ber)3  ABCD  bie  Orbnung^ftäd)e  in  einer  Äur^^e  II  unb  i)on  jebem 
fünfte  be^  2:etraeber)3,  alfo  überl}aupt  i)on  iebem  fünfte  au^  laffen 


*)  ©inb  färrtmtltc§e   foniiu]irte  ®urd)nteffer  auf  etnanber  fen!rec§t,   fo 
ftellt,  n)te  wix  fpater  fe^en  U)erben,  bie  Orbnung^fläi^e  eine  ^ugel  bax. 
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ft(^  fott^o^I  fol($e  ©erabe  jte^en,  tüel($e  bte  Orbmtng^p(^e  fc^nei^ 
ben,  aU  auä)  fold)e,  bte  trtit  i^r  feinen  ^nnft  gemein  l)aBen, 

(gine  hmä^an^  !rumme  gläi^e  II  t^eilt  bal)er  ba^  ©Aftern 
aller  fünfte  be^  3taumi3  in  2  S:i)eite,  t>on  benen  ber  eine  innere 
^alb  ber  gläd)e  11,  ber  anbere  an^erl}alb  liegt,  bie  ©renje  biejer 
Reiben  2lbtl)eilnngen  bilben  bie  fünfte  ber  §läcf)e  felbft,  ebenfö 
tt)erben  fämmtüc^e  (Sbenen  be)3  9lanme^  bnrd^  eine  foId)e  gtäc^e  in 
2  Zi)tlk  gefd)ieben,  i)on  benen  ber  eine  bie  glä(^e  jdineibet,  'pät)=^ 
renb  ber  anbere  ganj  an^er!)aC5  berfelben  liegt,  bie  ©renje  bilben 
bie  ebenen,  t^eli^e  bie  glätte  II  bernl)ren.  SSon  feinem  ^nn!te 
innert)alb  einer  joldien  %laä)z  11  läfjt  fi(^  eine  Serü^rnng^ebene  an 
biejelbe  legen,  bnrd)  leben  ^nn!t  anj3erl)alb,  ge!)en  alle  (Sbenen  einer 
Äegelpc^e  II  bnrc^  il^re  ^ote,  in  benen  fte  bie  gläi^e  II  berü:^^ 
ren,  bnrc^'  bie  ^nnfte  ber  gläc^e  jelbft  gel^t  ie  bloß  1  fold)e  be^ 
rül^renbe  ©bene.  93ei  einer  9legelftä(^e  fällt  jeber  Unterf(^ieb  ^n- 
ftc^tli(^  ber  ^nn!te  nnb  (Sbenen  tDeg,  njenn  man  biejenigen  ^^un!te 
unb  (Sbenen  anßer  3l($t  Vä^t,  t:?elc^e  ber  glä($e  \tU)\t  angehören, 
ober  fid)  i^r  anf(^miegen. 

3tel}t  man  bnr(^  einen  ^nnlt  eine  bte  Orbnnngj^pi^e  f(^nei=^ 
benbe  ©erabe,  fo  ift  ber  ^nn!t  bon  feiner  polare  hnxä^  bie  beibeu 
(Sd)nittpttn!te  l)armonifd)  getrennt 

§at  bie  £)rbnnng^fläd)e  mit  ber  nnenbli(^  fernen  ©bene  fei- 
nen ^nnft  gemein  (©lli^foib),  fo  fd)neiben  aKe  S)nr(^meffer  biefelbe. 
§at  fie  mit  berfelben  eine  Äuri)e  II  gemein  (lfäd)rigei3  nnb  2^hä)xU 
geg§l)))erboloib),  fo  fd)neiben  t)on  je  3  gegenfeitig  fonjngirten  S)nr(^^ 
meffern  2  bie  glad)e,  1  bagegen  ni(^t  2Setrad)tet  man  nämlid)  ba^ 
in  ber  xtnenblic^  fernen  ßbene  liegenbe  bnri^  ba§  ränml  ^olarf^:^ 
ftem  beftiinmte  ebene  ^olarft)ftem ,  fo  beftimmen  je  3  ber  2lrt  fon=^ 
jngirte  S)nr($meffer  in  bemfelben  ein  abfoluteg  ^olarbreie(f ,  beffen 
1  @(S  innerl)alb  ber  ©c^nittfnri^e  liegen  muß,  txsorau^  bie  3tic^tig:= 
Seit  obiger  Sel)an:ptnng  unmittelbar  folgt;  2  ber  3  ©iametralebenen, 
ml&)Z  'burc^  jene  3  fonfugirten  S)urd)meffer  befttmmt  U)erben,  fd)nei= 
ben  bie  Irumme  glätte  je  in  einer  4^l)^erbel  bie  3te  in  einer  (S'lltpfe» 

©(^neibet  ein  ©uri^meffer  eine  trumme  glad)e  II,  fo  nennt 
man  tt^o^l  and)  bie  enbli($e  ©trede  jtoifc^en  ben  ©(^nitt^unlten 
im  engern  ©inne  be§  äöorteig  ©urt^meffer,  ti)obei  man  fic^ 
tt)ol^l     anc^     ber    Slui^brüde    reeller    unb    ibeeUer    S)urd)meffer 
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iebient,  je  nad^bent  berfelbe  bie  gläd)e  jt^neibet  ober  ttti^t,  auf 
gteid)e  SBeife  f:pri(^t  matt  t)Ott  reellett  uttb  ibeelleu  3l):ett  eitter  fruttt^^ 
tttett  g{äcE)e  II.  Siegt  ber  SOMel^uttft  auf  feiner  polare  felbft,  fo 
ift  natürlt(^  i)on  lonjugirtett  ©urd)tne[ferri  nii^t  mel)r  bie  9iebe,  ba 
fte  alle  unter  ]i^  :paraKel  ftnb,  bo(^  giebt  e^  in  biejem  ^alle  immer 
gerabe  1  S)urd)meffer ,  ber  ju  ber  feinem  unenblii^..  fernen  fünfte 
^ugeorbneten  polare  fen!red)t  i[t,  tüir  nennen  biefen  S)urd)meffer 
ebenfalls  3l):e  ber  frummen  gläd)e.  ^eben  (Sc^nitt:putt!t  einer  2l):e 
mit  it)rer  frummen  gläd)e,  fie  maQ  nun  1  ober  3  Sljcen  l)aben, 
nennt  man  ©d)eitel  biefer  gläd)e. 

178»  äöir  ^enben  un^  ju  bem  2ten  galle,  in  bem  jeber 
^unlt  feiner  ebene  in  bo^p^eltem  ©inne  entf:pri(^t,  nämlic^  ^u  bem, 
bei  lDeI(^em  jeber  ^un!t  juglei(^  in  feiner  polare  liegt,  einen  galt, 
in  bem  man  fagt,  bie  beiben  ber  SIrt  reci:pro!en  ©\)fteme  bilben  ein 
5JluIIft)ftem.  (3^r.  165  C),  unb  man  nennt  jeben  ^unlt  ben  ?lull^un!t 
ber  i^m  entf^^recbenben  ober  jugeorbneten  (gbene,  unb  umge!ef)rt 
jebe  &tm  bie  ?lullebene  be§  it)r  jugeorbneten  ^$un!te§. 

S)a§  eine  berartige  33ejiel)ung  2er  reci:pro!er  räuml  (St)ft. 
)x>ixfiiä)  möglid)  ift,  trurbe  oben  in  91r.  165  fc^on  bargetf)an,  unb 
tr>ir  Ratten  un§  babei  f)ier  nic^t  tt)eiter  auf,  ba  ttvoa^  mikx  un^ 
ten  biefer  ©egenftanb  oon  fetbft  fi^  nod)  einmal  ber  Betrachtung 
aufbrängen  wix'o. 

entfprid)t  bem  aßunite  a  in  einem  JluHf^ftem  bie  ©bene  A, 
fo  ift  jeber  ©traf)l  a  be^g  ©trat)Ienbüf($efö  aA  fid)  felbft  fonjugirt, 
bagegen  ift  febe  ©erabe  b,  treli^e  in  A  liegt,  ol)ne  burd^  a  ju  ge^en 
einer  ©eraben  bi  lonjugirt,  toeld;e  burd)  a  ge^t  aber  nid)t  in  A 
liegt  unb  umge!el)rt,  babei  ift  fotooljl  ber  ©benenbüfc^el  b  afö  ber 
@benenbüf($el  b^  feinem  eittf:pre^eitben  geraben  ©ebilbe  in  b^  ober 
in  b  :perfpelt ,  U)ie  biefe^  bei  ben  beiben  jugeorbneten  ©eraben  p 
unb  pi  in  3tr.  165  C  ber  gaH  toar. 

179.  (gntf pd^t  bem  ^unft  a  bie  ebene  A  unb  bem  ^unlte 
b  bie  &^n^  B,  fo  ift  bie  ©erabe  ab  ftet^  ber  ©eraben  AB  fonju= 
girt,  liegt  babei  b  in  A,  fo  fcitCt  al)  mit  AB  jufam.men,  \x>o  nid)t, 
fo  fc^neiben  biefe  beiben  einanber  nid)t  unb  fteCen  ein  ^aar  ©erabe 
bar,  benen  biefelbe  @igenf(^aft  tx>ie  ben  fo  eben  ertoäljuten  beiben 
fonfugirten  ©eraben  b  unb  bi,  ober  ben  beiben  ©eraben  p  unb  pi 
in  3lx,  165  C  jufommt 
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3uja^,  ©^  gieW  bal)er  in  iebem  3lullft)[tem  unenblic^  t)tele 
ft(j^  felbft  fDiijugirte  ©erabe,  imb  ekn  jo  unenbli(^  biele  ©erabe, 
tt)eld)en  eine  mit  iljnen  nt($t  in  1  ©tene  Itegenbe  ©erabe  lonjugirt  ift; 
ot)ft>ot)l  bie  Slnjal}!  biejer  ©eraben  für  bie  votiteve  ©ntwicftung  feine 
txseitere  33ebeutung  I}at,  fo  möge  bo(^  l}ter  angefiif)rt  tx)erben,  ba§ 
bie  3lnjaf)l  ber  er[teren  ©eraben  genan  gleid)  ber  2lnja()t  ber  im 
3flaume  i^or^anbenen  ^unftetemente  ober  (Sknenelemente,  alfo  m^ 
unfrer  23ejeid)nnng  i)on  3lr.  5  genan  u^  +  u^  +  n  +  1 ,  ti^ä^renb 
bie  ber  2ten  2lrt  in  golge  befjen  gerabe  u^  +  u^  teträgt,  S)nr(^ 
jeben  ^nn!t  be§  ^laumeiS  gelten  nämli(^  gerabe  u  +  1  fold)e  fiä) 
|elb[t  Joningirte  ©erabe,  ba  aber  anäj)  in  jeber  ©eraben  u  +  1 
$nn!te  liegen,  fo  barf  man,  nm  ba^  richtige  ^tefnltat  jn  erijalten, 
burd)  jeben  $un!t  offenbar  Moß  1  rechnen  ftatt  n  + 1. 

^eber  ©eraben  a,  tt)eld)e  Uo^  dm  p  'oon  2  einanber  !on= 
Ingirten  ©eraben  p  nnb  pi  fd)neibet,  ift  eine  ©erabe  a^  !onj;ngirt, 
tDetd^e  blo^  bie  anbere  pi  berfelben  jd)neibet  S)enn  bem  ©^nitt^^ 
:pnn!te  pa  ift  bie  @bene  Abe^  ©benenbüfd)eK  pi  jngeorbnet,  ti^eli^e 
burc^  benfelben  ^nnft  p  a  gel}t,  bal^er  fommt  ber  ©eraben  a  in  23e- 
jng  auf  biefe  ©benen  nnb  il}ren  $oI  pa  bie  ohtn  erti^ät}nte  (5igen== 
jd)aft  ju,  bafe  fie  jt^ar  burc^  ben  ^ol  pa  gel)t,  aber  ni(^t  in  ber 
polare  Ä  felbft  liegt,  t^e^tx^egen  ü)x  eine  nii^t  burc^  pa  ge^enbe 
aber  in  A  liegenbe  ©erabe  entfpric^t,  bie  ba^er  bie  ©erabe  pi  aber 
nii^t  bie  p  fc^neibet 

180.  8et)rfa|.  ©inb  ppi  unb  q  qi  2  ^aare  !oniugirter 
©eraber,  o{)ne  baB  q  mit  p  ober  mit  pi  (nnb  alfo  auc^  mit  qi) 
einen  ^unft  gemein  ^at,  fo  [teGen  biefe  4  ©eraben  ftetig  4  ©tral}len 
einer  3R;egelfd)aar  bar. 

©^  leud)tet  nämltd)  ol)ne  Sffieitere^  ein,  1)  ba^  jebe  ©erabe  a, 
mlä)t  2  einanber  loniugirte  ©erabe  fi^neibet,  fic^  felbft  fonjugirt 
ift,  unb  2)  ba^  jebe  fid)  felbft  fonjugirte  ©erabe,  mldjz  1  'oon  2 
einanber  !oniugirten  ©eraben  fd}neibet,  au(^  bie  anbere  fc^neiben 
muffe.  §ieraui8  folgt  aber  nun  unmittelbar,  ba^  iebe  ©erabe,  mid)^ 
3  ber  obigen  4  ©eraben  fc^neibet,  and)  bie  4te  fd)neibet. 

Sie  3legelfd)aar  ppi  .qqi  entfprid)t  offenbar  fi(^  felbft  ber 
2lrt,  ba^  bem  Sßunite  pa  bie  ©bene  p^a  unb  bem  fünfte  pi  a 
bie  ©bene  pa  jugeorbnet  ift,  fo  bap  biefe  9regelfd)aar  ein  im  91ul[= 
ft)ftem    entljaltene    tnoolut   ^legelf^aar   barfteltt,    ^äljrenb    t)on 
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il)rer  Settfc^aar,  U)Oju  a  geprt;  ieber  ©traf)l  fic^  jettft  foniu- 
girt  ift» 

©^  bürfte  ^ter  am  ^laije  fein,  furj  äufammenjufteHen,  ti^ag 
bie  leiteten  (SntU)ic!(unc\en  ükr  bie  in  ben  i)erf(^iebenen  ^)roie!t 
räuml  ©i)ftemen  enttjaltenen  inöolut»  3^e(5eljd)aaren  ^akn  erfel^en 
laffen : 

1)  ^n  einem  gejc^aart  int^olut»  räumt  (Bt)^krm  t)at  man 
2erlei  Slrten  im  ©l)[teme  entl)altener  ini)oIut,  D^egelf(i)aaren  ^u  un- 
ter ji^eiben,  nämltd)  fold)e,  bereu  £eitfc[)aaren  tt)ieber  im  ©Aftern 
entljaltene  ini^olut,  3lec\elf(^aaren  btlben,  unb  jolc^e,  bereu  Seitftral)^ 
len  aKe  fi(^  feftft  juc^eorbuet,  b»  t).  jolc^e,  bereu  Seitftral)len  jämmt=^ 
li(^  äup^leic^  2eitftraI)Ieu  be^  ©t)ftemät  bar[tellen» 

^ebe^  ^aar  jugeorbueter  ©eraber  beftimmt  bur(^  bie  SSerBin^ 
bung^Iinien  jugeorbueter  $uu!te,  ober  bur*  bie  ©(^nittliuien  ju^ 
georbueter  ©tenen  c^erabe  eine  3ftegelp(^e  ber  ^nk^t  anc^egebenen 
2lrt,  J)iejer  ©a^  läßt  [id)  mit  anbern  SBorten  fo  aui^brütfen:  alle 
£eitftral)Ien  eiue^  gefi^aart  iui)otut  ©l)[tem§,  tDeId)e  biejetbe  \iä) 
ni(^t  jelb[t  jugeorbnete  ©erabe  fi^neibeu,  liegen  in  einer  3legelf($aar 
.ober  anä)  aEe  Seitftraljleu,  bie  in  ben  (Sbenen  einei^  gbeneuMfc^el^ 

I  liegen,  beffen  2l):e  eine  \xä)  nii^t  felbft  jugeorbnete  ©erabe  ift, 
liegen  in  einer  9^egelfd)aar* 

2)  SSa^  ba^  getx)ßf)nti(^e  ^olarj^ftem  betrifft,  fo  mu^  man 
toieberum  uuterfd)eiben,    ob  ba^felbe  eine  buri^au^  Irumme  glä(^e 

II  jur  S)rbnunggfläd)e  'ijot  ober  nid)t,  im  lefetern  galle  giebt  e^ 
ftetig  unenbP4  ^i^I^  ^^  ©^ftem  enthaltene  int)olut  ^legelfi^aaren, 
unb  jti^ar  ift  fteti^  bie  Seitfd)aar  ebenfalls  eine  im  ©l)ftem  ent^al= 
tene  ini^olut  Slegelfc^aar« 

3)  Sm  3^ul[fi)ftem  giebt  e^  ftet^  unenbli(^  ^iele  im  ©t)ftem 
enthaltene  ini)ßlut  D^egelfc^aaren,  unb  jti^ar  ift  jeber  Seitftral)l  ber= 
felben  fic^  felbft  loniugirt» 

181.  ©iefe^  fül)rt  un^  jn  ber  33etra(^tung  ber  t^erfi^iebenen 
Slrten,  ein  2^uIIft)ftem  ju  fi):ireu» 

^n  dlv.  165  C  Ijaben  voix  gefeljen,  baß  ein  reci;pro!e^  ©i)ftem 
ftet^  in  ein  5Jlullft)ftem  übergel)t,  toeun  2  6beueubüfd)el,  bereu  2l):en 
lonjugirte  ©erabe  aa^  barftelleu,  iljren  jugeorbueten  geraben  ©ebit 
htn  ai  a  :perfpeft  fiub ,  altein  baburc^  ift  bie  33ejiet)uug  nocl)  uid)t 
fi^irt,  man  mu^  nämlid)  no(^  außerbem  p  einem  $un!t  a  bie  ^n^ 
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georbnete  bur(i)  t!)n  ge^enbe  (Sbene  Ä  geben,  ti^obet  aber  txct^ti^enbtg 
biefe  ©bette  bie  a  uttb  ai  itt  2  ^uttftett  jd)tteibett  tttufe,  bie  tttit  a  itt 
1  ©eraben  liegett» 

(gitte  2te  etttfa^e  3lrt  ber  iyi):truttg  ift  bie,  ba^  tttatt  eme  ittt 
©ijftettt  ettt{)altette  ittt)clut  D^egelfd)aar  aai .  bbj  giebt,  bereti 
Seit[tral}lett  pqr  alle  ftc^  felbft  !onjugtrt  finb,  betttt  tta(^  ?lr.  166 
ift  bie  reci^rofe  23ejiel)uttg  ^ottlottttttett  fixHrt,  tx)entt  tttatt  bett  ®e? 
rabett  abaipqr  bie  ©eraben  aibiapqr  entf:pre^en  läßt  ber  2Irt, 
ba§  bem  fünfte  ap  bie  (Sbene  a^p  unb  utngele:§rt  etttj:pric^t,  nnb 
ba§  anßerbem  noc^  bei  biefer  2lrt  ber  gi^irung  ba§  ©^ftetn  ein 
5RulIf^ftem  bar[tellt,  ergiebt  fi(^  fotx)ol)l  au§  ber  (£nüt)itfluttg  t)on 
165,  al^  an($  baran^,  ba^  ben  beiben  fottingirten  ©eraben  aai 
l^ier  biefelbe  @igen[(i)aft  jn!omtnt  ir)ie  ben  fonjugirten  ©eraben  aai 
bei  ber  legten  Slrt  ber  girirung. 

(£ine  3te  ni($t  t^eniger  intereffattte  2lrt  ber  girirung  be[te{)t 
barin,  ba^  man  eine  nnebene  Sittie  III  K  afö  ein  fic^  jelbft  !on^ 
ingirtei^  ©ebtibe  annimtnt  ber  2lrt,  bag  |ebetn  ^imtt  berfelben  bie 
i^r  in  biefetn  ^nn!te  \\^  anjc^tniegenbe  @bene  entf^rii^t,  S)enn 
bie  reciprofe  23ejie§nng  i[t  i)oHfomtnen  \xw\,  n)enn  tnan  einer 
Sinie  III  nnb  3  i!)rer  "^mäXz  eine  beliebige  2te  Sinie  III  nnb  3 
tf)rer  2lnfd)tniegnngioebenen  entfpre(J)en  läßt;  läßt  man  bal)er  bie 
beiben  Sinien  III  in  eine  K  jnfammen  faHen,  nnb  n)ä[)lt  bie  3  ©be^ 
nen  jo,  ba§  fie  in  ben  il)nen  entj':pre(^enben  ^mtlten  ABC  ber 
Sinie  III  \x6)  anj(f)miegen ,  fo  ift  biefe^,  treil  mit  3en  notl)ir)enbig 
mit  jebem  $aar  foli^er  jngeorbneter  (Elemente  ber  gaU ,  nnb  e^  ift 
baljer  nnr  no(i)  barjntt)nn,  ba|3  ba^  reciprole  ©tjftem  in  biefem 
galle  !ein  getx)ö^nli(i)e^  reci^rofei^  ©l)ftem  ober  ^^oIarft)ftem  bar^ 
fteßen  lann,  ©a  aber  nad)  2R:r*  126  ber  ©d^ttittpunft  S  ber  3  in 
ABC  fi(^  ber  Änri)e  III  anfc^miegenben  ©benen  in  ber  ©bene  ABC 
felbft  liegt,  fo  finb  bie  ©traljten  SA  SB  SC,  nnb  fomlt  alle  ©trat)- 
len  be^  ©trat)lenbnf(^efö  S  \x6)  felbft  !oningirt,  nttb  ba  anjserbem 
nod)  alle  $nn!te  ber  K  ftd)  felbft  lonjngirt  finb,  fo  folgt,  ba§  ba^ 
©i)ftem  voeber  ein  gett}öl}nlid)e^  reci^profes^  ©l)ftetn  nad)  91r,  165 
noc^  ein  ge^öl)nlid)eg  ^olarfi)ftem  nac^  91r.  169  fein  lann  nttb 
alfo  ein  Dlnllf^ftem  fein  mut3- 

©^  t)erbient  befottber^^  l)eri)orgel)oben  jn  toerben,  \m  na(^ 
biefer  legten  ©nttoicflnng  bie  ratimL  Äegelfi^nitte  bem  3^nllfi)ftetn 
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gegenüber  eine  a^nlt($e  D^oIIe  f^telen,  tüte  bie  ebenen  Äegelfd^ntttc 
betn  ebenen  $otarfi)ftem  gegenüber,  tnbem  fte  gletd)fam  aU  Orb- 
nung^furi^en  eine^  3^uIIfi)[tem^  auftreten,  nur  i[t  ber  ti^efentlic^e 
Unterfd)ieb  ntcf)t  ju  überfet)en,  baß  ein  ^tuHj^ftem  unenblt(^  i)iele 
\olä^z  £)rbnung^!uri)en  III  {)at 

§.  9.    ©euntetrie  be§  Stitaginaren. 

182.  ©ei  allen  tnt)oIut»  ©ebilben  l^atten  tinr  immer  ju 
unterj'd)eiben,  ob  Orbnung^elemente  t)or^anben  'voaxen  ober  ni(i)t 
@g  ift  iebod)  oon  bem  l)i3(^ften  ^ntereffe,  für  ben  gall,  baß  feine 
Orbnung^elemente  oor^^anben  [inb,  foId)e  benno(^  anjunel)men,  aber 
gu  jagen,  fte  feien  imaginär;  I)ieburt^  tt)irb  eine  neue  2lrt  oon  ^un!t=: 
(Strai)Ien^  unb  ©benen^ßtementen  in  bie  ©eometrie  eingefüf)rt,  unb  bie 
nac^folgenben  ©nttoiälungen  t^erben  bartl)un,  toie  fru(i)tbar  bie  ©in- 
füt)rung  biefer  imaginären  (Slemente  für  fie  gett>orben  ift.  2Bie 
[teilt  man  nun  fo(d)e  imaginäre  ©lemente  bar?  bie  reellen  Drb^ 
nung^elemente  eine^  ini^olut,  ©ebilbe^  !önnen  aU  gegeben  betrachtet 
toerben,  tt)enn  bie  ini^olut.  33ejiel)ung  burd)  2  ^aar  entfpred)enbe 
(glementen^aare  aa^.bbi  gegeben  ift,  ebenfo  betrad)ten  tDir  nun  au(^ 
bie  imaginären  Orbnung^elemente  aU  gegeben,  tx)enn  bie  inoolut 
S3ejiel)ung,  für  toel($e  fie  Orbnung^etemente  barftellen,  gegeben  ift, 
toir  bejeic^nen  baf)er  ein  imaginäre^  ©lement  burd^ 
aba^bi,  tt}a^  fo  oiel  bebeuten  foll,  aU  baß  biefe^  imaginäre  (gfe 
ment  ein  Orbnung^element  ber  3^i)oIution  aa^ .  bbi  barfteHt;  aba^b^ 
muß  l)ier  notl)n^enbig  ein  orbent(id)er  S^urf  fein.  6i8  brängt  fic^ 
aber  :^ier  bie  ti^ii^tige  grage  auf,  tx)ie  man  bie  beiben  imaginären 
Orbnung^elemente  ber  S^^^I^^^^^  ^% .  bb^  oon  einanber  untere 
f($eiben  !önne.  3)a^  23eifpiel  i^on  iuöolut  ©ebilben  aa^ .  bb^  mit 
reellen  Orbnung^elementen  M  unb  N  möge  auf  bie  gi):irung  biefe^S 
tx>id)tigen  llnterfd)iebe^  Ijinleiten:  &  ift  offenbar  für  jebe^  ^^^aar 
gugeorbneter  ©lemente  ber  (Sinn  aMa^  gerabe  entgegengefe^t  bem 
©inne  aNa^,  unb  fo  foU  benn  auc§  bei  ben  imaginären 
Orbnung^elementen  ber  ©inn  e^  fein,  tr^oburd)  bie 
beiben  Orbnung^elemente  unterfd)ieben  toerben,  in^ 
bem  toir  bur(^  aba^b^  ba^  eine,  unb  burd)  ab^a^b  ba^ 
anbere  ber  beiben  Orbnung^elemente  bejeid)nen.    äöir 
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ntmn  2  berartig   jujatnmettgel^örige   imaginäre  ©le^ 
mente» 

2lntner!nng.  OHge  SInalogte  ma(^t  burd)aui8  Mncn  3In^ 
f^rue^  auf  Setxsei^'fraft,  fie  joff  nur  bte  aSerfd^teben^eit  ber  2ln^ 
fdE)auung  nät)er  bringen;  ber  S3etx)et^  für  bte  3ftt(i)ttg!ett  ber  ©a(^e 
felbft  mu§  unb  !ann  etnjig  an^  ben  nad^fotgenben  (Sntotcftungen 
fettft  l;erporgei)en,  unb  ift  iebenfatti^  eine  berartige  2lnna^me  erlaubt, 
fo  lange  fie  ni(%t  in  il)rer  (Sntti^icKung  ju  aStberf^rüc^en  füljrt. 
Uebrigeui^  ift  ju  beai^ten,  ba§  gerabe  biefer  Unterf<^ieb  ber  beiben 
imaginären  Orbnung^etemente  bur(f)  ben  ©inn  be^  fie  barfteöenben 
orbentlid)en  SBurfe^^  einer  ber  fru^tbarften  ©ebanlen  tx)ar,  mit  bem 
bie  Bifjenfdjaft  ber  neueren  ©eometrie  in  neuerer  3^it  bereichert 
t^urbe, 

183.  2Bel(%e  2lrten  'om  imagin.  Elementen  ergeben  \xä)  nun 
m^  ben  möglii^en  ini^olut.  ©ebilben,  tx)ietx)irfie  bi^^er  fennen  gelernt? 

(gin  int)Dlut,  gerabe^  ©ebilbe  beftimmt  2  fonjungirte  imagin. 
fünfte  berfelben  reellen  ©eraben* 

©in  ini^olut.  (Stra{;lenbüf(^el  beftimmt  2  lonjungirte  imagin» 
©trauten,  bie  burt^  ba^  reelle  Zentrum  biefe;^  ©tra^lenbüfi^efö 
gel)en,  unb  in  berfelben  (Sbene  mit  i^r  liegen. 

®iu  ini^olut.  ©benenbüfi^el  beftimmt  2  foniungirte  imagin, 
ebenen,  bie  iuxä)  bie  reeße  2l):e  be^  (Sbenenbüfc^efö  gel)en. 

©ine  ini)olut.  ^nx^z  II  beftimmt  leine  neue  Slrt  loon  imagin, 
Elementen,  benn  man  !ann  eine  folc^e  Äurt)e  immer  al^  ein  fic% 
felbft  entf^rei^enbe;^  ©ebilbe  einest  int^olut,  ebenen  ©ett^ebe^  betrad^« 
kn,  unb  feine  Orbnung^elemente  muffen  ba^er  notl}ti)enbig  in  ber 
2l):e  ber  :perf^e!t»  Sejieljung  be^  int)olut  ©t)ftem!3,  alfo  in  einer 
reellen  ©eraben  liegen;  hierüber  nät)ere^  unten. 

(Siue  int)otut.  3ftegelfd)aar  beftimmt  2  loniungirte  imagin.  ®e? 
rabe,  "n)el(i)e  fi(^  :ti(^t  f(i)neiben,  unb  bat)er  i^on  ben  oben  angefül)r- 
ten  imagin.  ©eraben  im  (Stral)lenbüf(^el  ti^efentli(^  tserfc^ieben  finb. 
äßir  nennen  fie  loniungirte  imagin.  ©erabe  11.  S)a  man  eine  in^ 
i^olut.  9^egelfd)aar  ftet^  al^  in  einem  iui^olut.  räuml.  ©^ft.  entl^at 
ten  betrachten  !ann,  unb  bie  £)rbnung§ftral)len  berfelben  immer  ju^ 
glei(^  bie  C)rbnung^ftrat)len  be^  int)olut.  räuml.  ©l)ftem)3  barfteHen, 
tx^enn  man  ieben  geitftral)l  ber  Stegelfc^aar  fic^  felbft  entf^red)en 
lä^t,  fo  fteKen  immer  bie  imagin.  Orbnung^elemente  einer  inöolut. 

5pfaff,  neueve  ©epmelrie.  Iß 
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5Regelf($aar  juglet(^  bie  intagtn.  Orbnung^elemente  etnei8  tni)oIut. 
räuml  ©^ftem^  bar,  b»  ^.  ba^  leitete  füf)rt  buri^  feine  imagin. 
Orbnung^elemente  ju  leinen  nenen  tmagin»  Elementen. 

©ne  ini)oIut.  Äuri^e  III  fü{)rt  ebenfalls  jn  feinem  neuen 
intagtn.  (Stement,  infoferne,  vok  nnten  atebatb  näl)er  gezeigt  t^irb, 
Je  2  it)rer  imagin»  fünfte  in  einer  reellen  ©eraben  liegen.  ?!Jian 
er{)ält  ba^er  nur  4erlet  intagin.  ©(erneute, 

imaginäre  toniungtrte  ^^unfte  einer  reellen  ©eraben. 

f,  „  ©tral)len  eine)8  reellen  ^unfte^  unb 

einer  reellen  @kne  (imagin.  ©erabe  L) 

ff  „  ©benen  einer  reellen  ©eraben. 

„  „  ©trat)Ien  bie  leinen  reellen  ^unlt  unb 

leine  reelle  66ene  gemein  t)aben  (ima- 

gin.  ©erabe  II.) 

184.  @i§  foll  nun  unterfuc^t  t^erben,  intt)ieferne  biefen  neuen 
Elementen,  ^unlten  iDie  Sinien,  bie  allgemeinften  unb  tx)efentli(^en 
@igenf($aften  ber  entf^re(i)enben  reellen  ©temente,  fünfte  ti^ie  £i^ 
Uten,  tüir!li(^  julommen. 

(5I)e  aber  bie  I)ier  einf(f)Iägigen  fragen  beantoortet  tx^erben 
lönnen,  mu^  folgenber  tt)i(^tige  ^unlt  ndl)er  in  SSetrac^t  gejogen 
tijerben : 

(gin  imagin.  ©tement  ift  aU  gegeben  ju  betrai^ten,  mnn  ein 
orbentlic^er  SBurf  aba^bi  etnei^  einfallen  ©lementargebilbe^  gege=^ 
ben  ift,  vooM  atebann  i^orauiggefe^t  tx)irb,  bafe  bie  in  biefem  SBurfe 
getrennten  ©lemente  aai  unb  bbi  gugeorbnete  ©lemente  einer  ^n^ 
DDlution  barftellen,  bereu  ein  Orbnung^elemeut ,  burc^  ben  (Sinn 
beg  Söurfe^  aba^b^  näf)er  beftimmt  ober  (i)aralteriftrt,  eben  ba^ 
fragli(^e  imagin.  ©lement  ift.  liefen  Söurf  a  b  aj.  bi  nennt  man 
eine  ©arftellung  be^  babur(^  beftimmten  imagin.  ©lemente)^.  (S^ 
leuchtet  nun  aber  unmittelbar  ein,  ba§  e^  t)on  bemfelben  imagin. 
©lemente  ftet^  unenblii^  )okk  S)arfteGungen  gebe,  in  foferne  je  2 
^aare  jugeorbneter  ©lemente  ber  fraglichen  S^^^^^i^^^^^  ä^^  ^^^^^ 
fotc^en  J)arftellung  führen.  Q^  mufe  ba^er  in  ber  golge  bei  allen 
Unterfu(^unv3en  über  imagin.  ©lemente  ftet^  nacE)gemiefen  tt)erben, 
bafe  bie  erhaltenen  9^lefultate  burc^au;^  unabl)ängig  finb  i)on  ber 
2Bal)l  ber  ©arftelluug  ber  in  Setra(ä)t  gezogenen  imagin.  ©lemente. 

3n  Sejug  auf  biefe  öerf^iebenen  ©arfteöungen  imagin.  ©le^ 
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mente  foHen  für  bte  folgenben  (Sntotcflungen  einige  Befonbere  23e== 
jei(^nungen,  aU  für  bie  Stnx^^  ber  ©arfteHung  i)ortf)eil{)aft ,  I)ier 
eingeführt  tx)erben:  Wart  fagt  bie  ©arftellung  aba^bi  eine^  ima= 
ginären  ©lementei^  gef)e  i)on  bem  reellen  Elemente  a  auß, 
tDenn  a  in  bem  ba^  (glement  barftelCenben  orbentli(^en  SBurfe  bie 
erfte  ©telte  einnimmt. 

9^ac^  91r.75.b  gieW  e^  jn  jebem  jugeorbneten  (Slementen^paar 
aai  eine)3  int^olnt.  ©lemcntargebilbe^  ot)ne  Orbnnng^elemente  ftet^ 
gerabe  ein  anbere^  ^aar  cci,  fo  ba^  ber  SBurf  acaiq  einem  ge^^ 
geknen  orbentli(f)en  SBnrfe  ^projelt  unb  ber  ©inn  aca^  einem  ge^ 
gebenen  ©inne  mnp  be^gfelkn  ©lementargeKlbe^  ibentifc^  i[i  ©a 
nun  iebe^  imagin.  ©lement  hnvä)  einen  orbentli(i)en  SBurf  bargen 
fte'ltt  voixh,  fo  gieW  e^  jn  jeber  ©arftellung  eine^  imagin.  ®lemen= 
te^,  ftet^  eine  einzige  S)ar[tellung  eine^g  anberen  imagin.  ©lemente^, 
bie  1)  t)on  einem  beliebigen  reellen  Clement  feinej^  S^rdger^  au^^ 
gel^t,  unb  2)  ber  35arftellung  bei3  erfteren  iprojeft  ift  SRan  nennt 
folc^e  2  S)arfteUungen  2er  i^erji^iebener  imagin.  Elemente  :proie!t, 
©arftellungen  berfelben,  Gin  jebe^^  imagin.  ©lement  l)at  eine 
einzige  'oon  einem  beftimmten  reeüen  (Slement  au^gel)enbe  l)armo= 
nifd)e  5)arftellung,  eine  ®ejei($nung,  bereu  33ebeutung  voo^ 
o^ne  naivere  ©rflärung  i)er[tänbli(i)  ift 

185.  SBenben  voiv  mW  nun  ^u  bem  tx)i($tigen  fünfte  ber 
Xlnterfud^ung,  ob  anä)  nac^  biefer  (Srti^eiterung  be^  Ä'egriffe^  ^un!t, 
©erabe,  Gbene  bie  gunbamentalfäfee,  ti^eli^e  für  biefe  (glemente  in 
il)rer  gegenjeitigen  SSerbinbung  befielen,  noi)  ®iltig!eit  befifeen. 
3n  biejer  ^ejie^ung  ift  ^or  SlEem  bie  grage  ju  erlebigen,  t^ann 
liegt  gan^  allgemein  ein  ^un!t  in  einer  ©eraben  ober  in  einer 
ebene,  unb  toann  eine  ©erabe  in  einer  Gbene,  aud)  toenn  unter 
ben  fragli(^en  Elementen  imaginäre  entl)alten  fiub. 

§at  ein  inoolut  ©lementargebilbe  2  reette  Orbnungi^elemente 
unb  ge^en  2  ^aare  feiner  jugeorbneten  ©lemente  hnxä)  2  ^aar  ju- 
georbnete  Glemente  eine^  anberen  inoolut  ©tementargebilbe^,  fo 
ge^en  immer  auc^  bie  Orbnung^elemente  bei^  erfteren  burd)  bie 
Drbnung^elemente  beig  2ten.  Uebertragen  toir  biefeg  auf  inoolut 
(Slementargebilbe  o^ne  Orbnung^elemente  fo  fübrt  e^  un^  unmit^ 
telbar  jur  aSeantii^ortung  ber  aufgett)orfenen  S^age. 

3ft  infonberl)eit  S  (aba^bi)  eine  ©arfteüung  einer  imagin« 

16* 
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(Seraben  I,  fo  fd^neibet  Jebe  ©erabe  p  bte  in  berjelkn  (g^ene  'vok 
ber  Süji^el  S  (ab)  liegt  jene  imagin.  ©erabe  in  einem  ^unft,  ber 
reeü  ift  nnb  mit  S  jnf ammenf äGt ,  mnn  p  bitrc^  S  Qzt)t,  unb  ber 
imagin.  ift,  ttjenn  p  ben  SSnrf  S(abaxbi)  be^  33üf(J)el^  S  in  bem 
Sönrfe  p  (abai^i)  f(^neibet;  babei  nennen  toir  bie  S)arfteffun9 
aiaibi  be^  imagin.  ^unttei^  :perf^e!tii)ijc^  gur  ©arftellung  abaibi 
ber  imagin.  ©eraben,  ift  cbcjbi  eine  anbere  ©arfteffnng  beig 
imagin,  ^nn!te)3,  fo  fagt  man,  er  liegt  in  ber  imagin.  ©eraben 
abajbi,  ba  ober  infcferne  e^  eine  ©arfteCnng  ber  letzteren  gieW, 
bie  ju  ber  ©arftelinng  cbcibi  :perfpe!t  ift»  SDa^felk  gilt  nnn 
anä)  i)on  ^nnÖ  nnb  (SBene  nnb  ©erabe  I  nnb  ßkne.  (gin  ima== 
gin,  ^nn!t  ober  eine  imagin,  ©erabe  I  liegt  in  einer  imagin, 
©kne,  tx)enn  t^  eine  SarfteKung  ber  lefeteren  gieW,  bie  jn  ber 
Sarfteltnng  ht^  ^nnfte^  ober  ber  ©eraben  :perj))e!t,  ift»  2^hz 
reeCe  ©erabe  fc^neibet  bal)er  eine  imagin»  (Sbene,  mit  beren  5l):e 
fie  leinen  ^nnft  gemein  l)at,  in  einem  imagin»  ^nnft,  nnb  jebe 
reeKe  (gbene  fd^neibet  eine  imagin»  (gtene  beren  2l]ce  *)  nii^t  in 
Jener  liegt,  in  einer  imagin»  ©eraben  I»  Sln^erbem  l^at  noc^  jebe 
imagin»  ©erabe  I  i^r  ßentrnm  nnb  jebe  imagin»  (Skne  iljre  2t]ce 
aU  einjige^  reeEei6  ©lement» 

§at  ein  ini)olnt»  ©^fi  2  Orbnnng^ftra^len ,  fo  ift  jebe  ©e^ 
rabe,  bie  beibe  jngleii^  fi^neibet  fic^  fettft  jngeorbnet  nnb  nmge^ 
tdjxt  lebe  fii^  fettft  jngeorbnete  ©erabe  fc^neibet  bie  Reiben  Orb^ 
nnngi^ftra^le  nnb  jtoar  fteHen  bie  beiben  ©(^nitt:pnn!te  bie  £)rb^ 
nnngioelementen  be^  in  ber  ©eraben  entljaltenen  int)olnt»  geraben 
©ebilbe^  bar»  ©iefe^  anf  bie  imagin»  Orbnnng^oftra^^len  eine^  ge^ 
f(^aart  ini^olnt»  rdnml»  ©t)ftem^  angeti^enbet  fü^rt  jn  bem  D^efnltate, 
ba§  jebe  fi(^  felbft  jngeorbnete  ©erabe  b.  l>»  jeber  Seitftral^l  be^ 
©\)ftemi8  (ytr»  155),  bie  beiben  lonjnngirten  imagin»  ©eraben  II 
in  2  imagin»  ^mitten  fi^neibe,  tt)el(^e  afe  imagin»  Orbnnng^ele^ 
mente  be^  in  bem.  fraglichen  Seitftral)l  a  entl)altenen  ini)olnt»  gera^ 
ben  ©ebilbe^  erj(i)einen»  SSetrac^tet  man  enblic^  einen  Seitftral)l  a 
be§  ©^ftem^  al^  3l^e  eine^  reellen  @benenbii|($ete  nnb  jiel)t  bnrcl) 
2  $aar  jngeorbnete  ©trauten  ppi  qqi,    toelc^e  biefen  Seitftra^^l 


*)  Sßtr  fpred)en  f)kx  ber  ^r^e  U)egen  i?on  %xt  einer  imagin»  (SBene 
unh  i)erftel)en  )§terunter  bie  Ire  H^  fie  beftimmenben  int)oIut»  ^-knenl^üfc^el^. 
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fd)ttetbett  xitib  ba^er  eine  ©arftellunc^  P^Pi^i  ^^^  imacjtn.  @e^ 
raben  Silben,  bte  4  ©Benen  ap  aq  api  aqi,  fo  fteüen  biefe  eine 
tmagtn.  (SBene  bar,  t^eli^e  burd§  bte  imagin.  ©erabe  pqpiqi  gel^t, 
in  fo  ferne  jeber  Seitftraljl  be^  ©t)ftem^  biefen  orbentti(^en  SBnrf 
a  (pqpiqi)  in  einem  imagin,  ^nn!t  fc^neibet,  ber  in  ber  imagin, 
©eraben  liegt 

3eber  Settftra^l  eine^  gef(^aart  in^olut,  ©^ftem^  mit  tmagtn. 
Orbnnngi^ftrai)len  m  n  tft  bal)er  S^räger  2er  foninngirter  $nn!te 
\t>k  2er  lonjnngirter  tmagin,  (Svenen  ber  beiben  lonjnngirten  ®era:= 
ben  II  m  nnb  n,  nnb  an^er  biefen  reeKen  ©eraben  giebt  z^  wi- 
ter  Seine,  iDelc^er  biefelbe  (Sigenfi^aft  jnSommt, 

186,  e^  follen  nnn  für  ben  gaU,  bag  imagin.  (SIemente 
mit  in  ^etxaä)t  fommen  folgenbe  gnnbamcntalfäfee  über  bie  ein== 
fad^ften  ©temente  erU)tefen  n^erben: 

1)  2  fünfte  beftimmen  ftet§  eine  ©erabe, 

a)  Sft  ^w  ^nnft  S  reeG  nnb  einer  imaginär  aba^b^,  fo 
ift  jn  nnterfd)eiben,  ob  ber  reeGe  ^nn!t  in  bem  reellen  S^räger  beg 
imaginären  liegt  ober  nt(^t,  im  erfteren  gälte  ftetlt  ber  reette  S^rä- 
ger  beg  imagin,  ^nnftesg  felbft  bie  fragliche  ©erabe  bar,  im  2ten 
gaff  ftefft  ber  2Bnrf  S  (abaibi)  eine  tmagin,  ©erabe  bar,  njeld^e 
nad)  bem  Obigen  beibe  ^nnfte  entt)ält» 

b)  ©inb' beibe  ^nnfte  abaibi  aßa^ßi  imaginär,  fo  laffe 
xmn  it)re  ©arfteffnngen  i)on  bem  ©(^nitt:pnn!te  W  ber  reeffen  S:rä= 
ger  a^  nnb  aß  an^gel^en  nnb  anfeerbem  biefelben  :proie!t  fein, 
biefe  ©arfteltnngen  feien  SJiamiai  nnb  Wafiia^f  atabann  fdinei^ 
ben  fi($  aa  mi/u^i  ai«i  in  einem  ^nnfte  S  nnb  S  (SiÄamiai)  ift 
bie  Sarfteffnng  einer  imagin.  ©eraben,  bie  beibe  ^nnfte  in  fii^  ent^ 
^ält,  nnb  offenbar  fann  e^  feine  2te  ©erabe  geben,  ml^tv  biefelbe 
eigenf(^aft  jnfommt.  ©inb  bte  beiben  imagin.  ^nntte  !oninngirt, 
fo  ift  it)r  reeffer  Sräger  bie  fragliche  ©erabe, 

2)  2  ©erabe  berfetben  ©bene  beftimmen  einen  Sßnnft, 

a)  @ine  ©erabe  ift  reeff  bie  anbere  imaginär;  in  bief em  galle 
ift  offeitbar  ber  Schnitt  ber  reeffen  ©eraben  mit  jeber  S)arfteffnng 
ber  imaginären  eine  ©arfteffnng  eine^  nnb  bei^felben  ^^^nntte^  ber 
reeff  ift,  )Poenn  ber  reeff e  S^räger  (ßentrnm)  ber  imagin,  ©eraben 
in  ber  reeffen  ©eraben  liegt,  fonft  aber  imaginär, 

b)  23eibe  ©erabe  finb  imaginär  M  (ab  a^bi)  nnb  Mi  (ccßccißi) 
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la^t  man  in  biefem  ^aUe  {l)re  ©arfteüuttgert  i^ott  intern  gemein^ 
fatnen  @trat)P  MMi  au^gge^en  unb  :pro|e!L  fein,  \o  jc^neiben  fi(^ 
bie  ;perf^e!t  SBürfe  ber  23üj(i)el  M  unb  M^  in  einem  SBurfe  einer 
©eraben,  ti^eli^er  eine  SarfteHung  eine^  imagin.  ^unfteg  Bilbet 
ber  in  fceiben  ©eraben  liegt  ©inen  tx)eiteren  fol(^en  ^un!t  gießt 
e^  offenbar  ntd)t,  tt^enn  and)  no(^  unenblic^  t)iele  anbere  3)arftet 
langen  be^felben.  ©inb  bie  beiben  ©eraben  loniungirt,  fo  i[t  it}r 
reeller  S^räger  (Sentrunt)  ber  fragli($e  ^unft» 

3)  1  ^un!t  unb  1  ©erabe  beftimmen  eine  ©bene, 

a)  ©er  ^^^^untt  S  ift  reell  unb  bie  ©erabe  ift  eine  intagin. 
©erabe  I  P(abaibi)  liegt  babei  ber  ^un!t  in  bem  reetten  S^räger 
ber  imagin.  ©eraben,  fo  fteEt  berfelbe  bie  fragli(i)e  ©bene  bar. 
Siegt  S  auj3erl)alb  ber  ©bene  P  (ab),  fo  ift  bie  ©erabe  SP  2l):e 
eine^  ©benenbüfd)efö  oon  bem  ber  SSurf  SP  (abaib^)  eine 
^ur  imagin.  ©eraben  ^erfpelt.  ©arjtettung  ber  gefut^ten  imagin. 
&tnt  ift. 

b)  ©er  ^unft  ift  imagin.  abaibi  bie  ©erabe  p  reell;  finb  in 
biefem  ^^alle  bie  ©eraben  ab  unb  p  in  1  ©bene,  fo  fteCt  biefe  bie 
gefucbten  bar,  too  ni(^t  fo  ift  p  (abaibj  eine  jur  ©arfteUung 
abaibi  :perfpe!t.  ©arftetfung  ber  gefuct)ten  ©bene. 

c)  ^un!t  unb  ©erabe  1  *)  finb  imagin. ,  in  biefem  §atte 
fönnen  toieber  i^re  beiben  reellen  S^räger  in  1  ©bene  jufammen^ 
falten,  tnelc^e  atebann  bie  gefu(^te  ©bene  barfteltt,  ift  biefe^  aber 
ni(f)t  ber  gall,  fo  laffe  man  bie  ©arfteffung  beig  ^un!te^  t)on  bem 
©(^nitt:pun!t  ber  reellen  S^räger  au^ge^en  unb  bie  ©arfteKung  ber 
©eraben  'oon  bem  ©traljle  ber  nad^  bemfelben  ®d)nitt^unÖ  gel)t, 
aufeerbem  aber  nod)  biefe  ©arfteöungen  :pro}e!t.  fein;  biefe  beiben 
©arftelfungen  erzeugen  atebann  offenbar  einen  orbentlii^en  SBurf 
eine^  reeffen  ©benenbüfc^efö ,  vo^lä)Qv  bie  ©arfteKung  einer  imagin. 
©bene  bilbet,  bie  ju  ben  ©arfteöungen  be^  ^unlte^  unb  ber  ©e^ 
raben  :perf:pe!t.  ift.  gür  ben  galt,  ba§  ber  ©d)nitt^unft  ber  beiben 
reellen  S^räger  in  ben  9Jättel^un!t  be)8  imagin.  ©tral)lenbüfc^efö 
faltt,  beffen  einen  C)rbnungi6ftral)l  bie  gegebene  imagin.  ©erabe  bar=^ 
fteEt,  !pafet  bie  fo  gegebene  Söfung  nic^t,  in  biefem  gaße  fteEt  aber 


*)  S)eti  galt,  ba'^  bk  ©erabe  eine  ^txabt  11  barfteltt,  Betrachten  t^ir 
unten. 
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auä)  ber  reeöe  öäger  be)8  imagtn.  ^un!tei8  bte  2Ijce  etne6  reellen 
gbenent)üjd)efö  bar,  iDon  weltfern  ie  ein  orbentlii^er  SBurf,  tr>el(^er 
einer  £)arfte'llung  ber  imagin.  ©eraben  ^erf:peft  t[t,  bie  gefnc^te 
tmagin,  ©bene  barfteHt. 

4)  ©nrc^  2  @6enen  ift  eine  ©erabe  Beftimmt 

a)  Sft  ^i^^  &tm  reeK,  fo  ftellt  t:^r  ©(^nitt  mit  jeber  ©ar:= 
ftettnng  ber  anbern  imagin,  ©bene  eine  Sarfteönng  ber  gefüllten 
©eraben  bar, 

b)  ©inb  beibe  imaginär,  fo  fragt  e^  fid^,  oB  it)re  reelle  Sra^ 
ger  (2l):en)  fi($  jc^neiben  ober  ni(%t  3^  Iften  galle  lafje  man 
i^re  S)arftellung  i)on  it)rer  gemeinjamen  @kne  an^c\^i)tn  unb  :prö= 
ie!t,  fein,  atebann  erjengen  bie  :perf^e!t,  :prcie!t,  SBürfe  il)rer  ©ar^ 
ftettungen  einen  orbentüi^en  2Bnrf  eine^  ©tra^Ient)üf(^ete,  ber  eine 
©arfteUung  ber  gefn(^ten  ©eraben  bitbet  ©ciyneiben  fid)  bie  bei^ 
ben  2l):en  nid)t,  fo  laffe  man  bie  ©arftelinngen  :proje!t.  fein,  aU^ 
bann  f(^neiben  fi(f)  bie  entf:pre(^enben  ©benen  ber  beiben  ©arftet 
lungen,  in  ben  4  ©traf)len  einer  ölegelfc^aar,  bie  einen  orbentti(i)en 
SBnrf  bilben,  nnb  t>cn  ber  bie  beiben  2l):en  8eitftral)ten  barftellen. 
©iefer  orbentIi(i)e  2önrf  in  ber  9tegelfc^aar  ift  baf)er  bie  ©arftettnng 
einer  imagin,  ©eraben  II,  txseli^e  nad)  ber  legten  (gntti^icflnng  in 
beiben  ©benen  liegt 

5)  @in  5ßun!t  nnb  eine  imaginäre  ©erabe  II  erjengen  eine 
©bene. 

a)  3ft  ber  ^nn!t  reeH,  fo  ge^t  bnrd^  i^n  ein  Seitftral)!  bejg 
ini)olut  ©t)ftem)6,  oon  bem  bie  gegebene  ©erabe  ein  Orbnnng^ftral)! 
ift,  nnb  ba^  eben  hmä)  biefen  nnb  feinen  ii)m  fonjnngirten  2ten 
Orbnnng^ftral)!  i^ottlommen  fi):irt  ift  (nac^  9^r.  160).  S^iefer  £eit= 
ftra^I  ftettt  aber  bie  2l):e  einer  imagin.  ©bene  bar,  bie  bnrc^  bie 
imagin,  II  get)t  nac^  ber  obigen  ©ntn^itflnng  biefer  9^nmmer,  nnb 
bie  an($  ben  reeöen  ^nn!t  in  \iä)  entl}ält. 

b)  3ft  fes^  ^nn!t  imagin,,  fo  fragt  t^  fi(^,  ob  er  in  einem 
Seitftral^l  beig  ini)oInt.  ränml  ©^ft.  liegt,  ober  nii^t,  im  erften  gall 
ift  bieienige  imagin.  ©bene,  beren  reelle  2l):e  jener  ßeitftral)l  ift, 
nnb  bie  bnrc^  bie  imagin.  ©erabe  II  gel}t,  bie  gefn(J)te  ©bene,  ift 
aber  bie  ©erabe  p,  in  vot^tv  ber  imagin*  ^nnlt  liegt,  fein  Seit== 
ftral)l  be^  ©t)ftem^,  fo  jieljt  man  t)on  irgenb  einem  in  i^r  gelegen 
nen  5|Snn!te  P  ben  Seitftra^l  q  be^  ini^olnt,  ©^ftem^  nnb  net)me 
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nun  bom  ©($nitt!pun!te  P  m%ti)tnh  in  p  eine  S)arftelluttg  be^ 
imagin.  ^unfte^  Pa:piai,  iinb  in  q  bon  P  aui^ge^enb  eine  ju 
ber  i;)origen  ^jrojeö.  ©arftellung  be;^  in  q  geleßenen  ^un!te^  ber 
itnagin,  ©eraben  II  PbqiBi,  fo  fc^netben  fic^  ah  )(}^c\i  aibi  in  1 
^unlte  S,  nnb  tt^a^lt  man  nun  ben  burc^  S  gei)enben  Seitftra^t 
be^  int)oIut  ©^ftem^  jur  2l):e  einer  bur(^  bie  imaginäre  ©erabe  II 
gel)enben  ©bene,  fo  gel)t  biefe  anä:)  bur(i)  ben  imaginären  ^unft 
(infoferne  ber  fie  barfteßenbe  SBurf  bie  ©bene  p  q  in  ben  4  ©traf)^ 
len  S(Pa^iai)  f(^neibet  ©iefer  gaff  enti)ält  in  SSerbinbung  mit 
3)  bie  fiöfung  bei8  gaffet:  3  fünfte  beftimmen  eine  @bene. 

6)  ©ine  imagin.  ©erabe  II  unb  eine  ©bene,  bie  nid)t  burd) 
fie  gel^t,  beftimmen  einen  ^unft. 

a)  3ft  Me  ©bene  reeff,  fo  liegt  in  il)r  ein  Seitftral)!  be^  buri^ 
bie  imagin»  ©erabe  unb  il)re  loniungirte  aU  Orbnung^ftra^len  be^ 
ftimmten  inoolut.  räuml  (B\)]km^,  unb  biefer  enthält  ben  fraglichen 
tmagin.  ^unö. 

b)  3ft  ^i^  ©bene  imagin.,  fo  erhält  man  ganj  auf  bem  ju 
5  b)  reci:pro!en  3öege  fofgenbe  Söfung:  ift  bie  3l):e  p  ber  imagin. 
©bene  ein  £eitftrat)l  be^S  inootut  ©t)ftem!3,  fo  ift  ber  in  il)r  ent= 
laltene  ^unö  ber  imagin.  ©eraben  II  ber  gefuc^te  ^unft  ^\t  W^ 
fe^  nid)t  ber  gaff,  fo  )Dät)le  man  in  irgenb  einer  burd^  p  gel^enben 
©bene  ben  Seitftral^l  q  bei3  ©^ftem^,  laffe  i)on  ber  gemeinfd)aftli(^en 
©bene  pq  au^get)enb,  fotooi)l  bie  gegebene  ©bene,  aU  aud)  bie  burd) 
q  unb  bie  imagin,  ©erabe  II  gel^enbe  ©bene  burd)  :proj;eft  2Bürfe 
bargefteUt  fein,  fo  erzeugen  biefe  aU  :perf:pe!t,  :pro][e!t.  eine  ©bene, 
bereu  Seitftral^l  be^  int)oIut.  ©ijftem^  ben  gefüllten  ^un!t  entl)ält, 

7)  ©ine  imagin.  ©erabe  II  f,  unb  eine  anbere  ©erabe  bie 
einen  5pun!t  gemein  I)aben,  beftimmen  eine  &cm.  Sft  ^^^  ©erabe 
reeff,  fo  mu§  fie  ein  Seitftrat)!  be^  burc^  f  beftimmten  inoolut. 
täuml  (Bt)\km§>  fein,  unb  eben  biefer  Seitftrat)!  ftefft  bann  ben 
S^räger  (2l):e)  ber  gefud)ten  imagin.  ©bene  bar;  ift  bie  ©erabe  imagin. 
fo  ift  jebe  i^rer  ©arfteffungen  S  (abaibi)  :perf:pe!t  ^u  einer  ®ar- 
fteffung  a  b  ai  b^  bejg  in  i^rem  reeffen  S^räger  entf)altenen  imagin. 
$unltei3  i3on  f ;  ber  Seitftral)!  bej8  inoolut,  ©t)ftem^  ber  burd)  S 
ge^t,  unb  ber  bemnad^  nic^t  in  ber  ©bene  S  (a  b)  liegen  lann,  ftefft 
aW^ann  ben  reeffen  S^räger  (2I):e)  ber  gefud)ten  imagin.  ©bene  bar, 

8)  2  imagin.  ©erabe  II  f  unb  g  bie  1  $unlt  gemein  I)aben, 
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Befttmmett  eine  ©Berte.  Siegt  ttämltc^  ber  i^nen  gemeinfame  ^un!t 
in  ber  ©eraben  a,  fo  mu^  btefe  ein  gemeinfamer  Seitftraf)l  ber  bei^ 
ben  tnbolut.  räuml  ©l)fteme  jein,  ti^elc^e  einerfeiti^  bitr^^  f  unb  feine 
fonjungirte  ©erabe,  anbererfeit^  bnrc^^  g  nnb  feine  lonjnngirte  @e^ 
rabe  ate  Orbnnng^ftra'^len  Beftimmt  finb,  unb  e^  giebt  baiier  für 
Jebe^  biefer  ini)olnt  rciuml  ©t)fteme  unenblid)  loiele  im  (Sl)ftem  ent^ 
Ijaltene  inboint  SRegelfi^aar  bte  a  jnm  £ettftrai)l  Ijaben,  berüfjren 
ftc^  mm  2  biefer  inöolnt  Stegelfd)aaren  in  a,  fo  ift  a  bie  reelle 
Wre  ber  intagin.  ©bene,  t^elc^e  bnri^  f  nnb  g  pgleic^  gel^t,  bernl)^ 
ren  bie  beiben  9'tegelfd)aaren  fid)  ieboc^  nid)t  in  a,  fo  ^abtn  bie 
tnt)oInt.  ränml  ©^ft.  nnb  bie  beiben  int)oInt.  im  ©l)ftem  entljal'te^ 
neu  Slegelfc^aaren  nod)  einen  2ten  fieitftra^l  b  gemein,  n^elc^er  aB= 
bann  bie  äl):e  ber  gefnd)ten  imagin.  (Sbene  barftellt.  "^aä^  3lx.  132 
Ißnnten  namlic^  bie  beiben  3legelfläd)en ,  ^)3eld)e  ben  ©tral)l  a  ge^ 
meinfam  Ijaben,  an^erbem  and)  no(^  eine  Sinie  HI,  ober  3  @erabe 
fiinien  (oon  benen  2  in  1  pfammen  faEen  lönnen),  ober  1  ©erabe 
Sinie  nnb  eine  j^nroe  II  gemein  ()aben,  bajj  aber  I)ier  nnr  ber 
gatt  eintreten  !ann,  ba§  beibe  5Regelp($en  nod)  3  ©erabe  gemein 
§aben,  oon  benen  2,  it^elc^e  bie  a  (nnb  b)  fd)neiben  in  eine  ^nfam^^ 
men  faEen  ober  imagin,  toerben  !önnen,  ergiebt  fid)  an^  folgenber 
Setrac^tnng:  nm  eine  im  ©i)ftem  enthaltene  inoolnt  3ftegelfd)aar, 
beren  imagin.  Orbnnng!gftral)len  bie  beiben  !onjiingirten  ©eraben 
f  nnb  fi  ober  g  nnb  gi  barfteHen,  nnb  bie  bie  a  afö  Seitftral^I  enthält, 
jn  erl)alten,  brand)t  man  nnr  jn  2  beliebigen  ©eraben  pq,  tt)elc6e  bie 
©erabe  a  aber  nid)t  \xä)  fd)neiben,  bie  entf^re(^enben  pi  qi  (für  basa 
©t)ftem  ffj)  nnb  p2 q2  (für  bag  Softem  ggi)  bajn  in  neljmen, 
bie  inoolnt.  9^egelfc^aar  ppi  *  qqi  im  erften  ©l)ftem,  nnb  bie  in^ 
oolnt  9^egelf($aar  PP2  *  qq2  tm  2ten  ©t)ftem.  fteHen  ein  ^aar  ber 
ertx)a()nten  ini)olnt.  Dflegelfd)aaren  bar  (ober  mit  anbern  SBorten  p  q 
Pi  <li  ^i  ^i^^^  ©arfteltnng  oon  f  nnb  p  q  p2  q2  eine  ©arfteUnng 
t)on  q).  2)iefe  O^egelfc^aaren  l)aben  aber  offenbar  bie  3  ©eraben 
apq  gemein,  nnb  muffen  ba^er,  mxin  fie  fid)  nid)t  in  a  berühren 
noc^  in  einem  ©tral)le  b  fi^neiben. 

9),  2  imagin.  ©erabe  11  f  nnb  g,  bie  in  1  (Sbene  liegen,  be^ 
ftimmen  einen  ^nnlt.  ,  S)er  93etoeii§  l)iefür  toirb  anf  biefelbe  SKeife 
gefül)rt,  toie  ber  in  8);  follen  namlid)  f  nnb  g  in  1  (Sbene  liegen, 
fo  muffen  bie  beiben  ini^olnt.  ränml  ©l)fteme,  tx)el(^e  bnrc^  ffi  nnb 
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ggi  ober  ittnge!e!)rt ,  burc^  n?el($e  ffi  unb  ggi  beftintmt  ftnb,  ent^ 
tüeber  einen  Settftraljl  b,  in  bem  fie  fid)  krii{)ren,  ober  2  Seitftra^len 
b  nnb  a  c^emein  tiaben;  im  erften  gaG  liegt  ber  geju(^te  ^un!t  in 
b,  im  2ten  gaHe  in  a,  ber  SetDet^  i[t  berfelbe  tt)te  in  8)  nnr  jo  ju 
fagen  in  umge!e{)rter  Orbnung ;  inbem  bort  a  l^ier  b  bnrd^  bie  35or^ 
au^fe^nng  gegeben  ift. 

@^  ift  au^  biefer  @ntU)icElnng  erfi(^tli(^,  ba^  l^inftd)tli(^  ber 
i^unfaamentaleigenfc^aften  bei  iljrer  gegenjeitigen  SSerBinbung  bie 
imagin.  ©lemente  'oon  ben  reeEen  \iä)  nid)t  unterj'(^eiben. 

187,  %ad)  bem  ber  2lrt  eine  ganj  neue  2lrt  oon  (Elementen 
in  bie  geometrif(i)e  Betrachtung  aufgenommen  i[t,  muffen  ?!Jiobififa^ 
tionen  unb  ©rtoeiterungen  ber  früheren  23egriffe  eintreten,  toenn 
unfre  ©ntmidlung  mä)  auf  biefe  neuen  ©lemente  au^gebel^nt  toer^ 
ben  foH. 

Betrat^ ten  toix  nun  entf^red^enb  ber  (Snt^idlung  ber  dlx.  5 
voa^  über  bie  Slnja^l  ber  ©lemente,  n)eld)e  bie  einzelnen  ©runbge- 
bilbe  entl)alten,  ju  fagen  ifi 

a)  Elemente  eine^  reeEen  (Elementar geBilbe^  L  2Bir  bejeii^^ 
nen  toieber  bie  ^Injal^I  ber  reellen  fünfte  einer  ©eraben  mit  u  +  1 
bem  entf^rec^enb  ex^alt  man  bie  5tnjal)l  ber  in  einem  reellen  ©le? 
mentargebilbe  entl)altenen  imagin.  (Slemente  burc^  folgenbe  SSe^ 
trac^tung : 

^eber  orbentli($e  3Burf  in  bem  ©lementargebilbe  beftimmt  jtüar 
ein  imagin.  Clement,  aöein  t^oUte  man  alle  fol(f)e  orbentlic^en  2Sürfe 
al^  ©arfteEungen  imagin,  (Slemente  gelten  laffen,  fo  toürbe  man 
für  jebe^  einzelne  berfelben  unenbli(^mat  unenblii^  i)iele  2)arftel== 
lungen  mit  aufgenommen  ^aUn,  e^  ift  ba^er  bafür  ju  forgen,  ba§ 
jebe^  folc^e  imagin.  ©lement  auc^  nur  einmal  erl)alten  toerbe,  bie== 
fe^  erreicht  man  aber  baburd),  ba§  man  1)  aöe  ©arftellungen  i^on 
einem  feften  fünfte  a  au)ggel)en  lä^t,  unb  2)  baß  man  jebe  S)ar= 
fteltung  einem  beftimmt  gegebenen  orbentlii^en  Sßurfe  AB  AiBi 
:pro]eft.  fein  läßt,  ©er  SBurf  al  a^bi  fteßt  alfo  alle  in  bem  reel== 
ten  (Slementargebilbe  enthaltenen  imagin,  (Slemente  bar,  toenn  a  feft 
unb  abaibi  rt  AB  AiBi  ift,  toorau^  folgt,  bafe  ai  unb  b  2  ganj 
beliebige  i)on  a  i)erfc^iebene  Elemente  barftellen  !onnen,  bamit  ein 
fold)e^  imagin.  (Slement  erl^alten  tt)irb,  Sie  2lnjal)l  biefer  i^er^ 
jc^iebenen  Möglic^leiten  ift  aber  offenbar  u.  (u— 1),    b,  ^.  glei(^ 
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ber  3Injaf)t  bcr  möglichen  aSerBttibungen  je  2er  ^erf(i)iebener  reeller 
glemente  au^er  a.  Sie  2Insa^{  atter  (Stetnente  eine^  reellen  &t^ 
trientargeHlbe^  I  i[t  aljo  n^  + 1. 

b)  3Inja^l  ber  glemente  einer  intagtn,  ©eraben  I,  @me 
fo((^e  ©erabe  t)at  einen  reellen  ^un!t,  unb  tx)irb  an^erbem  i)on 
ieber  reellen  Oeraben,  bie  in  t^rem  reeKen  5:räger  liegt,  aber  nic^t 
bnrc^  if)ren  reellen  ^un!t  gel)t,  in  einem  intagin.  fünfte  geji^nit* 
ten,  joli^er  ©eraber  gieW  t^  aber  na^  5Rr.  5  gerabe  u^,  ba^er 
enthält  eine  foI(^e  imagin.  ©erabe  I  im  ©anjen  u^  + 1  fünfte. 

c)  3lnäal)l  ber  ©lemente  eine^  imagin.  6benenMjd)eÖ,  beffen 
2l):e  eine  imagin.  ©erabe  I  ift, 

^eber  joli^e  (gbenenMf(^el  entl)ält  eine  reelle  (Sbene,  nmliä) 
ben  S^räger  ber  imagin.  2l)ce,  an^erbem  aber  Beftimmt  jebe  reelle  ©e^ 
rabe,  trel(^e  bie  imagin.  Stre  nnb  i'^re  reelle  ßbene  in  i^rem  reetten 
©entrnm  fi^neibet,  bie  reelle  2lre  einer  imagin.  ©kne,  \t:>^^^  bnr(^ 
bie  gegebene  imagin»  ©erabe  I  geljt,  b.  ^.  bem  fragli(^en  ©benenn 
Mf(f)el  aU  (glement  angel)ört.  ©olt^er  ©eraber  giebt  e^  aber  mä^ 
5Rr.  5  genan  u^,  bal^er  ift  bie  gefucE)te  Slnja'^l  aCer  (glemente  be^ 
@benenbüf($efö  tt)iebernm  u^  +  1, 

d)  ginjaljl  ber  Elemente  eine^  imagin.  ©tral)lenbnf(^el^,  bef^ 
fen  ?!Kittel^nn!t  A  reeH,  beffen  (Sbene  aber  imaginär  ift.  3)ie  reelle 
2lre  p  ber  imagin.  ©bene  ift  ein  reeEer  ©tral)l  beigfelben,  anfeerbem 
fc^neibet  iebe  reelle  ©bene  be^  ©tra^lenbiinbefö  A,  bie  ni(^t  ju^ 
gleich  bnrd)  p  gel)t  bie  ©bene  in  einem  imagin.  ©tral)l  be^  frag* 
li(^en  33nf(^eK,  foli^er  ©benen  giebt  e^  aber  nad)  9lr.  5  gerabe  u^, 
ba^er  ift  bie  2lnja:^t  alter  (Stral)len  gleii^  u^  + 1. 

e)  2ln^al)l  ber  ©lemente  einer  imagin.  ©eraben  11.  Offenbar 
{)at  eine  imagin.  ©erabe  II  fo  biete  imagin.  ^nnlte,  afö  ba^  in^ 
^olnt  ränmL  ©i)ftem,  beffen  einen  Orbnnng^ftrat)!  fie  bilbet,  Seit= 
ftral)len  entl)ält  (t)gl  3lx,  155  nnb  185);  nm  aber  beren  2lnja^l 
jn  finben,  x^ai)k  man  eine  beliebige  reeffe  ©bene,  fo  ift  in  i^r  ge^ 
rabe  ein  geitftra^l  f  be^  ©^ftemi3  enthalten,  ti3äl)renb  bnrc^  feben 
anfeer^alb  biefer  ©eraben  gelegenen  $nn!t  biefer  ©bene  au<i)  gerabe 
ein  Seitftral)l  be^  ©^ftem^  ge^t  (nad)  3lx.  159)  fol($er  ^nnfte 
anfeerl^alb  be^  fragli(^en  Seitftral)fö  f  giebt  e^  aber  nad^  9^r.  5 
genan  u^,  fo  ba^  alfo  ein  imagin.  ©erabe  II  genan  u^+l  g^nnöe 
entl;ält.   S)a  ferner  jeber  Seitftraljl  be;3  ©^ftem^  auä)  bie  2l):e  einer 
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tmagtn.  ©bene  barftettt,    bie  burd)  bte  frac^Iic^e  itnagitt.  ©erabe  11 
gel)t,  fo  tft  au(^  gan^  ebenfo 

f)  bie  2ln^al)l  ber  ©betten  ettteig  itttagitt.  ® ettettl6üfd)efö ,  bef=^ 
fett  2lre  ettte  ttrtagm.  ©erabe  II  tft,  gerabe  ßletd)  u^+  1, 

g)  3lnjal)l  ber  (Sletttettte  ettte^  ©trcit)(ettbüj(%efö,  befjen  9Jlit 
tel:piitt!t  itrtb  ©bette  itttagtttdr  t[t.  &  fittb  I)ier  2  gdHeju  uttter=^ 
jt^eibett,  ttättttic^  ettttx^eber  liegt  ber  reeöe  S^räger  bes^  ititagin,  WiU 
tdpnntM  itt  betit  reellen  &äger  fSlre)  p  ber  imavgin,  ©bene,  in 
ber  ber  ©tral)lenbüfd)el  liegt  ober  itic^t,  Stritt  ber  er[te  gatt  ein, 
fo  entljdlt  ber  @tral)lettbüj(J)el  einen  reeEen  ©tral)l,  näntlicl)  ben 
reellen  S^räger  hzß  ©etttrtttn^  p  jelbft,  aKe  übrigen  ©tral^len  bagegen 
ftnb  intagin.  (Serabe  II,  nnb  jtt)ar  finbet  tnmx  beren  3lnjal)l  am 
eittfaifjften,  tt)ettn  man  i)on  bem  gegebenen  ©entrnm  nac^  aKen^ntt!^ 
ten  einer  ©eraben  in  ber  ©bene  ©tral)len  jiel^t,  jn  biefem  ^voeäc 
f(^neiben  tx)ir  bie  imagin.  ©bene  bnrd)  eine  reelfe  ©bene,  fo  beftimmt 
biefe  mit  berjelben  eine  imagin.  ©erabe  I,  tDelcE)e  nad)  1)  gerabe  u^ 
imagin,  ^nnöe  enthalt,  fo  ba^  al^  Slrtjaljl  ber  ©tral^lenelemente 
für  biefen  Iften  galt  fid)  ergeben  ii^  +  l.  Siegt  bagegen  ba«^  imagin. 
©entrnm  aba^b^  nid)t  in  ber  reeEen  2l):e  p  ber  itnagitt.  &zm,  fo 
müyaü  ber  ©tral)lenbüf(^el  bloß  imagin.  ©erabe,  nnb  poax  L  ober 
11.  Orbnnng,  Je  nac^bem  ber  fraglid)e  ©tral)l  bie  reeEe  2l):e  p  in 
einem  reeEen,  ober  in  einem  imagin,  $nn!te  f^neibet,  nnb  ba  jeber 
^nnlt  ber  2l):e  p  in  SSerbinbnng  mit  abaibi  einen  ©tral)l  heß 
fraglichen  Mfc^efö  liefert,  fo  erhält  man  U)ieber  ii^-}-!  ©tral)len 
(ndtnlid)  ii  + 1  imagin.  ©erabe  I ,  nnb  u^ — u  itnagin.  ©erabe  II), 

li)  ?ltt^al)l  ber  ©iemente  eineg  reeEen  ©rnnbgebilbe)^  II 
(ebenes^  ©etoebe  nnb  ©tral^lenbünbel).  Slai^  ?lr.  5  enthält  ein 
reeEe^  ebette^  ©en)ebe  u^  +  u+l  reeEe  ^nnlte;  anjserbem  entl)ält 
t^  in  jeber  reeEen  ©eraben  nod)  n^  — n  imagin.  ^nnfte,  ba  e^ 
aber  foldjer  reeEer  ©eraben  nac^  ?tr.  5  anä)  u^  +  u  + 1  enthält, 
fo  tft  bie  ©itmme  aEer  feiner  ^nnttelemente  u^  +  u  + 1  +  (u^  +  u  + 1) 
(u2— u)  b,  l),  n^ +  11^+1, 

©anj  anf  betnfelben  ref^,  anf  betn  reci^rofen  SBege  erl)ält 
man,  baß  and)  bie  3lnjal)l  aEer  ©tral^lenelemente  eineig  ebeiten  ©e^ 
i^ebe^  u^  +  u^+l  ifi 

©a^felbe  Slefnltat  l)inft(i^tli(^  ber  älnjaljl  ber  ©Iemente  gilt 
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nun  felb[tt)erftanbü(^  anä)  für  ben  ©traljlentünbel  l)infi($tli(^  feiner 
©trat)len  unb  ©Benenelemente, 

i)  Slnja^l  ber  Elemente  etne^  irnagm.  tbtmn  ®eii;)ebe^,  ^n 
ber  reellen  2l]ce  p  ber  tmagtn.  ©bene  finb  entl^alten  u^  + 1  ^un!te^ 
ti^d^en  'voix  nun  einen  in  ber  @kne  enthaltenen  ©tral)lenbiifd)el, 
beffen  Zentrum  ein  reeller  ^unft  A  ber  %x^  P  ift,  tnbem  voix  bie 
imagin.  (Sbene  bnr(^  alle  ©benen  be^  (Sbenenbünbetö  A,  roeld)e 
nic^t  ^ugleid)  bur(^  p  ge^en,  fi^neiben  unb  jal)len  alle  imagin. 
fünfte  affer  ©tral)len  biefe^  ^üfd)efö  jujammen,  fo  erhalten  ti^ir 
bie  gefüllte  Slnja^l  in  berfelben  SSeife  vok  voix  in  5Rr.  5  bie  ^a^ 
ber  reellen  ^pnnöelemente  einei^  ebenen  ©eti^ebe^  un^  i)erfd)afften. 
S)er  fragli{i)e  imagin,  ©tral)lenbüfc§el  A  fiat  aber  mä)  d)  u^  imagin. 
©tral)len;  unb  jeber  biefer  ©tral^len  u^  imagin.  fünfte,  fo  baß 
afö  älnjalil  affer  ^unltelentente  einer  imagin.  &Um  \iä^  ergiebt 
u4  i  u^  +  l. 

(Su(^t  man  bie  3lnja)§l  ber  ®tral)len  einer  imagin.  (Sbene,  fo 
tl)ut  man  am  beften,  für  jeben  ^un!t  ber  reeffen  2l]ce  p  biefer  imagin, 
©bene  bie  imagin,  ©tral^len  ju  fuc^en,  bie  burc^  i^n  gel}en,  äffe 
biefe  jufammen  gejal)lt,  geben  mit  ber  einzigen  reeffen  ©eraben  p  bie 
rii^tige  2lnjal^l  S)ur(^  jeben  ber  vfi  +  1  ^unttt  i^on  p  gelten  aber 
11^  imagin.  ©erabe,  unb  man  erl)ält  bal^er  aU  Slui^brucf  für  bie  ©e- 
fammtjal)l  ber  ©tra^lenelemente  u^  +  n^  +  1. 

23etrad)tet  man  ben  ©(^ein  eine^  ebenen  ®en)ebei8  an^  einem 
imagin,  ^unlt  au^er^alb  biefer  ©bene,  fo  erhält  man  o^ne  SSeitere^, 
ba§  aud)  ein  ©tral)lenbünbel  mit  imagin,  2Jlittel:punft  genau  u^  + 
n^4-l  ©tral;len,  unb  ebenfo  inele  (Sbenenelemente  entl)ält 

k)  Slnja^l  ber  ©lemente  eine^  räuml  ©t)ftem^.  3laä)  9R:r.  5 
^at  ein  rauml.  ©Aftern  u^  +  u^  +  u+l  reeffe  fünfte,  in  ieber  fei^ 
ner  ii^  +  u3  +  2n^4-u+l  (naä)  31i\  5)  reeffer  ©eraben,  enthält 
e;^  ferner  u^—u  imagin.  fünfte,  ba^er  ift  bie  2lnjal)l  ber  ^unlt- 
elemente  überl)aupt  u^+u^  +  u^+l.  S)ur(^  bie  reci:proIe  Setrac^^ 
tung  erl)ält  man  ol)ne  SBeitere^  afö  5lnja^l  ber  ©benenelemente  im 
giaume  ebenfaff^  u^  +  u^  +  n^  +  1,  Um  enblid^  bie  ©tral}lenefe 
mente  h^^'Staum^§>  p  finben,  bebient  man  fic^  am  einfad)ften  einer 
§ilf^ebene  A,  toeld)e  notl)ioenbig  i)on  Jeber  ©eraben  bei^  D^aume^ 
gefd)nitten  toerben  mu'Q.  S)ur(^  jeben  ^un!t  i)on  A  (er  mag  reeff 
ober  imaginär  fein)  gel;en  nai^  e)  n-^  +  u^  +  l  ©tral)(en  unb  bie 
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©Bette  A  fettft  ^at  u^  +  u^+l  guttue,  tttulüpttctrt  tttatt  ttutt  btefe 
betbett  2lu^bru(fe,  fo  ^at  tnatt  offettbar  iebeit  beru^  +  u^+1  ©trat)^ 
lett  in  ber  ©bette  A  aU  ©letttettt  aller  ber  ©tra^lettbüttbel,  berett 
(Setttra  itt  tt)ttt  Itegett ,  alfo  u^  + 1  tttal  gejät)lt ,  tt)ät)rettb  er  Uo^ 
1  tttat  ge^äl)lt  tt^erben  barf,  tttatt  ert)ält  ba^er  afö  waijxtn  3lu^bru(f 
für  bte  3^^t  ^^^  ©traf)letteletttettte  (u^  +  u^  +  l)  .  (u^  +  u^  +  l)  — 
u2.(u4  +  uHl)  b.  f),  u8  +  uH2uHu2  +  l. 

gaffett  tx)tr  ttutt  ba^  Sftefultat  biefer  ©tttti^icKuttg  jujattttttett, 
ittbettt  \x>ix  nttter  (Sletttettteti  ttutt  niä)t  ttte^r  uttterji^eiben,  ob  reell 
ober  ttttaginär,  fo  erl)ält  tttatt  folgenbe^: 

1)  (Sättttntlt($e  ©tementargebtlbe  I  l^abett  gleich  Otel  ©letttettte 
uttb  i\t>ax  tft  t^re  2lnjal}l  gleid)  u^  + 1, 

2)  ^^'^^^  ebene  Oetoebe  l)at  genau  fo  Otel  ^un!te  aU  (Btxaly 
Im,  unb  jeber  ©traf)lenbünbel  l)at  genau  fo  i^iel  ©tral)len  aU 
ebenen,  unb  jtoar  tft  btefe  2lnjal}l  für  alle  ©runbgebilbe  II  genau 
glet(^  uHiiHl. 

3)  S)a^  räuml  ©Aftern  ^at  genau  fo  t)tele  fünfte  at^  ©be- 
nen,  unb  tft  btefe  3cii)l  gteti^  u^  +  u^  + 1,  unb  ba^fetbe  l)at  ©traf)^ 
len  u8  +  u6-l-2u^  +  u^  +  1. 

188,  91ad)bem  fo  auä)  naä)  ©rtoeiterung  besS  Segrtffe^  ©le^ 
ntent  bennoc^  bai^felbe  D^lefuttat,  l^tttfi(^tlt(f)  ber  2lnja{)l  ber  ©fc 
mente  ber  oerfd)iebenen  ©runbgebilbe  aU  gütig  \iä)  l^erau^geftellt 
^at,  toelc^e^  toir  in  3lx.  5  für  bie  ©ietnente  berfelben  aufgefutt^ 
ben,  unb  ba;^  un^  bie  ?iJlögli(i)feit  getoäl)rte,  bie  ©runbgebilbe  über^ 
^au^pt  :proie!t,  attf  einattber  ju  bejieljen,  fo  benufeen  toir  biefe^  ^le^ 
fultat  auc^  {efet  na(^  ©infü:§rung  ber  intagin,  ©Ietnente,  um  bie 
proieö,  a3ejiel)ung  ber  ©runbgebilbe  tnit  ©mfd)lti^  biefer  itnagin. 
©Ietnente  möglid^ft  attgetnein  ju  ooEjie^en»  2ötr  gel)en  aud)  l)ier 
toieber  oon  ber  ^Betrachtung  ber  ©runbgebilbe  I  au^,  unb  legen  ber 
na($folgenben  Setrai^tung  ba^  gerabe  ©ebilbe  ju  ©rtmbe,  ba  bie 
etttj:prec§enben  ©ä^e  unb  SSetoeife  für  ©traf)lenbüf(i)el  unb  ©benen== 
büfi^el  ju  benen  für  ba§  gerabe  ©ebilbe  reci:prof  oertxjanbt  finb. 

2ffiir  nannten  bi^l)er  ben  3Burf  eine^  ©runbgebilbe^  I  l^ar^ 
monifd),  toenn  fein  SSertl)=: —  lift;  in  9R:r.  39.  0  l)aben  toir  ge^ 
fe^^en,  bafe  biefe  Definition  ooHftänbig  erfefet  toerben  fann  burd^ 
folgenbe;  ein  SBurf  ift  ^armonif(^,  toenn  er  :proieÜ.  ift  einetn  SBurfe, 
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ben  man  erl)dlt,  ti^enn  man  2  (getrennte  (SIetnente  be^  erften  mit 
einanber  ioertauj(^t. 

Sßir  nannten  U^tx  2  Sßürfe  ^)roj;e!t.,  iwenn  fie  gleiche  SKertt)e 
^aben;  au^  ber  entti?t(SIung  ber  91r.  ge:§t  ^eri)or,  ba^  bie  :pro}e!t 
Beätel)nng  ber  ©runbgebitbe  I  fi(^  ftet^  auf  bie  ))erf:pelt,  a3ejiet)ung 
berfelten  jurücffüf)ren  laffe. 

S)a  nun  für  ben  gaU,  ba^  imagin.  Elemente  mit  in  SSe^ 
tra(%t  gebogen  ti^erben  fotten,  öon  3^^tott)ert'§en  ber  Sffiürfe  feine 
gtebe  mel)r  fein  fann,  fo  muffen  bemgemä^  bie  fo  efcen  bef:pro(^enen 
Definitionen  entf^rei^enb  abgeänbert  derben.  SEir  nennen  ba=^ 
:^er  ganj  allgemein  ben  3Surf  abcb  l)armonif(^,  tx)enn 
er  :proie!t  ift  bem  SBurfe  abc6  ober  cbab,  unb  ttiir  nen- 
nen  ferner  2  SBürfe  :proieft,,  tx^enn  fie  einer  SReil^e  'oon 
SBürfen  angepren,  i)on  benen  jeber  ju  feinem  na($fol= 
genben  :perf:pe!t»  ifi 

189.  (£^  foll  juerft  gezeigt  tx)erben,  ba§  für  bie  2lrt  ber 
)Droj[e!t  Sejie^ung  2er  geraber  ©ebilbe  (ober  ber  ©runbgebitbe  I) 
tx)te  tüir  fie  in  §.  2.  lennen  gelernt  unb  feitl)er  in  älnti^enbung 
geirai^t  ^aben,  unb  bie  tx^ir  bie  reell  :prole!t,  nennen  njerben,  äffe 
bie  gunbamentalfä^e  t^ie  fie  eben  bafetbft  enttx^itf elt  tourben,  auc^ 
no(^  gelten,  tx^enn  unter  i^ren  Elementen  bie  imagin.  berüdfii^tigt 
ttjerben  foHen, 

a)  2  Sßürfe  (unb  alfo  üBer^au^pt  2  (Srunbgebilbe)  finb  ^rojeft, 
mnn  fie  einem  unb  bemfelben  3ten  2Burfe  iprojeft  finb. 

Sft  nämlicl)  foti^o^l  ABCD,  aU  mä)  ÄiB^CiDi  ju  MNPQ 
^rojeft.,  fo  mufe  nad)  146,  ABCD  ber  erfte  unb  MNPQ  ber  lefete 
in  einer  3^eil)e  i)on  2Bürfen  fein  ober  fein  lönnen,  i)on  benen  jeber 
5U  feinem  nac^folgenben  :perf^e!t  ift,  unb  ebenfo  mu§  MNPQ  ber 
erfte,  AiBiCiDi  ber  tefete  in  einer  3ftei^e  i)on  SSürfen  fein  ober 
fein  lönnen,  t)on  benen  jeber  ju  feinem  näd^ften  :perf:pe!t.  ift,  alfo 
finb  au<i)  ABCD  unb  AiBiCiDi  in  einer  3fleil)e  i)on  Söürfen  ent^ 
Italien,  'oon  benen  Jeber  ju  feinem  nad)folgenben  ;perf^e!t  ifi 

b)  ©^  entf:prid)t  jebem  imagin.  fünfte  ber  einen  ©eraben 
ein  einziger  beftimmter  imagin.  $un!t  be^  anbern. 

S)a  nämli(^  jebem  orbentlic^en  SBurf  abaibi  in  ber  einen 
ein  orbentli($er  Söurf  ABAiBi  in  ber  anbern  entf^ric^t,  fo  mt^ 
f:pri(^t  auc§  bem  imagin,  spunfte  abai^fc^  ber  imagin.  $unft  ABA^Bj 
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unb  e^  fragt  ft(^  bal)er  nur  nod)  o5,  tt)enn  cbqbi  eine  S)arfteIInng 
be^felben  intagin.  ^un!te^  tDte  afiaibi,  bann  au(^  ber  entj^prei^enbe 
äöurf  CDCiDi  in  ber  2ten  ©eraben  (xnd)  eine  ©arftellung  be)§? 
jelben  intagin.  ^unfte^  tx)ie  ÄBAiBi  i|t.  3)a  aber  na(f)  ber  ä^or^ 
an^fe|nng  ABAxBiCDCiDj^  tt  al)aib;tcbcibj 
nnb  A|  Bj.  A  B  Cj  D^  C  D  tp  a^  bi  a  b  c^  bj.  c  b 
nnb  ba  ferner  abaibicbcibi  n  aibiabcibicb  fein  mu§,  wenn  aba/b^ 
nnb  cbCibi  2  Sarftellungen  be^fetben  imagin,  ^unfte^  fein  fetten, 
fo  mu^  auc^  ABAiBiCDCjDi  u  AiBiABCiDiCD  fein,  ft>orau^ 
bie  9lic^tig!eit  ber  obigen  Sef)auptnng  fid)  ergiebt 

'3ufa^  L  S)a^  3Sefentli(i)e  biefer  letzten  23eti:)ei§fül)rung 
(ä^t  ficf)  !ur§  fo  in  Sßorte  f äffen:  iftp(abcbaibiCjbi ..)  tt  P(ABCD 
AiBiCiDi..)  unb  ftnb  bie  (älemente  aai.bbi-cci.bbi..  ini^olut  ge^ 
:paart,  fo  ift  biefe^  an(^  mit  ben  Elementen  AAi.BBi.CCi.DDj..,, 
ber  gatt. 

3ufafe  2.  2lui8  biefem  33etoeife  gel^t  jugleii^  ^eri)or,  ba§ 
in  2  reett  ^projelt  geraben  ©ebilben  p  unb  pi  jeber  S)arftet 
(ung  einei8  imagin.  ^unöe^  eine  il)r  ^rojelt.  35arftettung  be^ 
entf^rec^enben  imagin.  ^unlte!^  ber  anbern  entf^prec^e;  e^  gilt 
nun  aber  auc^  umge!ef;rt  folgenbe^:  entf:pri($t  bem  intagin.  ^^unfte 
abaib-i  oon  p  ber  imagin.  ^unit  ABA^Bi  oon  pi,  ift  babei  abaibi 
7t  ABA^Bi  unb  entf:prid)t  bem  reeffen  fünfte  a  oon  p  ber  reelle 
^un!t  A  oon  pi,  fo  ftnb  immer  aud)  baibi  unb  BAjlBi  entf:pres 
(^enbe  5ßun!te,  benn  toürben  ben  5ßun!ten  baibi  bie  i)on  BAiB^ 
oerfc^iebenen  fünfte  NM^N^  entf:pred)en,  fo  toäre  ANMilSTi  eben= 
fatt)^  eine  ju  abaibi  ^rojeft.  ©arftettuug  be^  entfprei^enben  imagin, 
^unlteiS,  unb  e^  toürbe  bat)er  i)on  1  reellen  fünfte  au^  2  ju 
einem  beftimmten  orbentli(^en  SBurfe  :proie!t,  Sarftettungen  einc^ 
imagin»  ^unöe^  geben,  toa^  naä)  75j3.  unb  180.  unmögli($  ifi 

c)  2tht^  $aar  aai  reeKer  pgeorbneter  ©lemente  eine^  inoo? 
tut  geraben  ©ebilbe^  ift  buri^  bie  Drbnung^elemente  MN  l)armo^ 
nifd)  getrennt,  au(^  toenn  biefe  imaginär  ftnb. 

&  fei  gig.  49  abaibi  bie  oon  a  au^ge^enbe  I)armonifd)e  SDar^ 
ftellung  oon  M,  fo  ift  abiaib  bie  oon  a  au^ge'^enbe  :^armonifd)e  3)ar^- 
ftettung  oon  N.  (S^  feien  ferner  in  einer  2ten  hnx&)  a  get)enben 
reeUen  ©eraben  aßcc^ßi  unb  aß^a^ß  2  t)armonifd)e  SDarftettungen 
2er  anberer  loniungirter  imagin.  5ßunÖe  MiNi,    fo  fcl^eiben  ftc§ 


Hosted  by 


Google 


~-    257    — 

mä)  yix.  89.  e.  bte  3  ©eraben  hß  a^a^  h^ß^  in  1  fünfte  P,  unb 
eBenfo  bte  3  ©eraben  bft  ai^i  biß  in  1  fünfte  Q,  b.  ^.  na^ 
gtr.  185  bie  2  ©eraben  MM^  unb  NNi  einerfeit^,  unb  bie  2  ®e^ 
raben  MN^  unb  NMj  anberfeit^,  ftellen  je  ein  ^aar  fonjungirter 
imagin.  ©eraber  bar,  ^rojicirt  man  nun  ben  SBurf  aMxaiNx 
einmal  ^on  P  unb  ba^  anbere  WoX  t)on  Q  auf  bie  ©erabe  a\,  fo 
erl)ätt  man  nacf)  146.  ba^^  Ifte  SKal 

aMaiN  n  aMi«iNi,  unb  ba^  2te  Wal 
aNaiM  n  aM^aiNi,  ti^orau^  folgt  naä)  a) 
aMaiN  n  aNaiM  tüa^  nad^  146.  ibentifi^  i[t  bamit, 
bafe  aai  buri^  MN  :^armonifd[)  getrennt  finb. 

d)  ©ntf:pric^t  in  2  reell  :proieÖ.  geipaben  ©ebilben  p  unb  pi 
bem  imagin.  S^unfk  M  ber  imagin.  ^un!tMi,  fo  entf:pric()t  immer 
notl)^enbig  auc^  bem  bem  M  loniungirten  imagin.  fünfte  N  ber 
bem  Ml  fonjungirte  imagin.  $un!t  Ni,  benn  i[t  abaxbi  eine  S)ar^ 
ftellung  ^on  M,  fo  ift  abiaib  eine  ©arftellung  i)on  N,  entf^re(^en 
nun  ben  fünften  ataibi  t)on  p  bie  fünfte  ABÄiBi  in  pi,  fo 
entf:pri(^t  offenbar  bem  5ßunlte  <xlai\  ber  ^unlt  ABÄiBi  unb 
bem  ^mtt  aftiaib  ber  ^unft  ABiAiB  to.  j.  6.  to. 

e)  ®inb  2  ©erabe  :perf))e!t.  ^jrojeft.  l)infid)tli(^  i^rer  reeüen 
^unftelemente,  fo  ift  ba^  Zentrum  ber  :perf))elt.  23e^ie^ung  au(^  in 
jeber  ©eraben  entl)alten,  \vdä)t  2  entf:prec^enbe  imagin.  fünfte  ber- 
fetben  t)erbinbet.  3Denn  ftellt  man  bie  entf:prec^enben  fünfte  burd^ 
^roieÖ.  Sarftettungen  abai^i  unb  aßa^ßx ,  t^eli^e  oom  @(^nitt== 
fünfte  Beiber  ©eraben  au^geljen,  bar,  fo  finb  na(^  b)  3^f^fe  2- 
^ß  aicui  \ß^  je  entf:pre(^enbe  reeöe  fünfte  beiber  ©eraben,  unb 
i^re  S^erbinbungj^tinien  ge^en  ba^er  burd)  ba^  Zentrum  ber  :perf^)eft. 
S3ejiet)ung  to.  j.  b,  to. 

f)  2  ©(^nitt^unfte  RQ  m\  2  $aar  ©egenfeiten  AD  BC 
unb  AB  CD  eine^  ijollftänbigen  4(gcf^  ABCD  toerben  burd^  bie  2 
no(^  übrigen  ©egenfeiten  AC  unb  BD  ^armonif(^  getrennt.  S)ie 
gig.  50  folt;  ba  fie  blo^  reeffe  ''^\xnlk  in  ©erüöfii^tigung  jiep, 
nur  baju  bienen,  einen  bequemen  2lnt}att^:punlt  für  bie  Slnfc^auung 
ju  bieten,  offenbar  ge^t  aber  bie  ^tic^tigfeit  bea  Semeife^  unter  ber 
SSorau^fe^ung ,  baß  beliebige  ber  4  @tfpun!te  imagin.  finb,  barau^S 
§eroor,  ba^  alle^,  toorauf  \iä)  biefer  ^eti^etg  ftü^t,  auf  ben{enigen 
gunbamentalfäfeen  über  einfad)e  ©temente  'btxViiji,  toeti^e  ate  für  reeffe 

^l^fafl,  neuere  ©cometrie.  17 
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\ovt  imagin»  ©lemente  gleichmäßig  giltig  in  "Rx.  186  nat^getüiejen 
tijurben, 

S)enn  !proitcirt  ntan  ben  SBurf  CPAM  einmal  t)on  B  unb 
ba^  anbete  SKal  i)on  D  auf  bie  ©erabe  RQ,  ti^elc^e  ti^eber  burd) 
B  no(^  bnr(^  D  gelten  fann ,  ti)ät)renb  not^ti)enbig  au($  bie  ©erabe 
MC  unb  ME  2  i)erf(^iebene  ©erabe  barftellen,  fo  er^^ält  moxi  CPAM 
ttRNQM,  unb  ba^  anbere  5Jial  CPAM  n  QNRM,  tijorau^ 
RNQM  n  QNRM  tD.  j.  b.  tD, 

g)  @!3  ift  ftet^  abcb  tt  babc  n  cbab  tt  bcba,  aSon  ben  4  SBürfen 
akb  abiCibi  bSbgbi  unb  bcba  ift  f.  g^tg.  51  ber  2te  eine  $roie!tion 
be^  erften  au^  S,  ber  3te  eine  ^rojettion  be^S  2ten  au^  b,  ber  4te 
eine  5ßroieÖion  beö  3ten  au§  Ci,  bal)er  ber  erfte  auc^  mit  bem  4ten 
:()roieft»  tr>,  j.  6,  ti?*;  auf  biefelk  Söeife  txierben  au(^  bie  ükigenSe^ 
^au:ptungen  be^a  ®a|e!8  bet^iefen,  nur  muß  man  bie  er[te  ©erabe, 
auf  tDeli^e  au^  S  bie  $roj;eltton  ©tatt  finbet,  burd)  einen  anbern 
$un!t  afö  a  legen.  2lu($  für  biefe  gigur  gilt  bai3  in  b)  ti^egen 
ber  reeüen  unb  imagin»  $unlte  SemerÜe. 

h)  3lu^  g)  folgt  nun  unmittelbar  ber  t))i(^tige  ©a^,  baß 
tx>enn  in  2  einfa(|en  ©lementargebilben  bei^felben  S^räger^^  2  (Sie- 
mente,  fte  mögen  beibe  reeö  ober  fie  mögen  beibe  imaginär  fein, 
einanber  abti^ec^felnb  entf))re(^en,  fo  gilt  biefe^  i?on  {e  2  entf:pre? 
^enben  ©lementen,  b.  ^.  bie  beiben  ©lementargebilbe  bilben  jufam^ 
mtxi  ein  ini^olut.  ©ebilbe. 

i)  ©inb  MN  bie  reelCen  ober  imagin.  Orbnung^elemente 
eine^  ini^olut  ©runbgebilbej^  I,  fo  finb  fie  burc^  jebei^  ^aar  reeöer 
über  imagin.  jugeorbneter  ©lemente  :^armoitif(^  getrennt.  S)enn 
finb  A  unb  Ai  ein  folc^e^a  ^aar,  unb  ift  G  ba^jenige  ©lement,  xoth 
d^e^  ben  SSurf  AMAiG  ju  einem  ]§armonifd)en  mac^t,  fo  muß,  ba 
M  fic^  felbft  entj))rid)t,  unb  AMA^G  n  AiMAG  ift,  not^ti^enbig 
au(^  G  \x6)  felbft  entf:pre(^en,  b.  l).  mit  N  jufammen  fatten. 

@ntf))rid)t  einem  imagin.  ©lement  P  bai3  il)m  fonjungirte  Q, 
fo  t)at  ba^  ini)olut,  ©lementargebilbe  notl)tt)enbig  2  reelle  Orbnung^^ 
elemente.  ©enn  ba  bie  beiben  iprojelt.  ©lementargebilbe,  tx)elc^e  ba^ 
in^olut  ©ebilbe  erzeugen  in  biefem  galle  notl}tt)enbig  gegenläufig 
:proielt.  finb,  fo  ^aben  fie  not"§tijenbig  2  ©lemente  M  unb  N  ent^ 
f:pre(^enb  gemein,  ift  nun  MaGai  eine  :^armonif(^e  2)arftel[ung  ^on 
P,  fo  ift  MaiGa  bie  l)armonif(^e  Sarfteßung  be;^  entf^prei^enben 
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foniungtrten  (Slementei^  Q,  ba  aber  M  ein  etttf^re(^ettb  genteinfame)^ 
eiement  beiber  barfteUt,  fo  miifjen  m^  b)  Qn\a^  2  ben  Elementen 
aGai  bie  (glemente  aiGa  entj:pred^en,  b.  ^.  G  mit  N  jufammen 
fallen,  toovau^  folgt,  ha^  M  unb  N  burd)  P  unb  Q  unb  aoi  ^ax^ 
mmx\ä}  getrennt  finb. 

©inb  2  jngeorbnete  ^nnfte  etne^  ini)oInt  einfachen  ©lernen- 
targebilbe^  PQ  einanber  ntd)t  fon{nngirt,  fo  !ann  ba^felbe  reelle 
Orbnnng^elemente  l)aben  ober  nic^t,  Je  nac^bem  ber  ©inn,  toobnrc^ 
P  befttmmt  toirb,  bem  ©inne,  toobnrd^  Q  beftimmt  totrb,  gleti^  ober 
entgegengefe^t  i[t» 

k)  2  :proj[e!t  einfache  (glementargebilbe  beßfelben  SEräger^ 
Ijahcn  ftet^  enttoeber  ein  (Slement  ober  2  Elemente  ent{:prec^enb  ge^ 
mein,  bie  entit)eber  reell  ober  fonlnngirt  imaginär  finb,  S)enn  naci^ 
c)  nnb  d)  gelten  nnn  bie  ©c^lüffe  oon  3lx.  25  bi^  91r.  31  ganj 
altgemein,  nnr  gilt  bie  2lnna^me,  ba^  ba^^  bafelbft  eria?cil)nte  inoolnt 
gerabe  ©ebilbe  feine  Orbnnng^elemente  entl)alte ,  Jefet  niä)t  vxtljx, 
ba  ia  nac^  ben  iefeigen  geftjefenngen  iebe^  int»olut.  gerabe  ©ebilbe 
Orbnnng^elemente  l^at,  bie  enttoeber  reeK  ober  fonjnngirt  imagin.  ftnb. 

1)  S)ie  reeG  ^roieft  ©ejiei^nng  einei3  ©rnnbgebilbe^  I  ift 
i)ol[fommen  fi^irt,  toenn  jn  3  ©lementen  be^  einen  bie  3  entf^jre^ 
c^enben  ©lemente  be^  anbern  gegeben  finb,  toenn  and)  imagin.  ©te^ 
mente  nnter  benfelben  enthalten  finb,  ti^obei  jeboc^  immer  ba^  im 
Singe  be'^alten  toerben  mu^,  ba§  toenn  ein  imagin.  ©lement  abaib^ 
ht^  einen  einem  imagin»  (älement  aßa^ßi  ht^  anbern  entf:pri(^t, 
bann  na(^  d)  aGemal  t)on  felbft  anc^  ba^  bem  erften  lonjnngirte 
imagin*  ©lement  abiaib  bem  bem  anbern  foninngirten  ©lement 
aß^a^ß  entf:pri(^t;  fo  i>a^  alfo  jebei^  imagin.  (Slement  ftet^  bie  3dt^ 
bentnng  oon  2  Elementen  befifet 

©^  entfpre(i)e  bem  reeUen  (Slemente  a  ba^g  reeCe  ©lement  a 
unb  2  foninngirten  imagin.  Elementen  PQ  beia  erften  2  fonjun^ 
girte  imagin,  ©lemente  PiQi  be^  2ten,  2öaf)lt  man  nun  eine  oon 
a  aui§ge:^enbe  ©arftettung  abaibi  oon  P  (ober  Q),  unb  ebenfo  bie 
berfelben  :proj;e!t  unb  oon  a  au^gel)enbe  Sarfteüung  aßa^ßi  loon 
Pi  (ober  Qi),  fo  muffen  nac^  dlv.  189,  b)  3^f»  2  not^toenbig  bie 
reeffen  eiemente  ba^bi  ben  reellen  ©lementen  ßccißi  entf:pre(|en; 
tooburcl  bie  pxoidt  ^ejiefjung  alfo  oottftänbig  fi^^irt  ift, 

m)  ©inb  unter  ben  (glementen,  toel(^e  bie  reell  int?olut.  3äi^ 

17* 
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jte^ung  etneig  ©runbgebtlbe^  I  fi):lren,  itnagindre,  jo  ^at  man  nad} 
ber  oBen  ^erijorge^obenen  S3ef(^rätt!mtg  ^  b.  §»  nac^  d)  2  gälle  ju 
unterfcEieibett,  ©inb  nämli(^  unter  ben  Elementen  1  ^aar  reelle  aa^, 
|o  !ann  ba^  2te  ^aar  PQ  nur  ein  ^aar  foniungirter  imagin.  @le^ 
mente  fein,  benn  tüären  PQ  ni(^t  loniungirt,  fo  tx^ürben  t^re  ton^ 
jungirten  aU  2  ebenfalls  jugeorbnete  (glemente,  ba^  3te  ^aar  ju? 
gcDrbneter  ©lemente  ber  3nt>olution  barfteüen,  b.  f).  e^  it^ären  in 
biefem  gatte  für  bie  gi):irung  ^u  tiiele  entf^red^enbe  ©lementen^paare 
gegeben»  ©inb  bagegen  gar  !eine  reellen  jugeorbneten  ©lemente  ge= 
geben,  fo  fönnen  unb  muffen  2  ^aar  imagin.  jugeorbnete  eiemente 
gegeben  fein,  unter  benen  entti^eber  feinet  ober  bie  beibe  fonjungtrte 
imagin.  Elemente  barftellen.  3ft  im  erften  gaüe  aba^bi  eine  loon 
a  au!§gel)enbe  ^armonif(^e  2)arftettung  'oon  Q,  fo  entf:pri(^t  ba  aaj 
ein  ^aar  entf:pre(f)enbe  reelle  '^untk  unb  bie  ©arfteßungen  ju-^ 
glei(^  :pro]c!t,  finb,  nac^  b)  ^nl  2  bem  b  ba^  ©lement  b  unb  bem 
bi  ba!^  ©lemeut  &i ,  b,  1^,  b  unb  bi  finb  bie  reellen  Orbnung^ele^ 
mente  be^  xn^olut  (Slementargebilbe^,  ^\t  im  2ten  gall  bie  ini^olut, 
23ejte^ung  ft):irt  hmä)  bie  entf:pre(^enben  @lementen^)aare  PP^ .  QQi, 
fo  le:^rt  folgenber  ^ilf^^fafe,  biefen  ^ufammengefefeteren  gaE  auf  ben 
fo  zltn  be^anbelten  einf alleren,  in  bem  reelle  jugeorbnete  fünfte 
gegeben  finb,  jurüdEfül)ren. 

Se{)rf  afe.  ©inb  in  einem  unb  bemfelben  reellen  S:rager  2 
reeG  int)olut  ©lementargebilbe  gegeben,  nämlic^  aai  .  bbi...  unb 
AAi-BB^., .  oon  benen  l^enigften^  ba^  eine  feine  Orbnung^ele^ 
mente  l^at,  fo  giebt  ej^  immer  gerabe  1  ^aar  reeller  ^^unfte,  toeld^e 
fot^o{)l  in  bem  einen  aU  anä)  in  bem  anbern  inoolut,  ©ebilbe  eim 
anber  jugeorbnet  finb, 

"üflaä^  75.  genügt  e^,  biefen  ®a|  für  irgenb  ein  ©lementar^ 
gebilbe  beti^iefen  ju  ^aUn,  unb  toir  toäl)len  auä)  ^iev  ber  größeren 
5lnfd)aulid)feit  n)egen  eine  Äuroe  II  K  at^  ben  S^räger  ber  beiben 
ini^olut.  (glementargebilbe.  ©ieaSerbinbungi^linien  pgeorbneter  ^unlte 
bej^j-enigen  inoolut.  Ä'uri)engebilbe^  n,  ba^  feine  reellen  Orbnung^- 
elemente  entl^ält,  fc^neiben  fid)  in  einem  fünfte  S  (;5ni;)otution^' 
centrutn)  ber  innerl)alb  ber  Äuri^e  liegt,  ift  nun  S^  ba^  3ni)olution§^ 
centrum  für  ba^  2te  inoolut,  Äuroengebitbe ,  fo  fd)neibet  SSi  bie 
Äurioe  K  ftet^  in  2  reellen  fünften  MN,  toeld)e  für  beibe  inöolut. 
Äurtengebilbe  gugeorbnete  ^^unfte  barftellen. 


Hosted  by 


Google 


—     261     — 

©inb  nun,  um  in  uttfrer  Unterfuc^ung  fortzufahren,  PPi 
unb  bann  notljt^enbig  au(^  QQi  ein  Sßaar  loniungirter  imagin. 
fünfte,  fo  gteW  e^  nad)  bem  foefien  betDtefenen  ®a|e  ftet^  ein  ^aat 
reeller  (glemente,  wlä)t  fon)oi)l  in  beut  tni^olut,  ©lementargebilbe, 
ipoöburd^  bie  ttnagin.  Elemente  PPi  aU  auä)  in  bem  tnt)otut.  ©le^ 
mentargefcilbe,  tt)obur($  bie  imacjtn»  (Slemente  QQi  beftimmt  tt)erbett, 
einanber  jugeorbnet  finb,  b.  l),  ti^elc^e  nac^  c)  fottjo^l  bur(^  bie  (Sle= 
mente  PPi  aU  auc^  bur(^  bie  (Elemente  QQi  t)armonij($  getrennt 
ftnb,  unb  tDelc^e  bai)er  bie  Orbnungj^etemente  be^  int>olut,  (gtemen^ 
targebilbeiS  barftellen, 

@inb  bagegen  bie  ©lemente  PPi  unb  alfo  aixä:^  QQi  ntt^t 
fonjungirt,  fo  mufe  not[)n)enbig,  n^enn  für  bie  gijrtrung  ber  inijolut. 
Seäte{)ung  nid^t  ^u  biete  entf^red)enbe  Elemente  gegeben  fein  follen, 
ba^  eine  ber  beiben  jugeorbneten  ^aare  i)on  ©lementen,  alfo  QQi 
bem  erften  ^aare  lonjungirt  fein,  b,  ^.  P  unb  Q  ebenfo  tt)ie  Pi 
unb  Qi  muffen  Je  ein  ^aar  !oniungtrter  ©lemente  barftellen.  @inb 
nun  M  unb  N  ebenfo  \vk  bei  ber  legten  Setrai^tung  bie  beiben 
einzigen  reeöen  fünfte,  toeI(^e  fotoo^l  bur(^  P  unb  Q,  aU  auä) 
'mxä)  Pi  unb  Qi  f)armonif(^  getrennt  ftnb,  fo  ift  MPNQ  unb 
MPiNQi  ie  ein  ^armonifd)er^  SBurf ,  ba^er  MPNQ  tt  NPiMQi, 
bai^er  MN.PPi .  QQi  eine  ^toolution;  n)obur(^  biefer  gaff  auf 
ben  erften  jurücfgefü^rt  ift. 

190.  ?la(^bem  fo  bie  gunbamentalfäfee  über  bie  reell  ^projeft. 
Sejieliung  ber  ©runbgebilbe  I  al^  giltig  ern)iefen  ftnb  mä)  für  ben 
gaff,  ba^  bie  imagin.  Elemente  berfelben  mit  in  ißetrac^t  gebogen 
ttjerben,  gelten  nun  aucf)  unb  jtt^ar  ntc^t  nur  für  biefe  ®vnnb%z^ 
bilbe  I,  fonbern  au($  für  bie  ©runbgebilbe  II  unb  III,  unb  für 
bie  eiementargebilbe  II  unb  III  aEe  bie  ©ät^e,  tx>el($e  fi(^  auf 
biefe  gunbamentalfä^e  ftü^en,  unb  e^  foEen  nun  in  Äür^e  bie 
]^au:ptfä(i)licE)ften  l)iel)er  gehörigen  ©ä|e  jufammengeftefft  'votvitn, 
njobet  immer  iDorau^gefe^t  totrb,  bal3  bie  ^rojeft.  33ejtet)ung  bie  bi^^ 
^er  betrai^tete  fei,  bei  ber  febem  reeffen  (Slement  n^ieber  ein  reelle^ 
entf^ric^t,  unb  bie  wir  bie  reeff  iprojelt,  nennen. 

ein  int)olut  eiementargebilbe  I  l)at  ftet^  20rbnung^elemente, 
bie  reell  ober  fonjungirt  imaginär  ftnb. 

2  ^rojelt  (Slementargebilbe  I  bei^felben  S^räger^  ^aben  ent= 
n^eber  2  reelle  ober  2  fonjungirte  imagin.  g^unfte,  ober  1  ^un!t 
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entf:pre(^enb  gemein  (nad^  Ux,  30)  im  le^tgenanttten  gaEe  loereini' 
gen  ftc^  2  reelle  ober  2  fcniungtrte  imagin.  entf:pred)enb  gemein^ 
fame  fünfte  in  bem  1  (öergl  9^r.  34),  OTe  (SlementargeBilbe  I 
nnb  II  nnb  III  l)a6en  genau  glei(^  i^iele  reelle  unb  glei(^  t»iele 
tmagin,  ©lemente, 

^ebe^  int)olut.  ©lementargefiitbe  l^at  2  Orbnungs^elemente. 

2  :proie!t.  (Stementargefiilbe  be^felben  S^räger^^  f)Oibcn  1  ober 
2  entf^recf)enb  gemeinfame  @lemente, 

S)ie  ))roie!t,  fotüie  bie  tnt)oIut,  23e§iei)ung  2er  @tementarge6ttbe 
II  ober  in  beiafelben  Sirägeri^  ift  aud^  i)olIfommen  fi):irt,  toenn  un== 
ter  ben  entj^red^enben  ©lementen  imagin.  fic^  befinben,  toenn  nur 
bteS^r,  189.  d)  ^eroorgel)obene  23ef(^rän!ung  imSluge  k^alten  toirb. 

Sei  2  :proie!L  tbzmn  @etx>e6en  beiSfelben  S^räger^  tt)urbe 
f)inftc^tli(^  ber  entf:pre($enb  gemeinfamen  (glemente  ber  gad  l^eroor^ 
gel)ofeen,  ba§  fte  1  $unft  unb  1  ni(^t  burc^  i^n  gel)enbe  ©erabe 
entf:pred^enb  gemein  Ijabtn  tonnten,  biejejg  mu§  nun  bal}in  abgeän= 
bert  toerben,  ba^  fie  3  fünfte  unb  3  ©erabe,  i)on  benen  Je  2  tma^ 
ginär  ftnb,  entf^rec^enb  gemein  ^^aben. 

^ebe  reeEe  ©erabe  eine^g  ^olarf^ftem^  entl}ält  2  ftd^  felbft 
loniugirte  g5un!te,  bie  alfo  in  ber  Orbnung^furbe  liegen,  biefe  mag 
reeß  ober  imagin.  fein,  biefe  fünfte  ftnb  bie  Orbnung!8:punfte  be^ 
burc^  bie  !oniugirten  fünfte  ber  ©eraben  beftimmten  inoolut.  ge= 
raben  ©ebilbe^  in  berfelben.  S)a^er  I)at  aud^  jebea  ^olarf^ftem 
eine  Orbnung^JurOe, 

gtenfo  gel)en  burd^  jeben  fttf)  ni(^t  felbft  loniugirten  ^mxtt 
mt^  ebenen  ^olarf\)ftem^  2  ©trat)lenelemente  ber  Orbnungi^furoe. 

^ebe  ebene  A  eineiS  räuml  g5oIarf^ftem^  entl)ält  enttoeber 
2  gerabe  ©ebilbe,  ober  alle  ^mtU  einer  Äuroe  II,  bereu  fämmt^ 
Üd)e  fünfte  fic^  felbft  foniugirt  finb,  unb  bie  ba^er  in  ber  immer 
e)ciftirenben  Orbnung^fIäd[)e  liegen.  3ft  namli(^  bie  A  ftcf)  felbft 
loniugirt,  b.  l),  liegt  il^r  ^ol  a  in  i^r,  in  ti^el($em  gaöe  eine 
reeHe  Orbnung^pi^e  t)or{)anben  ift,  fo  bilben  bie  fämmtli(^en  !on^ 
iugirten  ©eraben  bei3  @tral}lenMf($efö  a  in?A  einen  inbolut  ®trat)^ 
lenbüfd^el  (oergl  3lx.  169),  beffen  Orbnung^ftra{)len  bie  oben  er^ 
n)cit>nten  beiben  ©eraben  in  A  barfteöen,  ober  in  A  ift  burd^  ba^ 
tauml  ^oIarft)ftem  ein  ebeneig  ^olarfi)ftem  beftimmt,  beffen  Orb= 
nung^furbe  bie  oben  ertoa^nte  Äurbe  II  barfteUt. 
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(Sknfo  o,ti)tn  burd)  einen  ^un!t  tint^  räuml  ^olarf^ftemö 
2  @erabe  beten  (gbenen  fammtli(|  \xä)  felbft  foningtrt  finb,  ober 
aHe  (Stenen  einer  Äegelpi^e  II,  benen  biefelbe  @igenf(^aft  julommt, 

^ebe  fic^  felbft  fonjugirte  ©erabe  mtljalt  gerabe  2  ^unlte 
ber  Orbnnng^fläd)e,  benn  bie  lonjngirten  fünfte  berfelben  fcilbcn 
ein  inöolut.  ^unltgeBilbe,  beffen  Orbnung^^unÖe  bie  beiben  in  i^t 
entf)altenen  ^nnfte  ber  Orbnung^f[ä(^e  barftellen, 

©benfo  gel)en  burc^  jebe  fid)  ni(%t  felbft  fonjugirte  ©erabe 
eineg  ränmt  ^olarf^ftemiS  2  (äbenen  ber  Orbnung^p(i)c. 

^ebe  Jrnmme  gladf)e  11  K,  mit  Sln^na^me  ber  Äegelpi^en 
n,  mn§  aU  3tegelflä(^e  betrachtet  tt^erben.  ^\t  nämlid^  K  eine 
bnrc^an^  feumme  %laä)t  II,  fo  iann  fie  ftet^  al^  Orbnnng^^pc^e 
eine^  rauml.  ^olarf^ftem^  betrachtet  txierben;  in  jeber  fi(^  felbft 
lonjugirten  ©bene  giebt  c^  naä)  bent  foeben  Sett^ief enen  2  ©erabe, 
bie  in  ber  OrbnnngiSftäc^e  liegen,  nnb  t^  ntn^  bal)er  nnr  no(^  be^^ 
n)iefen  ti^erben ,  ba^  biefe  ©eraben  in  2  ©(paaren  jerfaöen,  i)Dn  be=^ 
nen  aüe  ®tral)ten  ber  einen  ©(^aar  i)on  ieber  ©eraben  ber  anbern 
gefc^nitten  werben,  ol)ne  ba§  alle  (Stral)len  in  1  &tm  liegen.  ®inb 
aber  Ä  nnb  B  2  beliebige  fid^  felbft  foningirte  ©benen,  ab  il^re  bei^^ 
ben  ^ole  aa^  nnb  bbi  bie  beiben  ^aare  t}on  ©tral^len  in  i^nen, 
bie  ber  Orbnnng^fläc^e  angeljören,  fo  fc^neiben  ficf)  bie  beiben  ®be^ 
Mu  A  nnb  B  in  einer  ©eraben,  in  ber  gerabe  2  ficJ)  felbft  hn^ 
jugirte  ^nn!te  enthalten  finb ,  biefe  ^nntk  ntüffen  aber  fotool^l  in 
a  nnb  ai  al^  anä)  in  b  nnb  b^  liegen,  nnb  baljer  a  nnb  b  fic^  in 
bent  einen,  at  nnb  bi  fic^  in  bent  anbern  fc^neiben,  tooran!^  bie 
9ti(^tig!eit  be^  a3e^an:pteten  aföbalb  folgt. 

^ebem  ©rnnbgebilbe  I  entf^ric^t  ein  il)m  reeö  ^rojelt.,  anc^ 
njenn  bie  itnagin.  ©temente  berfetben  mit  in  SSetrac^t  gebogen  toer- 
ben,  bal)er  entf:pric^t  ani^  iebem  (älementargebilbe  II  ein  i^m  ;prö== 
jelt.  nnb  jebem  ^aar  Joninngirter  imagin.  (glement  be^felben  ioie== 
ber  ein  ^aar  loniungirter  imagtn.  Elemente,  toobei  mir  nnter  einem 
imagin.  ©lemente  eine^  (Slementargebilbe)8  II  (ober  III)  ben  ©c^nitt 
2er  imagin.  entf^prec^enber  ©lemente  oon  2  ^u  i^nen  ;perf:peft.  ©rnnb^ 
gebilbe  I  oerftel)en. 

S)a  iebem  oollftänbigen  4@c!  ein  ooGftänbige^  4@(f  ober 
4©eit  entf^ric^t,  fo  entf:prid)t  anä!}  jebem  l^armonifc^en  SBnrf  ioie^ 
ber  ein  ^armonifc^er  ^nrf. 
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©^  entfpri($t  in  2  foÖineären  ebenen  ©etüeben  iebem  ^aar 
loniungirter  imagin,  fünfte  unb  Jebem  ^aar  tonjungirter  imagtn. 
©eraben  I  je  tx)ieber  ein  joI(^e^  S^aox,  ber  S5ert)tnbung^linie  2er 
imagin.  fünfte  bie  SSerbinbung^ltnte  ber  entf:pre(^enben  imagin. 
^un!te,  unb  bem  ©(^nttt:pun!te  2er  intagin,  ©eraben  ber  ©(^nitt^ 
^un!t  ber  entj^re($enben  imagin.  ©eraben.  S)ie  9li(^ttg!eit  biefer 
aSe'^au^ptungen  ergiebt  fi(^  barau6,  baß  bie  orbenttt($en  2ßürfe, 
mläjZ  biefe  einzelnen  tmagin.  ©lemente  beftimmen,  in  ben  ebenen 
©ett^eben  einanber  in  ber  oben  angegebenen  SBeife  entf))re(%en, 

2luf  biefelbe  Sßeije  finbet  man,  bafe  bei  ber  reciiprolen  Se- 
jiel^nng  2er  ebener  ©etoebe  iebem  ^aar  !on]ungirter  imagin.  fünfte 
ein  ^aar  fonjungirter  imagin.  ©eraber  unb  ber  SSerbinbungi^linie 
2er  imagin,  fünfte  ber  @d^nitt:pun!t  ber  entf:pred)enben  imagin. 
©eraben  entf:pre(^e, 

3tt  bie  Seftimmung^ftMe  2er  ))roie!t  ebener  ©ett^ebe  fonnen 
imagin*  fünfte  ober  ©erabe  mit  aufgenommen  tDerben,  iDobei  ein 
imagin,  ©lement  benfelben  Söertf)  ober  biefelbe  SSebeutung  ^at  atö 
ein  reelteö,  ti^enn  man  nur  au(^  l^ier  n)ieber  beachtet,  ha%  toenn 
bem  imagin,  ^unft  P  ba^S  imagin,  ©lement  Pi  entf))rt(^t;  bann  im- 
mer t)on  felbft  ber  bem  P  loniungirte  ^unft  bem  bem  Pi  !oniun= 
girten  ©temente  ent}^re(i)en  muffe,  fo  ba^  alfo  iebei8  ^aar  entf:pre=^ 
c^enber  imagin.  ©lemente  fojufagen  ben  äöert^  i?on  2  paaren  ge- 
gebener  entf^red^enber  (glemente  l^at, 

äßir  begnügen  nn^  ben  23eti?ei^  für  bie  loUineare  ©ejie^ung 
pi  fuhren:  ©inb  unter  ben  4  fünften  AB  CD,  n)el(^e  bie  Ioßl= 
neäre  SSejiel^ung  fi):iren,  1  ^aar  !oniungirte  imagin,  $un!te  AB 
mit  ben  entf^re(^enben  (Slementen  AiB^  be^  anbern  ©etuebeig  gege^ 
htn,  fo  beftimmen  biefe  ein  ^aar  reelle  ©erabe  p  unb  pi  bie  ein^ 
anber  ebenfaEjg  entf^rec^en,  bem  ©(J)nitt))un!t  ^on  p  unb  CD  ent^ 
f:pri(^t  babei  ber  (5(^nitt:punft  oon  pi  unb  CiDi,  n)obur(^  m^ 
5ftr,  189  b)  unb  1)  bie  reeE  ;proje!t  Sejiet)ung  t)on  p  unb  pi  fotno^l, 
aU  t)on  CD  unb  CiD^  i)olIfommen  fi^rt  ift,  ®inb  bagegen  fott^o^l 
AB  aK  au(^  CD  foniungirte  imagin,  5ßun!te,  fo  muffen  fie  in  2 
t)erfc^iebenen  S^rägern  entljalten  fein,  bereu  reeller  ©(^nttt:punft  bem 
auf  biefelbe  Sßeife  burc^  AiBiCiD^  beftimmten  entfpri(^t,  mhux^ 
biefe  beiben  ^aare  reeller  Sräger  tuteber  i;)olI!ommen  unjtr^eibeutig 
:prolelt,  auf  einanber  belogen  finb  mä)  3lr,  189, 
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S)ie  ißebingunc;,  mlä)z  'oon  ben  etttj^^rec^enben  Elementen  2er 
!ottinearer  ebener  ©etcebe  erfüllt  fein  mu^,  bamtt  bte  entf:pre(^enben 
etemente  tni)olut  (^e^aart  finb,  b.  f).  bamit  ein  int>olut.  ©Aftern  entftel^e, 
bleibt  ebenfalls  biefelbe,  tnenn  au(^  ftatt  Je  ein  $aar  reeller  (Siemente 
ein  ^aar  fonjungirte  intagin.  ©lemente  in  fte  aufgenommen  voixb. 

entf:pre(i)en  bie  2  5ßun!ten;paare  AAi  BBt  bie  in  t)erfd^iebe= 
nen  ©eraben  liegen  einanber  abtije(^felnb,  fo  fßnnen  folgenbe  %Mt 
eintreten,  1)  AAi  finb  reeK,  bann  muffen  BBi  lonjnngirt  imagin. 
fein,  aföbann  ift  ber  S:räger  BBi  ebenfalls  reeK  ini^olut.,  2)  AAi 
unb  BBi  fteöen  je  ein  ^aar  tonjungirter  imagin.  fünfte  bar,  aU^ 
bann  finb  il^re  Sträger  ebenfaßi^  reett  int)olnt, 

3)  AAi  finb  beibe  imaginär  aber  ni(f>t  !oniungirt,  atebann 
muffen  notl^txienbig  bie  beiben  ^un!te  B  u»  B^  ben  fünften  A  u.  Ai 
fonjungirt  fein,  ©infa  nun  abaibi  unb  aßcc^ß^  bie  beiben  'oon  bem 
entf:pre(^enb  gemeinfamen  @(i>nitt^unft  t^rer  reeßen  &äger  an^^ 
gel^enben  :proie!t.  ©arftellungen  tjon  A  unb  Ai  fo  entf:prec^en  offene 
bar  bie  fünfte  iß  a^«!  bift  einanber  abtoec^fetnb,  n^orau^  bie 
9^i(^ttg!eit  ebenfaßi^  \xä)  ergiebt 

Stuf  biefelbe  äßeife  toirb  bie  Sebingung,  unter  ber  ein  reci= 
pxolt^  Softem  ein  ^olarfl^ftem  t^irb,  nic^t  gednbert,  tt^enn  Statt 
ein  ^aar  reeHer  '^nnfk  ein  $aar  !ottiungirter  imagin.  fünfte 
aufgenommen  tt)erben. 

Sft  namliä)  ABC  baö  abfolute  g^olarbreiedf ,  beffen  2  mm 
BC  fonjungirt  imagin.  finb,  fo  folgt  boc^  au^  'Rx.  189  i),  bafe  ber 
reelle  Präger  BC  auc^  reell  inüolut  ift,  alfo  giebt  e§  unenblid^ 
biele  ©reietfe  mit  lauter  reeKen  Elementen  bie  mä^  abfolute  ^o= 
tarbreiecfe  barftellen,  tüorau^  bie  9ti(^tigfeit  folgt. 

®inb  2  räumt  ®t)fteme  R  u.  Ri  reeü  ))roieft,  auf  einanber 
belogen,  fo  gelten  für  fie  ganj  aügemein  bie  ©äfee,  toie  n?ir  fie  bi^- 
l)er  l^aben  !ennen  lernen,  nämli(^  iebem  ^aar  fonjungirter  imagin. 
Elemente  entf:pric^t  ein  $aar  loniungirter  imagin.  ©lemente,  bem 
(Clement,  ba^  in  R  burc^  2  imagin.  ©lemente  beftimmt  t^irb,  ent^ 
f:pri(^t  in  Ri  ba^  ©lement  ba§  huxä^  bie  entf^re(f)enben  (glemente 
beftimmt  tt)irb,  Jebem  ^aar  fonjungirter  imagin.  (Elemente  eineö 
reeßen  (Slementargebilbe^  I  ober  II  ober  III,  ein  fol(^ei3  ^aar  be« 
entf:prec^enben  ©lementargebilbeig  I  ober  II  ober  III;  ^ttfonber^ett  ent^ 
f:pri(^t  in  2  foüineären  räumt  ©^ftemen  R  unb  Ri  jeber  ©eraben 
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II  u  t)on  R  eine  ©erabe  II  i^  X)On  Ri  unb  ithzm  fünfte  t)on  u 
ein  ^un!t  x>on  %;  tx)tr  nennen  bie  ©eraben  u  unb  Ui  el&enfall^ 
projett.  auf  einanber  kjöc^en  unb  tx^oEen  I)ier  nod)  einige  für  bie 
golge  tt)id)tige  (gigenf(i)aften,  einer  fold)en  Sejiel}ung  anführen. 

S)ur(^  le  3  fünfte  abc  *)  i)on  nift  ein  ©l)ftem  i)on  fünften  ber  u 
ibeftlmnit,  bereu  S^räger  abc  eine  9legelf(f)aar  abc  bilben  (JRx.  156), 
tt)ir  fagen  alle  biefe  fünfte  bilbeten  eine  Äette,  unb  e^  gilt  nun  ber 
it)id)tige  ©a^ :  jeber  Äette  K  ijon  u  entfprid)t  eine  ^ette  Ki  in  ui. 
gebeut  in  einer  Äette  Ki  enthaltenen  äBurfe  i)on  u  entf:prt(^t  ein 
xi)m  :pro}e!t.  SSurf  ber  entf:pre(^enben  Äette  K^  in  %.  SSir  nennen 
4  fünfte  i)on  u  I)armonifd^,  tt)enn  iljre  J^räger  in  einer  Äette  lie^ 
gen,  unb  in  il)r  einen  l)armonifc^en  5Burf  bilben.  ©ine  ^^i^oluticn 
in  1  Äette  mieber  1  beftiminte  S^i^olution,  iebem  ©inn  in  1  Jlette 
«lieber  1  fol(^er. 

3)iefe^  SlCej^  folgt  aud)  ^ier  einfad^  barau^,  ba§  bie  reetten  2)ar= 
ftedungen  ber  fragli(^en  imagin.  Elemente  einanber  in  ber  an^^^ 
gebenen  SBeife  entfpre(i)en. 

Sei  ber  gi)cirung  ber  profeft  Sejie'^ung  2er  räuml  ©^fteme 
fönnen  [tet)3  an  bie  ©teKe  eine^  ^aare«  reeller  fünfte  ein  ^aar 
fonjungirter  intagin.  fünfte  treten,  ©inb  2  ^aar  loniungirte 
imagin,  ^nnlte  AP  unb  BQ  in  R,  unb  1  reeller  C  unb  bie 
entf:precf)enben  Reiben  toniungirten  intagin,  (Slemente  AiPi  u.  BiQ^ 
unb  ha^  entjpred)enbe  reelle  ©lement  Ci  in  Rj  gegeben,  fo  bürfen 
bie  reellen  Sräger  t)on  AP  unb  BQ  nid^t  in  1  föbene  liegen.  3ft 
nun  ^on  C  eine  ©erabe  gebogen,  bie  bie  reellen  2^räger  t)on  AP 
unb  BQ,  beibe  in  je  1  reeUen  ^unft  aß  ft^neibet,  fo  entf:pred)en 
biefen  reeEen  ©(^nittpunften  oon  R  bie  auf  bie  entf))re(^enbe  äßeife 
in  Ri  gefunbenen  reetten  fünfte  «i/^i  in  AxPi  unb  BiQi,  ©aburd) 
finb  bie  beiben  reellen  ©eraben  AP  unb  A^Pi  fotool^l,  al^  au($  bie 
reeöen  ©eraben  BQ  u.  B^Q^  oollftänbig  projeft,  auf  einanber  bejo^ 
gen  nad^  3lr,  1891),  unb  alfo  ju  5  reellen  fünften  in  R,  oon  benen 
feine  4  in  1  (&hzm  liegen,  bie  entf^rec^enben  in  Ri  gefunben.  ©inb 
blofe  1  ^aar  lonitmgirter  imagin.  fünfte  A  B ,    unb  alfo  noct)  3 


*)  ^Bix  nennen  voot)i  in  bei*  golge  a  einen  ^nnft  einer  imac3in,  @era= 
hm  II  u,  \X!tnn  a  Hx  reelle  Xxäc^tx  eine«  in  ber  u  enthaltenen  imaßin,  ^^unt:= 
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reelle  CDE,  tion  benen  feine  2  mit  bem  teeöen  fraget  ber  erfteten 
in  1  ©betten  liegen  bürfen,  in  R  nefcft  i^ren  entf:pre(^enben  ©lemen^^ 
ten  AiBiCiDiEi  in  ßi  gegeBen,  fo  beftinttnt  bie  @kne  CDE  in 
bem  S:räger  AB  einen  reetten  '^mft,  bev  bem  auf  entf^:>rect)enbe 
Steife  in  Ri  gefunbenen  @temente  entf;pri(^t»  ©ie  ©erabe  AB  tfi 
baC)erna(^9^r.l891)  \)oIIftänbig  reell  :proie!t  auf  bie  ©erabe  AiBi 
kjogen,  unb  au(^  für  biefen  gaü  ber  3la(^tt3ei!8  geliefert. 

SieSSebingung,  untertx>el(f>er2  foöineareräuttil  ©'r/fteme  einin^ 
i^olut,  ®t)[temBilben  l  ^Jlr.  154  änbert  fic^  ni(i)t,  tt^enn  auä)  an  bie  ©teüe 
öon  je  1 5paar  reeller  fünfte  ein  $aar  fonjungirter  itnagin.  treten. 

aSon  ben  3  ^aar  einanber  in  bo^:peltem  ©inn  entf:pre(^enben 
fünften  AAi  BBi  CCi  fönnen  nun  entmeber  Jebe^  ^aar  ein  ^aar 
foniungirter  imagin.  5J}un!te  barfteöen,  ober  ein  5paar  berfelben  j.  35. 
CCi  tft  einanber  foniungirt  ober  tft  reell,  toobei  bann  not^tx>enbig 
iijon  ben  Beiben  entf:pre(^enben  fünften  AAi  ber  eine  foÄ)ol}l  aU 
ber  anbere  ben  beiben  anbern  BBi  fonjungirt  fein  muffen,  toenn 
fie  ni(^t  reell  finb.  ^m  Iften  galt  ergiebt  fiel)  bie  3flid)tig!eit  ber 
33el)au:ptung  unmittelbar  barauiS,  ba§  bie  3  2:räger  AAi  BBi  CCi 
in  biefemgatt  nad)  ?lrJ89i)  reell  ini^olut  fein  muffen,  ^m  2ten 
gaÜe  unterf (Reiben  tt>ir  2  gäGe:  liegen  AA^  unb  BB^  in  1  (Sbene, 
fo  ftellt  biefelbe  nad)  3^r.  190  ein  reett  ini^olut.  ©i)ftem  bar,  unb 
€^  ift  alfo  ber  gaU  ganj  auf  ben  i)on  5Rr.  154  jurücfgef ül^rt ,  ba 
CCi  ebenfaß^  reell  inoolut.  fein  mug  nac^  ?lr,  189i),  Siegen  AAi 
unb  BBi  ni(^t  in  1  (Sbene,  fo  beftimmen  bie  aSerbinbung^linien 
AAi  unb  BBi  2  fonlungirte  imagin,  ©erabe  m  unb  n,  bereu  jebe 
ft(^  felbft  entf:pri($t,  t^ä^renb  ber  reelle  S^rdger  AB  unb  bie  in  il)m 
liegenben  ®(^nitt;pun!te  mit  m  unb  n  bem  reeCen  Jiräger  Ai  Bi  unb 
ben  in  i'^m  liegetiben  ®d)nitt:puttlten  mit  m  unb  n  in  bo^p^^eltem 
Sinne  entf:prec^en.  ?lun  beftimmt  aber  bie  ßbene  Cm  in  n  einen 
Sßunit  N  ber  bem  ©(^ititt:pun!t  Ni  ber  (Sbene  Cim  mit  n  in 
bo:p^)eltem  ©inne  entf:pri(^t,  unb  jtr^ar  e)8  mögen  C  unb  Ci  reeE 
ober  fottjungirt  imaginär  fein  nac^  9^r.  186,  bie  4  imagin.  fünfte 
AAi  NNi  oon  n,  unb  il)re  reellen  S^räger  etttf^prec^en  bal^er  ben  4 
imagin,  fünften  AiA  NiN  oon  n  unb  il^ren  reellen  Prägern  in  bo^p- 
:ipeltem  ©inne,  imb  bilben  bal^er  eine  inijolut.  SRegelfd^aar ,  bereu 
8eitftral)len  entf^rei^enb  gemeinfame  ©erabe  barfteöen,  ti^oburc^  ein 
tni)olut.  ©Aftern  t)ol[!ommen  fi):irt  ift  nac^  ?lr.  160. 
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2lu(^  bie  S^ebingung,  tiai^  ti^etc^er  du  rect:pro!e^  ©Aftern  in 
ein  ^Jßolarft)ftem  üBevc^e^^t,  (f.  Sir,  167)  bleibt  unc^eänbert,  )x>mn  an 
bie  ©teile  fe  2er  reeller  fünfte  ein  ^aar  foniunc^irte  imagin.  tre- 
ten, infoferne  nämli(^  ftet^  ber  S^rdger  eine^  fol(^en  ^aareg  imagin* 
fünfte  naä^  3lx,  189  i)  reeß  int)olnt,  fein  nin^,  fo  ba^  e^  in  i^m 
an(^  nnenblit^  biele  reelle  ^nnlte  giebt,  bie  einanber  al)tx>e(^felnb 
entf:pred)en,  fo  ba§  man  alfo  an  ber  ©teile  eine^  abfointen  ^olar- 
tetraeber^  mit  tl)eitoeifen  imagin.  ©den  ftetiS  eine'S  mit  lanter  reet 
len  (Srfen  erf)alt. 

19L  ^n  3lv.  183  tx^nrbe  angegeben,  ba§  bie  ini^olnt  Se= 
^ie{)ung  ber  ^nrt)en  II  jn  feinen  nenen  imagin.  (Slementen  fü^re, 
fonbern  ba§  bie  imagin,  ^nnftetemente  ber  Änrt)en  II  mit  ben 
imagin.  ^nnften  ber  geraben  ©ebilbe,  nnb  ebenfo  bie  imagin,  ©tra)^^ 
tenelemente  berfelben  mit  ben  imagin.  Elementen  ber  ©tral^len^ 
büfc^el  I  jnfammenfaffen.  5)iefe§  foll  nnn  in  näfjere  Setrat^tung 
gebogen  tijerben. 

©ig  fei  gig.  52  aai .  bbi .  cci . .  ba6  ini)olni  Änri^engebilbe  K, 
beffen  imagin.  Orbnnng^elemente  aboibi  unb  abia^b  gefu(^t  finb. 
"iSlaä)  75.  a  finbet  man  nnn  einfad)  bie  entf:pre(^enb  gemeinfamen 
^nnftelemente  ber  ^projeü  Änroen  II  Kfabc.)  n  K(aibjCi..O 
inbem  man  t)on  bem  2ten  j^nrbengebilbe  aibiCi..  einen  ©($ein  öon 
einem  ^nnft  a  ber  erften,  nnb^  umgefe^rt  i)on  bem  Iften  Äurben= 
gebilbe  abc  einen  ©i^ein  an^  bem  entf^recj^enben  ^nnfte  ai  be^ 
2ten  nimmt,  bie  fo  er()altenen  ^perf^peft,  ©tra^lenbüfcf)el  a  nnb  ai 
ijObtn  eine  2t):e  ber  perf:pe!t.  .Sejiel)nng  p,  tt)el(^e  bnr«^  bie  entf:pre=^ 
d^enb  gemeinfamen  ^nnfte  ber  beiben  ^nröen  gel)t. 

§infi(^tti(^  ber  Sage  biefer  ©eraben  p  gilt  nun  ganj  aUge^ 
mein  folgenbe^ :  23ejiel)t  man  ba§  ebene  ©eti^ebe  bei3  ^räger^  ^on  K 
nad)  üx,  82  e)  fo  :proie!t.  auf  ft($,  baß  bie  K  ein  entf^re(^enb  gemein^ 
fame^@ebilbe  barfteHt,  in  bem  ben  fünften  abc  bie  fünfte  aibiCi 
entf:pred^en,  fo  ift  p  ftet^  eine  entf:prec^enb  gemeinfame  ©erabe  bie= 
fer  beiben  :proie!t.  ©eujebe.  95or  allem  Udbt  ndmlid)  p  un^erän* 
bert  biefelbe  ©erabe,  mnn  man  bie  beiben  (Sentra  a  unb  a^  in  ein 
beliebige^  anbere;^  ^aar  entf:pre(^enber  ^un!te  cci  berlegt,  t)oa^  nn- 
mittelbar  barau^  folgt,  ba§  nad)  5Rr.  46  in  bem  6(&ä  ac^baicbi 
T^ig.  53  bie  3  $aar  ©egenfeiten  aci  aiC,  abi  aib,  cb,  qb  in  3 
5ßun!ten  1  ©eraben  p  fid^  fi^neiben.    ©ejei(^net  man  nun  ferner 
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beu  ^unlt  a  ai^  (Stement  be^  2ten  ÄurtjengeWlbe^  mit  iti,  unb 
entf^)ri(^t  il^m  aU  joI(^em  ber  ^imft  n  be^  Iften  Äurt^engetilbe^ 
unb  bcäeii^net  man  efcenfo  ben  ^un'ft  a^  aU  (glement  ber  Ifteti 
Äuri)e  burd)  m  unb  entj:prtd)t  ü)m  atö  folc^er  uii,  fo  entj))ri(^t 
offenbar  bem  ®(^nitt))unfte  i)on  aa  (h.^.  aui)  unb  ntn  (b,l^.  aiu) 
al^  ^^nxitt  be^  Iften  ebenen  ©ett^efcej^  ber  ©d^nittJpunft  t)on  %% 
(b,  l).  aiut)  unb  miUi  (b.  ^.  ami);  ba  aber  biefe  beiben  ©c^nitt^ 
:punfte  ftet^  auf  p  liegen  muffen,  fo  entf:pri(^t  ganj  aEgemein  iebem 
fünfte  i)on  p  tx)ieber  ein  ^unft  i)on  p  tt).  g,  h.  tx>. 

3n  unferm  gaüe  tx)irb  alfo  bie  ©erabe  p  burc^  bie  3^^^^^^= 
tion§a):e  ber  ini)olut»  Äuri^e  K  bargefteUt. 

äßiü  man  nun  bie  Reiben  imagtn.  ^unJte  in  p  felbft  finben, 
fo  net)me  man  (gtg*  54)  einen  ju  ben  beiben  :pro{e!t.  Äuroenge^ 
bilben  K(atcb»0  unb  K(a.ibiCibi . ,)  :perfpeft  ©traiy(enMfd)el  a, 
mmlidc)  a[bcb.»]  n  a[biCibi.*]  ober  bcd...  tt  biCidi»..  il}re 
beiben  entf^prei^enb  gemeinfamen  ©tral)ten,  alfo  bie  Orbnung^ftral}^ 
len  be^  int)olut»  ©tra^lenbüf(^elg  bb^  .  cq  beftimmen  in  p  bie 
beiben  imagin.  Äuri)en^un!te  aßa^ßi  unb  aß^a^ß. 

3nf  aij.  3Sir  l^aben  in  3^r>  190  no(^  anbere  imagin.  fünfte 
i)on  einer  Ä'uroe  II  K  kennen  gelernt,  nämlid^  bie  fid)  felbft  fon^ 
Jugirten  fünfte  i)on  ©eraben,  toeld)e  in  einem  burd)  K  beftimmten 
^olarft)ftem  liegen,  aber  mit  K  feinen  reetten  ^un!t  gemein  l^aben ; 
unb  t^  muß  bal)er  l)ier  no(^  nad)gen)iefen  ti^erben,  ba^  bie  bortigen 
3iefultate  mit  bem  fo  eben  gefunbenen  nid)t  in  SBiberf:prud)  fielen. 
S3etra($tet  man  iebot^  in  gig»  54  bie  beiben  imagin,  fünfte  aßa^ßy 
unb  aß^a^ß,  toel(^e  nac^  bem  aSorigen  bie  in^olut.  kwxu 
K  (aai  ,bbi .  cci .  0  al^  il)re  £)rbnungi6^)un!te  in  p  enthält,  fo 
leu(^tet  bie  Uebereinftimmung  al^balb  ein,  benn  betrad)tet  man  bie 
4  ©de  abaibi,  acaiCi  etc.,  fo  fiel)t  man  atebalb,  ba^  ßßi-m  ^tc. 
in  ®ejug  auf  unfre  Äuroe  K  toirflid)  fonjugirte  fünfte  barfteöen. 

3lu(^  erl)el[et,  baß  in  ben  beiben  ju  K  :perf))e!t,  ©trabten^ 
biifd)eln  aai  bem  ©tra^le  a(/^rAri)  ber  ©tral)l  o^iißiYißr)  ent* 
f^ric^t,  bie  aber  in  p  benfelben  imagin.  ©d)nitt:punft  erzeugen,  fo 
bafe  m^  bie  Uebereinftimmung  mit  bem  in  90.  über  imagin,  fünfte 
ber  Äuroen  II  ©efagten  ertoiefen  ift. 

192,  S)ie  a^efultate  ber  reci:pro!en  ©ntioidlung  {(xixXm  alfo: 
S)ie  imagin,  ©trat)lenelemente  abaib^  unb  ab^aib  eine^  ©trauten- 
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Mfi^efö  II,  l^elc^e  man  ert)dlt  afö  bie  Drbnunc^i^eleTnente  eine^  tn^ 
ijolut»  Äuri)ettgebtlbei3  aa^ .  bb^,  ba^  feine  reellen  Orbnnng^ftral^len 
enthalt,  führen  ^u  leinen  nenen  imagin,  (Elementen,  fonbern  finb 
ibentlfd^  mit  ben  imagin»  ©eraben  I, 

©er  reeüe  S^rüger  2er  imagin,  loninngirter  ©tral^lenelemente 
in  einer  ^nri?e  II  ift  ba^  S^tjolntion^centrum  P  be6  tni^olnt*  (Stra^= 
tenbilfi^elg  II,  be[fen  Orbnnng^ftral^len  fie  barfteHen, 

©iefe  2  imagin.  ©tral^len  l^akn  mit  ber  ÄnrDe  II  bie  Reiben 
tmagin.  ^unlte  gemein,  to^^t  in  ber  ^n^olution^axc  p  berfelkn 
inüolnt  Äuri)e  n  liegen,  nnb  xoix  jagen,  ba§  jeber  biefer  beiben 
©tral^Ien  bie  Rnxu  in  einem  biejer  beiben  fünfte  fcerül^re» 

3e  2  jugeorbnete  ®tral)len  be)8  ini^olnt,  Snfcf)efö  P,  befjen 
C)rbnnng^ftrat)Ien  biefe  Reiben  imagin.  Sangenten  ber  fraglichen  ^uxu 
II  bilben,  finb  in  33e^ng  anf  biejelbe  ^mu  II  einanber  foningirt. 

3ufa^,  Stac^bem  fo  bie  ^bentität  ber  imagin.  Elemente  ber 
Änrtjen  II  mit  ben  tmagin»  Elementen  ber  geraben  ©ebilbe  unb 
©tral^lenbnfi^el  nac^geti^iefen,  folgt  nnn  unmittelbar,  ba§,  um  bie 
:()roie!t  Sejiel}ung  2er  Äuri^en  II  ju  fi^iren,  unter  ben  3  l^iep 
nötl)igen  entfprec^enben  (Slementen^aaren  anc^  ein  ^aar  fonjnngir^ 
ter  imagin.  entl^alten  fein  fönne,  infoferne  biefeiS  für  bie  geraben 
©ebilbe  unb  ©tral^lenbüfc^el  nad^  ?lr.  89  gilt,  unb  bie  ^^rojeft, 
Sejtel)ung  ber  Äuri)en  11  auf  bie  :proieft.  Segiel^ung  biefer  @le? 
mentargebilbe  I  fi(ä)  jurücffül^ren  lä^t  mä)  9^r.  44  k»  unb  119» 

193»  3®enben  tx>ir  un^  nun  ju  ber  ti)i($tigen  ^Betrachtung  ber 
gemeinsamen  Sßuntt-  (unb  nac^  ber  reci^rolen  (Snttoiölung  ©tra^- 
ten=)  (glemente  2er  reeller  Äuri^en  II  berfelben  ©bene»  &  ift 
nötl^ig,  ^ier  ti^eiter  au^ju^olen,  tt)ie  folgt:  ^n  2  ^jerf^eft»  tbtnm 
©etoeben  be^felben  SlrägeriS  l^aUn  2  entf^rec^enbe  Äuri)en  II,  bie 
ti)ir  befetDegen  ber  Äürje  ti^egen  felbft  ^5erf:pe!t»  Äurijen  II  nennen 
i^ergl  3^r»  87,  mit  ber  2l):e  ber  :perf:peft»  SSejieljung  biefelben  ^Punft^ 
elemente  entj:prec^enb  gemein,  b»  ^.  berührt  bie  eine  fie  in  1  (reel^ 
len)  ^unlte,  f o  berührt  bie  anbere  fie  in  bemf elben  fünfte,  f ($neibet 
bie  eine  fie  in  2  reeöen  fünften,  fo  tl)ut  bie  anbere  ba^felbe  in 
benf elben  beiben  fünften  unb  fc^neibet  bie  dn^  fie  in  2  !on|ungir' 
ten  imagin»  fünften,  fo  finb  biefelben  au(^  unter  beti  ^unftele^ 
menten  ber  anberen  enthalten» 

pr  bie  beiben  erften  gaöe,  in  benen  e^^  fi(^  um  reeKe  ^mtk 
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l)anbett,  i|t  ber  Bett)ei^  j($ou  in  ben  ©ntotcJluttgen  toon  SRr,  87 
ent^^alten,  'ma^  aber  bie  imagin.  ®(^nittpun!te  anlangt,  jo  ergiebt 
]t(^  bie  ^«(^tigfeit  be^  ©afee^  baran^,  ba§  bie  polaren  eine^ 
^unfteig  ber  ^erj))e!t,  2l):e  bejüglt(^  beiber  ^nxun  entf^re(^enbe 
©erabe  ber  beiben  :perf:peft,  :proie!t.  ©eti^ebe  barfteKen,  nnb  \iä)  ba^ 
i^er  in  1  ^nnfte  berfelben  :perf:pelt.  2t]ce  fc^neiben  muffen,  tüorau^ 
bie  9li(^tig!eit  ftc^  ergiebt  nad)  )Rx.  192. 

©er  reci^role  ©a^  lantet:  ^n  2  :perfpe!t.  ebenen  ©eti^eben 
ge^^en  t»on  bem  ßentrnm  ber  ^)erf:pe!t.  33e5iel)nng  an  2  entf^prei^enbe 
Änri)e  II  ftet^  biefelben  S:angenten,  b.  i^.  entti^eber  blo^j  eine  reelle 
ober  2  reelle  ober  2  foniungirte  imagin. 

(gig  gilt  aber  auc^  nmge!el)rt  ber  ©afe:  §aben  2  Änrt)en  II 
K  unb  Kl  mit  1  ©eraben  biefelben  2  fünfte  P  Q  (reell  ober  ima^ 
ginär)  gemein  (ober  berül^ren  fie  fie  in  bemfelben  $nn!te),  fo  läfet 
fi(^  biefe  ©erabe  immer  aU  2l):e  ber  ))erf:pett,  a3ejiel)nng  2er  ))erf:pe!t. 
ebenen  ©etüebe  betrad)ten,  in  ber  bie  beiben  Änrt)en  einanber  ent- 
f^rei^en,  in  bem  gatte,  toenn  oon  einem  nnb  bemfelben  $nn!te  ber 
fraglid)en  ©eraben  an  beibe  Änroen  \iä)  jngleid^  2  reelle  ober  2 
fonj-nngirte  imagin.  S:angenten  jte^en  laffen,  b,  ^.  tt)enn  beibe  Änr- 
)om  II  ba^felbe  ©tütf  ber  ©eraben  P  Q  einfc^liefeen,  ober  mit  il)r  2 
imagin.  ^nnlte  gemein  l)aben. 

J)enn  mä)  S^r,  82  ift  bie  ^^rojeü  a3ejiel)nng  ber  beiben 
tbmtn  ©etx^ebe  bemfelben  S^rägerjo  i^oüfommen  ^xxixt,  mnn  man  K 
nnb  Kl  al^  entf^rec^enbe  ©ebilbe  berfelben,  nnb  noc^  jn  3  ^nn!ten 
i>on  K  bie  entf^^rec^enben  ^nnfte  t>on  Ki  annimmt,  )^a^  nun  na&i 
yix.  192  3nf,  anä)  gilt,  toenn  nnter  ben  3  ^nnften  fi(^  2  fon^ 
Jnngirte  imagin.  befinben.  8ä^t  man  aber  bie  beiben  ^nnfte  P 
nnb  Q  entf:pre(^enb  gemeinfame  ^nnfte  fein  nnb.  ti)al)lt  ba^  3te 
^aar  ber  2lrt,  ba§  bie  i^nen  jngeprigen  S^angenten  i)on  K  n.  Ki 
fic^  in  bemfelben  ^nn!te  oon  PQ  f(^neiben,  fo  entf^)re(^en  offenbar 
alte  ^nnlte  i)on  PQ  \xä)  felbft,  b,  ^.  PQ  ift  2l)ce  ber  ^erf^eft,  ebe^ 
nen  ©etx^ebe» 

(5^  ergiebt  fic^  jnglei(^  an§  biefem  93etx)eife,  baf;  %aM  man 
^on  einem  ^nnfte  t>on  PQ  an^  an  beibe  ^nrben  4  oon  einanber 
i)erf(^iebene  Siangenten  abaibi  jie^^en  fann,  b.  l)»  tx^enn  bie  3l):e  PQ 
niä)t  beibe  Änroen  II  in  bemfelben  fünfte  berührt,  ba§  man  aUiann 
ftet^  biefelbe  ©erabe  ate  äl^ce  ber  :perf^e!t  Se^iel}nng  ber  beiben 
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©fcenen,  b.  ^.  ber  Reiben  Äuri^en  erljält,  man  ma^i  ber  Sangente  a 
bie  a^  ober  bte  \  entf^pred^en  lafjen;  e§  bleibt  babei  biefelbe  3l)ce 
ber  ))erj^e!t.  S3e^tel^ung  bei  i^eränbertem  ©entrum. 

J)er  reciprole  ®atj  lautet:  @e^en  i^cn  einem  ^ßunlte  S  bie^ 
felben  2  (reellen  ober  imaginären)  Sangenten  an  2  Änri)en  II  ber- 
felben  (Sbene,  fo  laffen  \iä)  biefelben  [tet^  al^  ent[:pre(^enbe  ©ebilbe 
2er  :perf:pelt  ebenen,  ©etoebe  mit  S  atö  Sentrum  ber  ))erf:pe!t.  93e= 
jiel^ung  betrachten,  toenn  nämli($  ein  3ter  ©tral)l  be^  Snfi^elig  S 
enttoeber  beibe  in  2  ^aar  reellen,  ober  beibe  in  2  ^aar  lonjungir- 
ten  imagin,  fünften  f($neibet;  ift  babei  S  ni(^t  ein  gemeinf(^aft^ 
lt(^er  Serü'^rungiSipunft  beiber  Äuri)en  II,  fo  Id^t  \x^  babei  immer 
nO(^  bie  :perj:peft33ejie:^ung  auf  2erlei  Söeife  fi):iren,  fo  ba§  S  6en^ 
trum  bleibt,  aber  2  i)erf(^iebene  ©erabe  atö  2l):en  ber  Jperf^elt.  33e^ 
jie^ung  erf(^einen* 

194.  @inb  nun  in  einer  &me  2  Äuri^en  II  K  u,  K^  ge^ 
geben,  unb  toitt  man  \xä)  über  iljre  gemeinf(^aftli($en  ^untt-  unb 
©tral)lenelemente  nähere  Slui^Junft  oerf(f)affen,  fo  betrachtet  man  fie 
am  beften  afö  bie  2  Orbnung^furoen  2er  tbtmn  ^olarftjfteme, 
©ud^t  man  nun  ju  iebem  fünfte  ber  fraglid^en  ©bene  bie  beiben 
polaren  in  ben  eriDä^nten  beiben  ^olarf^ftemen,  fo  erl)ätt  man  2 
follineäre  ^b^n^  ©etoebe,  toenn  man  Je  bie  beiben  polaren  be^fet 
ben  $un!tei^  einanber  entf^^rei^en  läßt. 

23etra(^tet  man  nun  bie  einzelnen  in  3^r.  83  aufgefül)rten 
gäüe,  n^eli^e  ^inft(f)tli(^  ber  entf:pre(^enb  gemeinfamen  ©lemente  bie- 
fer  beiben  loEineären  ebenen  ©etoebe  eintreten  !önnen,  fo  ergeben 
fic^  l)ierau§  für  bie  gemeinfamen  ©lemente  unfrer  beiben  Äuröen 
ali3  Orbnung^furöen  nad^folgenbe  \Di(^tige  Dftefultate. 

L  ^abm  bie  foüineären  ebenen  ©et^ebe  blo§  ben  ^un!t  P 
unb  bie  bur(^  P  gel^enbe  ©erabe  p  entf;pre(i)enb  gemein,  fo  ift  in 
beiben  ^olarft)ftemen  P  ber  ^ol  i)on  p,  i>.  ^.  bie  beiben  Äurt)en 
t>erü^ren  einanber  in  P,  bie  beiben  Äuri^en  ^aben  no(^  1  reeüen 
^unft  unb  1  reelle  Sangente  gemein,  n)ie  alsSbalb  gezeigt  toerben 
tt)irb,  (toir  nennen  bie  33erül)rung  in  P  eine  3:pun!tige). 

IL  §aben  bie  loüineären  ©etoebe  bie  fünfte  PQ  unb  bie 
©eraben  p  unb  q  entf:pre(i)enb  gemein,  fo  mn^  not£)toenbig  P  ber 
5ßol  t)on  p  unb  Q  i^on  q  fein,  unb  einer  ber  beiben  ^ole  P  in 
feiner  polare  p,   ber  anbere  in  berfelben  ©eraben  p  liegen,   unb 
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alfo  q  bur(^  P  ö^t)en;,  in  biefem  gaEe  6erül)ren  fid^  K  unb  Ki 
tijieber  in  P,  i)aben  aber  augerbem  no(^  2  gemeinji^aftlic^e  fünfte 
(unb  jtx>ar  entoeber  reeK  ober  fonjungirt  imaginär)  unb  2  gemein- 
f(f)aftli(i)e  2;angenten  (unb,  jtx>ar  reeG  ober  lonjiungirt  imagin.  (tt?ir 
nennen  bie  Serü^rung  in  P  eine  2))un!tige). 

HL  ©inb  bie  loGineären  ®etx>ebe  :per|))e!t»,  unb  g^ar  fo, 
ba§  ba^  ©entrum  P  auf  ber  Sljce  ber  :perj;pe!t.  Sejiel^ung  p  liegt, 
fo  i[t  P  ber  ^ol  x>m  p  unb  K  unb  Ki  Berühren  einanber  in  P, 
]§a5en  aber  tx>eiter  feinen  ^untt  unb  leine  S:angente  (tx^eber  reelff 
no($  imaginär)  gemein  (lx»ir  nennen  bieSerü^rung  inP  4:pun!tig); 
ba^  \i)Oi^  in  biefen  legten  Stummem  I  II  unb  III  no^  unerti^iefen 
gelaffen,  tt)irb  am  einfa(^ften  auf  folgenbem  SBege  bireft  barget:§an: 

ißerü^ren  K  unb  Ki  im  fünfte  P  \iä)  unb  bie  ©erabe  p, 
fo  !ann  biefe  nai^  bem  ju  Slnfang  biefer  Plummer  S3etoiefenen  afö 
2l):e  ber  :perf;pe!t  33e3iel}ung  2er  ebenen  ©etx^ebe  betrai^tet  toerben, 
für  bie  K  unb  Ki  entf:pre($enbe  ©ebilbe  barftellen,  unb  e^  JiJnnen 
nun  3  gäEe  eintreten,  enttDeber  1)  ba^  (Sentrum  ber  :perf:peft.  23e:= 
jiel)ung  S  liegt  au^er^alb  p  (alfo  aud)  ^eber  auf  K  noc^  auf  K^), 
atebann  ift  mä)  150,  S  auc^  nod)  Zentrum  ber  :perf:pelt.  33ejie^ 
l^ung  i)on  K  unb  Ki  für  eine  jtoeite  ^j:t,  unb  biefe  2l):e  enttjält 
nad)  ?tr/  150  no(^  2  reeüe  ober  lonjungirte  imagin,  fünfte  ijon 
K  unb  Kl,  benn  für  ben  galt  einer  no(^maligen  ^erü^rung  toürbe 
ber  erft  unter  IV  ju  betra(J)tenbe  gatt  eintreten,  ebenfo  ift  S  ©c^nitt^ 
:punlt  2er  gemeinfc^aftlic^er  reeüer  ober  lonjungirter  imagin»  Zan^ 
genten  Oon  K  unb  Ki,  baiei  entl)ält  aber  Bei  kiben  2lrten  ber 
:perf:pe!t»  Sesiel)ung  ber  ©tra~^l  SP  ober  q  ftet§  2  ^aare  entf))re' 
(J^enber  fünfte,  fo  ba§  alfo  bie  beiben  S^angenten  bie  in  ben  t)on 
P  j)erf (^iebenen  ©(^nitt^unlten  t)on  q  mit  K  unb  Ki  an  biefe  i5ur== 
oen  fi(^  legen  laffen,  ft(^  in  einem  ^unöe  Q  oon  p  f($neiben,  b.  1^, 
q  ift  polare  J)on  Q  für  beibe  Äuroen.  (S^  ift  biefe)^  unfer  obiger 
gaü  2.  Ober  2)  ba^  Sentrum  S  ber  :perf:pe!t  33ejiel)ung  liegt  in 
p  aber  in  einem  t)on  P  oerfi^iebenen  fünfte,  ^n  biefem  gälte 
lä^t  fi(^,  toenn  nic^t  toieber  ber  gaK  IV  eintritt,  toieber  S  aU 
Zentrum  ber  :perf:pe!t»  Sejiel)ung  oon  K  unb  K^  in  bo:p^elter  2öeife 
betrachten,  unb  ba  bie  2te  2l):e  oon  p  oerfd)ieben  fein  aber  bur(^ 
P  gel)en  mufe,  fo  f($neibet  fie  K  unb  K^  je  in  no(^  einem  fünfte, 
bie  aber  jufammen  fallen  muffen;   ebenfo  ift  aber  S  ©c^nitt))untt 

^faff,  «euevc  ©eometrie.  18 
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einer  xt^etten  getnetnfc^aftltc^en  Sattgenten  t)on  K  unb  Ei,  ba  bte 
ftetiS  reelle  Sangente  an  K  (ober  Ki)  notlj^enbtg  auc^  bie  K^  (ober  K) 
lexn^xtn  niu§.  ©iefe^  i[t  unfer  ottger  gatt  1).  Ober  enblt(^  3) 
P  jelbft  erj(i)eint  afö  ßentrnm  ber  ;perf:peft  SSejie^nng;  in  biefem 
gaüe  ergießt  fi(^  an^  bem  SSegriff  ber  :perf^)e!t  SSejte^nng  jelbft, 
ba|  K  unb  Kj.  au^er  p  unb  P  toeber  eine  gemeinf($aftti(^e  Zaw 
gente  noä)  einen  gemeinji^aftlid^en  ^un!t  1()abm  tbnmxif  benri'  Je  2' 
fünfte  i)on  K  unb  Ki,  bie  auf  1  @trai)te  i>on  P  liegen,  entj^pred^en 
einanber,  unb  ieber  S^angente  i^on  K  entf^ri($t  bie  S^angente  i^on 
Kl  bie  mit  jener  buri^  benfelkn  ^ßunft  loon  p  gel^t,  ba  aBer  fein 
@tral)l  'oon  P  au^er  p  einen  t)on  P  üerf(i)iebenen  entf^re(^enb  ge^^ 
meinjamen  ^unft,  unb  Sein  ®tra^lenbüj(^el,  beffen  Zentrum  in  p 
au^er  P  einen  i)on  p  oerj(^iebenen  entf))re(^enb  gemeinfamen  ©tra^^l 
^aUn  tann,  fo  folgt  bie  9%i(^tigleit  l)ierau^  unmittelbar, 

IV.  ©inb  bie  fceiben  !oHineären  ©etoebe  tt^ieber  ^erf^pelt, 
a5er  fo,  ba§  ba^  Zentrum  P  aufeer^^alft  ber  2l^e  p  liegt,  fo  ifi  toie== 
ber  P  ber  9ßol  t>on  p,  unb  jtt)ar  Jommt  febem  ^puntte  bon  p  für 
fceibe  Äuri^en  biefelbe  burc^  P  ge^enbe  polare  ju,  al^bann  liegen 
bie  Orbnungig^punlte  ber  burd^  bie  fonjugirten  $nn!te  in  p  geiit 
beten  3ni)olution  in  beiben  ^nxx>tn,  unb  bie  burc^  fie  gel^enben 
©tral)len  i)on  P  berühren  in  il}nen  feeibe  Äuri)en,  e)3  fommt  bal)er 
nur  bar  auf  an,  ob  biefe  Orbnung^^unÖe  reett  ober  o6  [ie  imagin» 
finb ,  im  erften  gaU  berül)ren  ftc^  K  unb  Ei  in  2  reeEen  im  2ten 
in  2  loniungirten  imagin.  fünften» 

V.  unb  VI.  &  bleiben  nun  nocC)  bie  beiben  gälte  übrig, 
ba^  beibe  foüineäre  ®cmht  3  fünfte  PQR  unb  3  burc^  fie  ge= 
]§enbe  ©erabe  pqr  entfprei^enb  gemein  ^aben,  tx^obei  j;ebo(^  nad^ 
149.  2  fünfte  unb  2  ©erabe  Soniungirt  imagin.  ti^erben  fönnen, 

^n  biefem  galle  ftetten  not^toenbig  PQR  entfpre($enb  bie 
spole  i)on  QK  PR  PQ  bar,  benn  toürbe  bem  Q  bie  ©erabe  PQ 
afö  polare  juge:^5ren,  fo  toäre  biefe^S  anä)  ber  gaE  mit  R  unb  PR 
unb  tt^ir  toürben.babur(^  mit  ?lot:^toenbigteit  auf  ben  i)origen  gall 
ber  ^erfpelt»  Sejiel^ung  jurü(f!ommen. 

SBenben  toir  un:^  nun  ju  ber  geometrif(i)en  ©eutung,  weld^e 
bie  3lnna^men  V  unb  VI  für  unfre  Orbnung^!uri)en  E  unb  Ei 
jur  golge  ^alm,  fo  muffen  toir  ^^ier  ettoa^  toeiter  aui^^olen: 

fBatjlt  man  in  ber  gbene  öon  KEi  eine  ©erabe  v,  unb 
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fud)t  ju  aUzn  i^ren  guttuen  in  ben  betben  5t^olarfi)[temett  K  u.  Ki 
bie  betben  polaren,  fo  fc^neiben  ft(^  biefe  im  Stffgemeinen  in  ben 
^nnften  einer  nenen  ^ux^t  U,  tt)el(^e  buri^  bie  3  (5(f:pnn!te  PQR 
o,ti)t,  rok  ftd)  biefe^  alsSbalb  ergiebt,  mnn  man  bebenft,  ba§  bie 
beiben  @tra^Ienbüf(i)el  Y  unb  Vi  ti)el(^e  bem  geraben  ©ebilbe  ent^ 
j:pre(^en;  ))roie!t.  finb,  unb  ba§  bem  ®(^nitt:pun!te  t)on  y  nnb  QR 
bie  ©eraben  VP  unb  ViP  entf:pre(J)en. 

5Die  neue  Äuri^e  II  ge:§t  in  eine  ©erabe  vi  über  (beffer  in 
ba^  (S\)ftem  2er  ©eraben ,  infoferne  bie  ©erabe  p  ober  q  ober  r 
noä)  ba^u  !ommt)  li^enn  bie  v  burc^  einen  ber  3  fünfte  PQR  gei)t, 
infoferne  bann  bie  beiben  ®üf(^el  V  unb  Vi  ))erf:pelt  ti^erben;  ba= 
bei  fi^neiben  fic^  v  unb  vi  in  zhzn  bemienigen  ber  3  fünfte  PQR, 
burd^  ben  v  gel^t;  unb  enblid^  bilben  ie  ein  folc^e^  ^aar  jufam- 
mengel^öriger  ©eraber  vvi  ein  ^$aar  entf:pre(^enbe  (Strahlen  eine^ 
ini)olut  ©trai>Ienbfif (^el^ ,  toa^  alfo  fi(^  ergiebt:  SSetrac^tet  man 
ben  ©c^nitt  bejg  (Stral)lenböfc^el^  P,  beffen  einzelne  ©tral)len  toir 
j[e|t  aU  bie  einzelnen  v  betrachten,  mit  einer  ©eraben  w  bie  burc^ 
feinen  ber  3  fünfte  PQR  gel^t,  fo  liegen  bie  ben  einzelnen  ©(^nitt^ 
:punften  abc...  in  Sejug  auf  beibe  Äuroen  !oniugirten  ^un!te 
aibiq..,  nad^  bem  t)origen  ©a^e  auf  einer  ^uroe  II,  ^elc^e  burd^ 
P  ge^t,  baf)er  ift  ber  ©tra^lenbüf(^el  P(aibiCi..O  :proieft»  su  bem 
geraben  ©ebilbe  w  (abc . .  0/  ^^  ^^^^  i^  2  ©erabe  n)ie  Pa  unb  Pai 
bie  a^olle  folc^er  2  jugeorbneter  ©tral)Ien  toie  vvi  bilben,  fo  ift 
foDiel  betx^iefen,  ba§  v  unb  vi  entf:pre($enbe  ©trablen  2er  ^proielt» 
©tra^lenbüfc^el  ht^  2:rägeri3  P  barfteöen;  ba  aber  ferner  bie  bei- 
ben ©eraben  PQ  unb  PR  einanber  in  biefen  23üf(^eln  abti^ec^felnb 
entf:pre(^en,  fo  bilben  fie  einen  int)olut.  ffiüft^el 

^<A  ber  fo  eben  bef:pro(^ene  inoolut»  Büfc^el  vvi  Orbnungj^^ 
elemente  m  unb  n,  fo  fi^neiben  biefe  bie  beiben  Äuroen  KKi  in 
benfelben  beiben  fünften,  ©enn  ba  in  biefem  gaEe  jebem  fünfte 
^on  m  (ober  n)  für  beibe  Äuri)en  berfelbe  ^un!t  oon  pi  (ober  n) 
foniugirt  ift,  fo  finb  bie  Orbnung^elemente  ber  burc^  biefe  foiugir= 
ten  ^unlte  beftimmten  ^noolution  in  beiben  ^uri^en  enthalten, 

(S§  läfet  fi(^  nun  aber  filr  aüe  in  V  unb  VI  enthaltenen 
einzelnen  gäEen  na(^ti)eifen,  ba§  e^  \r>enigften^  2  reette  Orbnung^^ 
elemente  m  unb  n  giebt,  toai3  nun  burc^  23etrad)tung  ber  einzelnen 
gälte  nä^er  ertxiiefen  toerben  folt» 

18* 
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V  Sft  i>ci§  atfolute  gemeinfc^aftlti^e  ^polarbreie«  PQR  reell, 
{0  1)Cd  man  2  gäöe  ju  unterjc^eiben,  nämlic^  entoeber  a)  e^  ent= 
galten  bie  Betben  Äuri)en  K  nnb  Ki  t)on  bemfelben  ein  unb  ba^felk 
m  P  in  fi(^  f.  gig.  55  ober  b)  fie  entl)alten  2  i)erj($iebene  (Stf en 
Q  unb  R  in  fi^  f.  gig,  56  (nac^  5Rr.  99  ntui  iebe  Äuri^e  ge^- 
rabe  ein  (Sd  hk\t§>  atjoluten  ^olarbreietf^  in  fic^  entljalten). 

3u  a)  ^u  bem  ^unlte  a ,  ber  in  bem  enblic^en  ©reieö  4 
Hegt  *)  gel)ört  offenbar  in  iebem  ber  beiben  5polarft)[tente  K  unb  Ki 
eine  polare,  tt^elc^e  bie  Reiben  enblic^en  ©treten  PQ  unb  PR 
bieje^  S5reie(S^  fc^neibet  S)at)er  fann  ber  ©c^nitt:pun!t  ai  biefer 
Reiben  polaren  in  bem  ©reiecfe  2  ni(^t  liegen,  meil  jebe  biejer  feei= 
ben  ^polaren  J)on  biejem  ©reiecf  ganj  auj3gef(^loffen  ift,  w^  aBer 
!ann  ai  im  ©reiecE  1  3  ober  4  liegen,  ba  nun  bie  a5erWnbungö= 
linien  ber  Reiben  fünfte  aoi  mit  iebem  ber  3  etf))un!te  PQR  ein 
$aar  fol(^er  jugeorbneter  (Stral)len  vvi  be^  im  OMgen  bef^pro- 
ebenen  ini^olut.  ©tra^lenftüf(^el^  barfteHen,  fo  ergiebt  fid)  ^ierau^ 
für  unjere  Betrachtung  folgenbei^:  liegt  ai  in  1,  fo  ^at  blo^  ber 
in^olut  a3üf(^el  Q  reelle  Orbnung^elemente,  liegt  Oi  in  3,  fo  :^at 
fclofe  ber  in^olut  m\ä)tl  R  reelle  Orbnung^elemente,  liegt  ater  a^ 
in  bem  enblii^en  ^x^M  4,  fo  1)aUn  alle  3  in\)olut,  »üfi^el  PQ 
unb  R  reelle  Orbnungi^elemente.  ^n  ben  beiben  erften  gällen  finb 
bie  4  ©(^nitt^unfte  ber  Reiben  Äuri^en  imaginär  im  legten  galle 
reell,  inbem  fie  bie  4  (Säen  be;^  i)ollftänbigen  4  M^  barftellen,  bef- 
fen  3  ^aar  ©egenfeiten  bie  Orbnung^ftra^len  barftellen. 

Ad  b)  3n  biefem  galle  !ann  in  ber  SSorau^fefeung  ber  in 
a)  eingefül)rten  a3e5eid)nung  ai  Blo§  in  3  unb  4  liegen,  ba  bie 
$ßolare  i)on  a  in  23ejug  auf  K  i)on  ©reied  1  unb  in  23ejug  auf 
Kl  i)on  ©reie(f  2  au)^gef(^loffen  ift,  liegt  nun  ai  in  3,  fo  l^at  6lo§ 
P  reelle  Orbnung^^elemente,  liegt  e^^  in  4,  fo  ^o&m  toieber  alle  3 
aSüfd^el  reelle  Orbnung^elemente.  S)ie  ©(^tufefolgerung  l)ierau^ 
bleibt  toie  in  a). 

VI,  Sft  ba^  gemeinfame  abfolute  5ßolarbreie(f  PQR  imagin», 
fo  mu^  ba^  eine  reeüe  ©cf  P  be^gfelben  notI)ttjenbig  au§erl)alb  beiber 
liegen,  bie  reelle  ©eite  QR  alfo  beibe  fi^neiben,  benn  läge  P  innere 
l)alb  1  ober  inner:§alb  beiber  Äuroen,  fo  müßte  mä)  9^r.  189  Sel^rf. 

*)  §tnfi(^tac^  ber  4  bm^  bie  (^txahtn  PQ  PR  QU  geBilbeten  $Drei^ 
e(Je  unb  betm  ^eaei^nung  ifi  bft§  in  ^u  173  ^efagte  in  i?evglei^en. 
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in  QR  not^tt^enbtg  1  ^aar  reeKer  fünfte  ijor^anben  fein,  wel^e 
"^infii^tltd^  beiber  Antigen  einanber  Joniugirt  it)ären,  b.  ^.  e^  gäbe 
)^iber  bie  SSorauf^fe^ung  ein  gemeinfame^  reeöeig  a13foIut  ^olarbreieif . 
S)ie  betben  !oniungirten  imagin.  fünfte  QR  finb  in  Sejug  anf 
Beibe  Änrt)en  II  loningirt,  b»  ^.  bie  Reiben  reellen  ©(f)nitt:pnnfte 
i^on  K  fotüo^l  aU  i)on  K^  mit  ber  reellen  ©eraben  QR  [inb  burd^ 
Q  nnb  R  ie  l^arntonifd^  getrennt,  23etra(5tet  ntan  nnn  aBer  anä) 
in  biefent  ^aUe  ben  int)oIut,  ©traljlenbüfdiel  P,  beffen  entf:pre(f)enbe 
©tra^len:paare  jol(^e  (Stral)len  vvi  finb,  ti^ie  beren  3^f^^^^ttge^ 
I}i)rigleit  in  V  näl)er  bef (^rieben  ^nrbe,  fo  fel)en  ^ir,  ba§  beffen 
Orbnnngi8ftrat)len  m  nnb  n  notl)tt)enbig  reeü  finb  mä)  5yir.  189  i, 
mit  bie  16eiben  Joninngirten  imagin,  ©tral^Ien  PQ  nnb  PR  ate 
entf:pre(^enbe  (5trat)Ien  einanber  jngeorbnet  finb,  ba^er  finb  anä)  bie 
(S(^nitt:pnn!te  'oon  m  nnb  n  mit  QR  bnrc^  Q  nnb  R  ^armonifd^ 
getrennt,  Dber  auä)  mit  anbern  SSorten:  bie  "beiben  S^angenten  aai 
i)on  P  an  K,  ferner  bie  Beiben  3:angenten  bbi  i)on  P  an  Ki,  nnb 
enblid§  bie  Beiben  ©tra^len  m  nnb  n  i)on  P  Bilben  3  ^aare  ent=^ 
f:pre(^enbe  @tra:^len  einei^  int)olnt  ©tra^IenBüf(^efö  P,  beffen  2 
Orbnnng^ftral^Ien  bie  Beiben  fenjnngirten  imaginären  ©traf)len  PQ 
nnb  PR  finb,  e^  Bilben  alfo  nac^  ?tr.  fott)oI)l  amain,  aU  auäj 
bmbin  einen  orb entließ en  SBnrf  nnb  foii^o^I  K  aU  Ki  muffen  mit 
bem  einen  ber  Beiben  ©tral}len  m  nnb  n  2  reelle,  mit  bem  anbern 
2  imagin.  ^^mtk  gemein  l)aBen,  ba  aBer  bie  gemeinf amen  ©c^nitt^ 
^^nnlte  i^on  m  nnb  K  ani^  in  ber  Ki  liegen  muffen,  fo  folgt,  ba^ 
K  nnb  Kl  in  biefem  l)ier  Betrad}teten  gaCe  2  reeüe  nnb  2  imagin* 
^nnlte  gemein  l^aBen, 

195.  (§:^  möge  nnn  bie  reci:proIe  SSetrai^tnng  ^enigften^  in 
t^ren  SRefnltaten  :^ier  in  Änrje  folgen» 

33erül)ren  2  ÄnrJ^en  11  K  nnb  K^  fi($  nnb  bie  ©erabe  p  in 
bem  ?pnn!te  P,  nnb  jiel^t  man  bnrd^  P  2  ©erabe  ab,  tx^eld^e  bie 
Beiben  Änri^en  no(^  in  ben  2-^aar  ^nnften  aoi  BBi  fc^neiben,  fo 
finb  3  gälte  jn  nnterfc^eiben,  nämlic^ 

I  bie  2  g^aar  Siangenten  in  a  nnb  ai  foti^ie  in  B  nnb  Bi 
f(^neiben  fi(^  in  2  ^nnften  bie  mit  P  in  1  i)on  p  ijerf(f)tebenett 
©eraben  liegen,  aföbann  l)aBen  K  nnb  Ki  noä)  1  gemeinfd^aftlic^e 
S^angente  nnb  1  gemeinfd)aftli($en  ^^mtt  (Jr)iv  nennen  bie  iSerül^- 
tung  in  P  brei^pnnltig). 
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II.  ©te  Betben  ewal)nten  ©d^ntttipunüe  Hegen  mit^P  ni<ä^t 
in  1  ©eraben,  atebann  ))abtn  K  unb  E^  no(^  2  i^unfte  nnb  2 
a;angenten  gemein. 

III,  SDte  teiben  ©(^nttt^)un!te  liegen  in  p  felBft,  al^bann 
|aBen  K  unb  K^  !ein  v^eitere^^  ©lement  gemein,  (\Dir  nennen  bie 
a3etü|rnng  in  P  4:pun!t{g). 

IV  erteibet  !eine  Slenberung  in  ber  reci:profen  ^öffung. 

V,  unb  VL  ^abtn  bie  Reiben  ^olarji)[teme  KK-i  ein  abfo^ 
lute^  5ßolarbreie(J  PQR  gemein,  unb  fuä)t  man  ju  aßen  @tral)ren 
eineiS  (5tra^lenBüjd)e"te ,  beffen  Zentrum  auf  einer  immer  i^orfianbe- 
neu  reellen  (Seite  be!8  ertt^ä^nten  ^olarbreieifig  liegt,  bie  i^nen  für 
beibe  Äurben  jugleii^  lonjugirten  ©eraben,  fo  fcilben  biefe  it)ieber 
einen  (Stra^tenBüf($el,  beffen  3Jlittel:pun!t  M^  mit  M  auf  berfelkn 
(Seite  Don  PQR  liegt  unb  jt^ar  fo,  ba^  jebe  ber  2trt  jufammenget)öri= 
gen  (Sentra  M  unb  M^  entf^re($enbe  ipun!te  eineig  ini)olut.  geraben 
©eMlbejg  barfteHen,  inbem  bie  Reiben  ©iSen  be^  ipolbreiec!;^  eben- 
falls jugeotbnete  fünfte  barftellen ,  bie  Orbnungi^elemente  biefer 
tni)ülut,  ©ebilbe  [teilen  bie  (S(^nitt:pun!te  2er  reellen  ober  !oniun= 
girten  imagin«  gemeinfi^aftlid^en  S^angenten  bar.  llnterfu(i)t  m^n 
nun,  ob  biefe  Orbnungi^elemente  reeüfinb,  unb  atfona(^  bem  im 
Slnfang  biefer  Stummer  SSeitiiefenen  ©entra  ber  :perf:pe!t,  SSeätel^img 
beiber  Äurijen  barfteüen,  fo  unterft^eibet  man  am  beften  folgenbe 
beiben  gaffe: 

V.  3ft  PQR  reell,  fo  t^eilen  beffen  3  (Seiten  bie  ebene  in 
4S)reiecfe  irgenb  eine  ©erabe  p  ber  ©bene  ift  gerabe  i)on  1  biefer 
4:©reie(fe  auSgef(^loffen;  ift  nun  bie  xljv  für  K  unb  Ki  juglei(^ 
fonjugirte  ©erabe  pi  t)on  bemfelben  S)reietf  auSgefi^Ioffen ,  fo  finb 
alle  3  $aar  Orbnungi^elemente  reeff,  bie  Äurt^en  finb  alfo  einem 
4  (Seit  mit  4  reellen  ©eiten  eingef($rieben,  beffen  3  ^aar  ©egen^ 
etfen  jene  3  ^aar  Orbnungj^elemente  bilben,  ift  pi  bagegen  i)on 
einem  anberen  ber  4  S)reie(Je  auSgef (^loff en ,  fo  finb  nur  2  Drb^^ 
nungSelemente  reeff,  baS  beiben  Äuri^en  umfc^riebene  4  (Seit  ^at  4 
imaginäre  Seiten,  oon  benen  2  ^JSaar  ©egenfeiten  ftc^  in  ben  bei- 
ben reeUen  Orbnung^^^punKen  fc^neiben. 

VL  3ft  oon  bem  gemeinfi^aftlic^en  abfoluten  ^olarbreietf 
P  reeff  Q  unb  R  lonjungirt  imagin.,  fo  Ijaben  K  unb  Ki  fiets 
2  reeff e  unb  2  fonjungirte  imagin,  Sangenten  unb  5ßunÖe  gemein. 
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ytaä^}  bettt  OHgen  leu(^tet  nun  ferner  öBBalb  foIäettbeiS  ein: 
KnnbKi  laffen  \iä)  ftetj^  :perf:pe'ft  auf  einanber  bejte^en,  unb  jvtjar 
im  gaE  I  auf  3  2lrten,  bei  II  auf  3  ^xkn,  M  III  auf  1  2lrt, 
bei  IV  auf  3  2lrten,  fcei  V  auf  4  ober  auf  12  Strien,  M  VI  auf 
4  Strien. 

Serü^ren  bie  Reiben  Äurt^en  einanber  nid^i  (unb  in  biefem 
gaUe  ift  bie  gra.qe  über  bie  2lri  ber  :perf:peä.  SSejie^^ung  einfach  ju 
erlebigen),  fo  ift  intmer  ein  gemeinf(^aftlic§ei3  abfoluie^  ^olarbreietf, 
unb  ebenfo  ein  gemeinf(^aftli(^ei3  ein  unb  umfi^riebeneö  4  @df  unb 
4©eit  i^orl^anben  (bie  einzelnen  ©lemenie  !ßnnen  felbfti^erftänblid^ 
babei  jum  Si^eil  imaginär  fein),  bießenira  ber  :perf))ett,  SSe^ieljung, 
bereu  ei8  in  biefem  gatte  enttx^eber  2  ober  6  giebi,  liegen  ju  j;e  2 
auf  einer  ber  3  Seiten  beiS  gemeinfamen  ^olarbreieö^,  unb  ebenfo 
fi^neiben  \iä)  bie  2l):en  ber  ))erf^e!t  SSejie^ung,  bereu  e^  2  ober  6 
giebi,  j[e  2  in  1  ©de  be^  gemeinfamen  ^olarbreietf^,  babei  geboren, 
ji^ie  man  fi(^  leid)t  uberjeugt  ju  iebem  (Senirum  ber  iperf^elt  Se- 
jiel^ung  bie  beiben  burc^  bie  ®egenec!e  be^  ^olarbreie^jg  ge^enben 
Sl^en*  Unb  ferner  bilben  auf  jeber  ©eite  bei3  ^olarbreiecf^  1)  Je^ 
be^  ^aar  ©(^niit:pun!ie  mit  einer  ber  beiben  Äuroen,  2)  bie  beiben 
(Senira  ber  :perf:pelt»  SSejiel^ung,  3)  bie  beiben  ®(J)nittpun!te  mit 
.  ben  gugel^origen  3l^en  ber  :perf:pe!t.  aSejiel^ung  3  $ßaare  jugeorbneter 
?^untU  einer  ^^^i^olution,  bereu  Orbnungi^elemenie  bie  beiben  ©cfen 
be^  ^olarbreieä^  bilben* 

B^l^^*  B^^  ©(^lu§  biefer  Sflummer  ijerbient  no(^  befon- 
ber^  l()eri)orge^oben  px  t^erben,  ba^  2  Äurt)en  II  berfelben  (Sltm 
ftet6  genau  ebenfo  t)iele  gemeinfc^afilic^e  ZanQzntm  aU  gemein^ 
fi^afilic^e  5ßun!ie  l)aben,  voit  biefes^  an^  ber  bi^l^erigen  ©nitoidflung 
in  allen  6  gäüen  fi(^  unmittelbar  l^eraui^gefteKi  l}at. 

196.  Sffienben  toir  nun  auf  bie  legten  2  3^ummern  ba6  @e- 
fe|  ber  3teci;procität  an,  toie  ei8  für  rduml  ©^fteme  uad)  '^v.  81 
gilt,  fo  erl)alten  toir  bie  entf:pre(^enben  ®a|e  für  bie  gemeinfd^aft^ 
lid)en  Elemente  ber  Äegelflä($en  II: 

©inb  nun,  um  bie  SRefultaie  l^ier  in  Äürje  jufammenjufteHen, 

aba^bi  4  @tral)len'  ober  ebenen==6lemente  einer  Äegelp($e  II  S 

bie  einen  orbentlid^en  SBurf  bilben,  fo  fteHt  berfelbe  eine  ©arftet 

:lung  einea  imagin»  (@tral)len=  ober  ©benen-)  @lement^  ber  Äegel^ 

.fläche  bar,  toeld^e^  ha^  eine  Orbmmg^element  bei8  ini)olut.  (Slemeu' 
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targeWlbeö  S  (aai.bbi...)  tfi  S)er  ttnagtn.  ©tra^t  abaib^  liegt 
in  ber  (Sbene,  in  ix^eti^er  bie  Schnittlinie  jugeorbneter  (gbenen  be^ 
int)olnt  ©ementargeMlbe^  S(aai.bbi..)  liegen  (^ni^olntioni^ekne 
beiS  int)olnt  Äegete)  unb  fteüt  eine  geti^öl^nlic^e  imagin.  Oerabe  I 
S(aßaißi)  bar,  txioBei  aa^  nnb  ßßi  l)in\xä)tliä)  ber  Äegelpi^e  S 
aU  Orbnnngi^fläi^e  eine^  ^olarf^ftem^  im  Stra^lenMnbel  S  fonfn- 
girt  finb;  nnb  ebenjo  gel)t  bie  imagin,  (SBene  aba^bi  bnrd^  bie  ®e= 
rabe  s ,  in  mlä)tv  fi(^  alte  aSerbinbnng^^eBenen  ^ngeorbneter  ©tral)= 
len  tok  aai  bb^  be;^  inüolnt  kegelig  S  jc^neiben  (Sni^olntion!3a):e), 
nnb  fie  ftellt  eine  getx)öl^nti(^e  imaginäre  @6ene  S  (AB  A^Bi)  bar, 
voi^M  AAi  nnb  BBi  in  Sepg  anf  bie  Äegelp(^e  loningirt  finb. 

(Sine  ®kne  bejg  ®tral)lenBnnbeli6  S,  tDel($e  ni($t  jn  ben  @fe 
menten  ber  Äegelpi^e  II  S  gel^ort,  f($neibet  biejelbe  in  2  reeöen 
ober  in  2  fonjnngirten  imagin.  ®tral)len,  nnb  bnr(^  Jeben  ©tral^l 
be)8  ©tral)lenMnbel!3  S,  ber  nii^t  jn  ben  Elementen  ber  Äegelp(^e 
11  S  gel)ort,  gelten  2  reeKe  ober  2  lonjnngirte  imagin.  @l)enenefc 
wente  berjelBen. 

2  Äegelpd^en  II,  mit  berjelben  ®:pifee  S,  l^aBen  im  Wlqz^ 
meinen  4  Strahlen  nnb  4  ©knenelemente  gemein,  bal)ei  !önnen 
biefe  ©lemente  t^eitoeife  nnenblic^  nal^e  an  einanber  rütfen,  b.  ^. 
in  1  ober  je  1  jnfammen  faEen,  ater  not^toenbig  1)abtn  fie  minbe^^ 
fteni^  ie  1  ©trauten  nnb  ein  ©Benenelement  gemein,  nnb  anfeerbem 
Befifeen  fie  genan  fo  i^iele  reelte  ©tra^len  aU  ©benenelemente. 

2  Äegelfläi^en  11  mit  berfelkn  ®:pi|e  S  Wnnen  ftetiS  ent^ 
^eber  anf  1,  ober  anf  3,  ober  anf  4,  ober  anf  12  3lrten  al^  ent^ 
f:pre(^enbe  ©eWlbe  2er^erf:pelt  ©tral^lenMnbel  f,  5ftr,  102  Be- 
trachtet toerben,  ober  toie  man  e^  fnrj  nennt,  felbft  :perf:pe!t*  anf 
einanber  tejogen  werben. 

(£ine  reelte  ©erabe  p  f($neibet  eine  Äegelftäc^e  II  S  enttoeber 
in  1  ober  2  ^nn!ten  loie  biefe;^  an^  ber  33etrad)tnng  ber  reelten 
efcene  pS  aföBalb  folgt. 

3ufa|.  9^a(^  biefer  @rn)eiternng  bei^  begriff e!3  ©lement  gilt 
nnn  offenbar  bie  @(^ln^folgernng  ber  S^r.  148  ni($t  mt^x  boE- 
ftanbig,  benn  bafettft  tonrbe  ooran^gefe^t,  ba^  2  !oncentrif($e  Äe^ 
gelpd^en  11  4  3  2  1  ober  0  ©tra^lenelemente  gemein  l)aben,  toä^^ 
renb  bie  le^te  ^af)l  0  naä)  ber  l)ier  fo  efcen  an^gefü^rten  (Snttoi(S== 
iun^  Ffet  tt)egBleiten  mn§;   mit  SSerütffic^tignng  ber  imagin.  @le=: 
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ntettte  muffen  \^vc  ba!)er  je^t  anä)  fagen,  ha%  2  loHmeäre  rautttt 
©^fteme  im  2lllöemetnen  4  ^un!t=^  unb  4  ©bettenelemente  entf:pre:: 
i^enb  gemein  ^cAtn,  bie  jnm  S^l)eil  jufammen  fallen  Jönnen,  ba^ 
fie  afier  minbeftensg  1  $iin!t  nnb  1  (äkne  entf^red^enb  gemein  ^aben. 

197,  Söenben  tt)tr  nniS  nnn  jur  näl)eren  93etracE)tnng  ber 
tmagin»  Elemente  ber  Sflegeljc^aaren, 

Sft  p  eine  reelle  ©erabe,  mlä^e  mit  ber  reellen  9legelp(^e 
P,  beren  Betbe  3legelf(i)aaren  R  unb  Ei  feien,  leinen  reellen  $un!t 
gemein  l)Cit,  fo  f(^neibet  fie  fie  in  2  lonjungirten  imagin.  ^unlten* 

Setrai^ten  xoix,  um  fie  ju  finben  F  aU  Orbnung^^päi^e  eineiS 
geti)ö^nli(^en  ^olarfi)ftem^,  unb  finb  aai  BBi  je  ein  ^aar  !oniugir=^ 
ter  fünfte  Don  p,  fo  finb  alai\  unb  a^iaib  bie  Reiben  gefu(j^ten 
fünfte,  3ft  ^^^^^  Pi  ^^^  P  Soniugirt,  alfo  i)on  il)r  fotool^I  buri^ 
je  1  aßaar  Strahlen  Don  R  afö  mä)  Don  Ri  ^armonifc^  getrennt, 
fo  finb  Pi(aBai5i)  unb  pi(abiail6)  bie  Ibeiben  ^polaren  biefer  5pun!te. 

SSlm  !ann  a^er  bie  imagin,  ?pun!te  nod^  auf  anbere  SSeife 
finben:  a3etra(J)tet  man  ein  iuDolut.  räumt  ©Aftern,  in  t^eld^em 
fammtlid)e  ©trauten  ber  9ftegelf(^aar  R  unb  aufeerbem  nocE)  p  Seit- 
ftrai)len  be^^  ®^ftem!3  finb,  toäI)renb  bie  Ri  eine  im  Softem  ent^ 
t)altene  iuDoIut.  S^egelfd^aar  barftellt,  fo  ^at  ba^  iuDolut,  ©Aftern 
2  imagin,  Orbnung^^ftra^Ien,  tüel(f)e  ben  Seitftrat)!  p  in  ben  Beiben 
gefu(^ten  fünften  f(f)neibet  (Syir.  161  u.  185),  SSertaufc^t  man  in  bem  fo 
ektt  angegebenen  SSerfal^ren  R  mit  R^,  fo  erl^ält  man  auf  eine  ^ei^^ 
tere  Slrt  e5en  biefelBen  @{^nitt))un!te  Don  F  unb  p,  toietool^l  bie 
imagin,  Orbnung^ftral)Ien ,  inxä^  beren  ®(^nittpun!te  fie  beftimmt 
tDerben,  toefentli^  Derfd^ieben  Don  ben  Dorigen  finb,  (§Jtr,  160), 

33etra(^tet  man  enbli^  fotDO^l  R  afö  Ri  aU  eine  im  Softem 
entl)altene  iuDolut,  9ftegelf (^aar ,  inbem  man  na(^  3flr,  162  p  aU 
ben  einen  Orbnung^ftra^I  be^  iuDoIut  ©^ftem^S,  unb  alfo  bie  ®z^ 
rabe  pi,  bie  toie  oBen  angegeben,  in  bem  ^olarf Aftern,  ha^  burc^ 
bie  Orbnungigftäc^e  F  Beftimmt  ift,  ber  p  !oniugirt  ift,  aU  ben  an- 
bem  OrbnungjSftral^l  annimmt,  fo  Beftimmen  bie  beiben  ^aare  Don 
Orbnung^ftral^len  ber  iuDoIut  3tegelfd^aaren  R  unb  Ri  burci)  il)re 
@(^nitt:punlte  mit  p  bie  gefuc^ten  fünfte,  Setrai^ten  toir  nun 
biefe  legten  3  2trten,  bie  ©(^nitt^unfte  Don  p  unb  F  ju  finben 
no(J^  nät)er,  fo  finbet  man  folgenbe^: 

198,  ge^rfa^,     3^  2  jufammenge^orige  S^Dolution^a):ett 
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2er  tni)oIut  S^lei^elfd^ciaren  R(aai .  bbi  .  .)  unb  Ri  (qqi  .  rri  .  *) 
berfelBen  dito,dflaä)t  P  btlben  2  8ett[tral)len  in  bemienigen  ge* 
f(^aart  toclut  ©i)ftem,  bai8  man  erl^ätt,  tt)enn  man  ß(aai.bbi..) 
eine  im  @i)[tem  entkräftene  in\)olnt,  3legelj($aar  nnb  bie  Strahlen 
i)Dn  El  Janter  fiettftraljlen  fein  läßt,  ober  nmge!el)rt;  tr>enn  man 
Ri  (qqi.rri..)  eine  im  ©Aftern  enthaltene  int)olnt  Dtegelfc^aar  unb 
bie  Strahlen  t3on  R  lauter  Seit[tral)len  be^  (Si)ftem^  fein  läßt  SKir 
l6esei(J)nen  ber  Äürje  tDegen  foli^e  ber  Slrt  firirte  ini^olut.  räuml 
©^ftem,  ba^^  Ifte  burc^  aai.bbi..,  ba^  2te  bur(^  qq^^rr^..,  n)ä^^ 
renb  tt)ir  ein  int^olut  Softem,  in  bem  biefe  beiben  intiolut  ^tegel^^ 
'fd^aaren  entl;alten  finb,  burd^  aai.bbi....qqi.rri....  bejei(^nen. 

a3etra(^tet  man,  tt^ie  eine  burc^  p  (ober  pi)  gelegte  @(^nitt^ 
figur  gig.  57  beutlii^  machen  li^irb,  bie  beiben  jn  R  (aai .  bb^ . . .) 
Verf;peft.  inoolut  ©benenbüfd^el  q  unb  qi,  fo  ift  in  bem  ini^olui 
Softem  aai  .bbi^^.qqi .  rri....  bie  ©(^nittlinie  ber  ©benen  qb 
unb  qibi  ebenfo  toie  bie  uon  qib  unb  qb^  fi^^  felbft  jugeorbnet, 
unb  beibe  fi^neiben  bal)er  fotr)o^l  bie  p  afö  auc^  bie  p^,  in  fo 
ferne  biefe  bie  Orbnungi^ftraljlen  biefe^  int)olut  ®^[tem^  barfteHen 
naä)  ?ir.  162,  3^  izm  int)olui  Softem  aat .  bb^ ...  ift  bagegen 
ber  ©d^nittlinie  qb  unb  qibi  bie  ©c^nittlinie  q^b  unb  qbi  juge^ 
orbnet,  unb  ba  biefejg  für  jebe^  ^aar  :|:>erf:pe!t  (Sbenenbufc^el  gilt, 
,  bereu  2l:ren  tok  q  unb  qi  in  ber  ini)olut  SÄegelfd^aar  Ri  einanber 
jugeorbnet  finb,  fo  muß  bem  (S(^nitt:pun!te  ber  erften  fiinie  mit  p 
ober  pi  ber  (S($nitt:pun!t  ber  jtoeiten  Sinie  mit  p  ober  pi  jugeorb- 
net  fein,  b.  1^,  p  unb  pi  je  ein  Seitftral^t  biefeig  ®t)ftem)^  fein,  SC3a§ 
aber  fo  oon  R  gilt,  gilt  auä)  filr  Ri, 

Bnfa|,  S)a  bie  ini)olut  Sejie^ung  i)on  R  in  bem  tni)olui 
räumt  @t)ftem  aai.bbi...  unb  bie  ini^olut  23ejiel|ung  i)on  Ri  in 
bem  iui^olut,  räumt  Softem  qqi .  rri . . .  ooEfommen  ebenfo  fi^irt 
ift  al^  bie  ini)olut,  ©ejiel^ung  oon  R  unb  Ri  in  bem  ini)olut  @^= 
ftem  aai.bbi...qqi.rri....,  fo  nennen  toir  entf^ret^enbber  5Rr.l62 
punb  pi  au($  in  Sejug  auf  bie  eine  inoolut  3legelf(ä)aar  aai .  bbi 
ober  inSejug  auf  bie  eine  inoolut  S^egelfc^aar  qqi^rri  pfammen^ 
ge:§örige  ^nbolution^aren ,  n)orau6  einleuchtet,  baß  ieber  Seitftral^l 
be!8  in^olut.  ®\)ftem^  aai.bb^  afö  eine  3^^olution^a):e  ber  ini^olut, 
Sftegelf(^aar  aai^bb-x  ju  betra(i)ten  ift;  ebenfo  ift  ieber  Seitftral^l  be^a 
inoolut.  ©t)ftemi3  qqi .  rri  eine^nbolutioni^a^e  ber  inbolut  Siegelfi^aar 
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qqi.rri;  btefe  Betben  toolut  §Äegelf(i)aaren ^a^en  a^er  nur  2  unb 
5tx)ar  5ufammengeI)Mge  3tt^olutton^a):en  p  unb  pi,  b.  t).  bte  beiben 
bur(^  fte  befttmmten  tui^olut  @t)fteme  aai^bb^  unb  qqi-rri  ^a^zn 
Ho^  2  Settftrat)len  gemein.  &^  folgt  aber  offenbar  aud)  untge- 
fe^rt,  ba^  jebe  Sn^^^i^ti^^'^^)^^  einer  int)olut»  3legelf($aar  aai.bbi 
ftet^  ein  Settftra^l  be!8  bur(^  bte  int^olut.  8ftegelf(^aar  beftimmten 
ini)oIui  S^ftent!^  aai.bb^  barfteltt. 

S)a  iebe  intagin.  ©erabe  II  u  mit  il^rer  !oniungirten  ©era- 
ben  aU  imagin.  Orbnung^ftra^len  ein  inJ^oIut»  räumt  ©^ftem  be^^ 
ftimmt,  in  bem  febe  ©arfteHung  oon  u  eine  im  ©ijftem  enthaltene 
tni)olut.  SÄegelfc^aar  barfteEt,  bereu  Seit[tral}len  lauter  Seitftra^len 
-be^  ^X)^Um^  finb,  fo  !ann  man  fid)  ti)ol)l  aud)  furj  be^  Slu^abrucJiS 
„8eit[tral)l  einer  imagin.  ©eraben  II  u''  bebienen,  inbem  man  bar^ 
unter  eben  einen  fieitftra^l  bei§  buri^  u  unb  il)re  lonjungirte  @e^ 
rabe  beftimmten  inöolut.  ®i)ftem^  t>erftel^t 

199,  Sel^rfafe.  S)ur($  4  ©erabe  t)on  benen  leine  2  fti^ 
f(i^neiben,  unb  bie  ni(^t  jugleid)  1  SRegelf(^aar  angepren,  ift  ein 
gef(^aart  inbolut.  räumt  ®i)ftem  beftimmt,  in  ti)el(^em  jene  4  ©tra^- 
len  Seitftral^len  barfteHen. 

©enn  3  Jener  ©eraben  beftimmen  eine  3ftegelf(^aar  E,  bereu 
Seitfi^aar  Ri  eine  im  Softem  entljaltene  inbolut  SÄegelfd^aar  fein 
mu§,  ti^obei  bie  4te  ©erabe  3nt)olution^a):e  ber  inöolut  Sejiel^ung 
fein  mu§  nac^  9^r,  54  §iebur(^  ift  aber  bie  inoolut  SSejiel^ung 
t)on  Ri  iJoUftanbig  ft);irt,  unb  alfo  naä)  9^r.  160  bai^  int)olut  ®t)^ 
ftem  fi^rt.  2)a^  Softem  ^at  babei  reelle  ober  imagin.  Drbnung^== 
ftral)len,  je  nad)bem  ber  4te  8eitftral)l  bie  burd)  bie  3  erften  be^ 
ftimmte  iftegelp($e  ft^neibet  ober  nic^t 

200,  Slui^  198  gel)t  ^eri}or,  ba§  bie  imagin.  @(^nitt^)un!te  ber 
9tegelp(^e  P  mit  p  (unb  pi)  bei  ben  3  lefeter):ijä^nten  SiJtetl^oben 
ber  3luffinbung  biefelben  finb  ^ie  bei  ber  erften,  bei  ber  P  C)rb== 
nung^p($e  eine^  ^olarf^ftem:? ,  benn  bie  ©c^nittfig.  57  im  ^u- 
fammeu^alt  mit  iJlr.  191  lä^t  aliSbalb  er!ennen,  ba§  au(^  für  in:= 
t)olut  Slegelfi^aaren  bie  in  ben  3ttbolution!8a):en  entl)altenen  ®d)nitt^ 
:puntte  mit  ben  imagin.  Drbnung^ftra^len  bie  C)rbnungi8:punfte  be^ 
Q'i^^Um^  foniugirter  fünfte  in  Sejug  auf  F  barfteCen. 

(3u($en  U)ir  nun  aber  bie  beiben  ©tral)len;paare  ber  beiben 
in  F  entl^altenen  ^tegelfi^aaren  R  unb  Ri,  ir»elc^e  burc^  bie  beiben 
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fo  eben  gefunbenen  ©(^mtt^unüe  ber  F  unb  p  ge'^en  feI6ft  auf. 
OBen  in  54  ^at  fic^  l^erau^geftellt ,  ba§  bte  Reiben  tniasüt,  Drb^ 
nungigftra^len  ber  tnt)olut.  3ftegelfc§aaren  R  unb  Ri ,  für  tneli^e  p 
unb  pi  jufammengel)örtge  3ni)olutton^a):en  barfteüen,  blo§  in  2 
^aar  fünften  ftc§  fc^netben,  bte  in  ben  4  ®(^nttt:pun!ten  ^on  p 
unb  pi  ntit  F  liegen,  fo  ba§  fte  4  ©tral^len  Klben,  bie  2  ^aar 
©egenfanten  einei3  2:etraeber!3  Bilben,  bereu  üBrige  Äanten  p  unb  pi 
finb.  93ejei(^nen  tt>ir  nun  bie  ©c^nitt:pun!te  ber  F  unb  p  mit  AB^ 
bie  ber  F  unb  pi  mit  MN,  fo  ftellen  bie  kiben  imagin.  (Seraben 
II  AM  unb  BN  bie  Beiben  imagin»  ©tral^Ien  ber  einen  öiegelfc^aar 
R,  bagegen  AN  unb  BM  bie  beiben  imagin.  ©tra!)len  ber  anbern 
Otegelfc^aar  Ri  bar.  3^be  ©arftellung  bcbiq  ber  ©eraben  AM 
f($neibet  ein  ^aar  ©trauten  mnii  ber  S^egelfd^aar  Ri  ber  2lrt,  ba§ 
eben  biefe  Sarfteüung  b  c  b^  ci  4  (Strahlen  einer  9^egelf(^aar  Bit 
ben,  i)on  ber  pmpimi  4  I)armonif(^e  Seitftra^Ien  finb,  unb  eBen  fo 
f(^neibet  Jebe  ©arfteüung  qrqiri  ber  ©eraben  AN  ein  ^^aar  (Stral)^ 
len  aai  ber  9iegelf(!§aar  R  ber  2lrt,  ba^  eBen  biefe  ©arfteHung 
qrq^r^  4  ©trauten  einer  Dflcgelf(^aar  barfteöen,  i?on  ber  pap^ai  4 
t)armontfd)e  Seitftra^Ien  Bilben. 

?(Jtan  Jann  baBei  für  Beibe  genannte  ©arfteffungen  i)on  AM 
unb  AN  i)on  berfelBen  in  bem  reellen  Seitftra^I  gelegenen  ©arftel^ 
lung  Don  A  aui8gel)en,  ate  ^iefultat  folgt  aBer  bann  unmittelBar^ 
bafe  bie  Sarftellung  bcb^ci  5jon  AM  unb  bie  ©arfteüung  qrq^ri 
i)on  AN  il)ren  2ten  gemeinf amen  Seitftra^l  pi  in  2  imagin.  ^un!- 
ten  fd^neibet,  bereu  ®inn  gerabe  entgegengefe^t  ift,  ba  M  unb  N 
einanber  !oniungirt  finb.  23eben!t  man  nun,  ba§  bie  imagin.  ©Be- 
neu  ber  ©eraben  AM,  bereu  S^räger  bie  4(Stral)len  pmpinii  finb, 
p  bem  SBurfe  bcb^ci,  unb  eBenfo  bie  imagin.  (SBenenber  ©eraben 
AN,  bereu  S;räger  bie  4  Strahlen  papiai  ju  5i:rägern  l^aBen,  ju 
qrq^ri  :perf^e!t.  finb,  fo  fann  man  ba^^  fo  eben  erl)altene  3lefultat  ent^ 
bleibet  ber  f\)mBolif(^en2lU!6bru(fi8tx)eife  !urj  unb  einfa(^  alfo  aui^brücfen: 

®i8  feien  p  unb  pi  2  in  Sejug  auf  eine  SRegelp(^e  F  fon^^ 
jugirte  ©erabe  (Ä>ir  nennen  fte  ^ie  f($on  ertt)äl)nt  burc^  F  l)armonifd^ 
getrennt)  a  ein  BelieBiger  ©tral)l,  ber  einen  (R)  unb  m  ein  Belie:^ 
Biger  ®tral)l  ber  anbern  (Ri)  ber  in  F  entl)altener  9^egelf(^aaren, 
))roiicirt  xa^xn  nun  ba^felBe  in  p  gelegene  gerabe  ©eBilbe  ein  SÖJal 
au^  a,  ba!^  anbere  SiJlal  au^  m  auf  pi,  fo  erl)ält  man  in  pi  2  ))ro' 
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jelt  gerabe  ©eHlbe  mit  entgegen  gefegtem  ©inn.  S)iefe 
tx)efentlt(^e  3Serf(^tebeni)ett  ätx>ij(^en  p  unb  pi  gegenüber  ber  Sieget 
pc^eP  fann  akr  auc^  no(i)  auf  anbereSBetje  au^gebrüift  ix>erben: 
6etra(%tet  man  nämlii^  bie  @Bene  ber  ©eraben  AM  unb  ber  @era^ 
ben  AN  beren  2:rager  p  ift,  jo  mu^,  um  juer[t  in  in  ben  rii^tigen 
^un!t  ijon  AM  unb  bann,  um  in  a  ben  ri($tigen  ^unft  i)on  AN 
ju  erl^alten,  ber  Sinn  ber  betreff enben  (g'benenbüfi^el  gerabe  ent^ 
gegengefe^t  fein,  \ot\i  bie  fünfte  M  unb  N  in  bem  jti^eiten  gemein- 
famen  fieitftra{)le  gerabe  entgegengefefet  finb,  betrachtet  man  bagegen 
bie  Reiben  @knen  i)on  berfelkn  ©eraben  AM  unb  AN  beren  reel^^ 
ler  Sräger  pi  ift ,  fo  mu§  ber  ©inn  beig  ©knenböfi^efö  ber  in  m 
unb  in  a  ben  rici)tigen  "^vcdii  ber  fraglichen  ©eraben  beftimmt,  genau 
für  beibe  ©erabe  berfelbe  fein,  ba  ber  5pun!t  A  im  2ten  gemein- 
f(^aftli($en  Seitftrai)!  p  berfelbe  ift.  ©iefeiS  Stefultat  feiner  ft)mbo- 
lif(^en  Slu^brud^ti^eife  entfleibet,  lautet  alfo:  ©inb  ppi  in  Sejug 
auf  bie  9tegelp(^e  F,  beren  beibe  ölegelfd^aaren  R  unb  Ri  finb, 
fonjugirte  ©erabe,  ift  ferner  a  ein  ©traljl  i)on  R,  m  ein  ©tral^l 
i)on  Ri,  fo  unterf($eiben  fi(^  p  unb  pi  l)inft(^tli(^  a  unb  m  alfo, 
ba^  ba^felbe  gerabe  ©ebilbe  in  a  einmal  i)on  p,  ba^S  anbere  3}ial 
i?on  pi  auf  m  :proiicirt  2  :proieft*  gerabe  ©ebilbe  mit  entgegen- 
gefegtem  ©inn  erzeugen* 

201,  Um  nun  nod)  bie  imagin,  ©lemente  eine^  Elementar- 
gebilbe^  III  ju  finben,  ijerfä^rt  man  am  beften  alfo:  SSetrai^tet 
man  2  5pun!te  S  unb  Si  einer  Äurt)e  III  K  al^  bie  SKittel^unfte 
2er  :proj;e!t.  ©tral)lenbünbel,  burd^  toelc^e  bie  K  erjeugt  ti)irb,  fo 
toirb  iebe  ©bene  ijon  benfelben  in  2  Joüineären  ebenen  ©etoeben 
gefc^nitten,  nacf)  beren  entf^prec^enb  gemeinfamen  fünften  entf^re- 
(^enbe  ©tral)len  t>on  S  unb  Si  ge^en;  unb  bie  bal)er  ^v<,&j  xv.  ber 
K  liegen  muffen,  unter  biefen  fönnen  nun  aud)  2  loniungirte  ima= 
gin,  5punlte  fein,  tx)el($e  bann  aud)  2  fonjungirte  imagin.  fünfte 
^on  K  barfteUen,  §ieraui6  erließet  pglei(^,  ba§  bie  imagin»  ^unft- 
elemente  einer  Äuri)e  ni  ju  feinen  mv^va  imagin.  (Slementen  fül)- 
ren,  fonbern  ba§  fie  ibentifd^  finb  mit  ben  bi^^^er  f(l)on  in  Be- 
trachtung gezogenen  imagin.  ^^unlten, 

3i^f^fe»  S^  3^^*  119  l^at  fic^  l^erau^geftettt,  bafe  oon  ben 
Seitftral)len  einer  ju  einer  Äuri^e  III  E  :perf:pe!t,  ölegelfc^aar  ein 
S:^eil  mit  ber  ^uri?e  feinen  reellen  spunö  gemein  l^aben  fönnen, 
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unb  man  ti^ar  bafelbft  genßtf)igt,  anä)  folt^e  ©erabe  aU  2l^en  i)Ott 
ju  K  ^erf;peft,  @knettbüjd)eltt  anjunelf>men,  m^  ber  l^ieftgen  (SnU 
tx>itflunc(  tft  nun  ju  er!ennen,  ba^  bteje  ©eraben  mit  ber  E  2  !ön== 
iungirte  imac^tn.  fünfte  gemein  l^aBen,  unb  ba§  ba^er  ein  ju  K 
^erj:peft.  ($benenMfd)el  fteti^  eine  2)[):e  l^at,  bie  mit  K  2  ^ßunöe 
gemein  l^at,  ober  ftd)  il)r  in  1  fünfte  anj^miegt» 

202»  S)er  @ang  in  unjrer  ©nttüicHung  füljrt  un^  nun  einen 
©d)ritt  ti^eiter,  nämlid)  ju  ber  Stuf  gäbe,  bie  :proj;eIt.  SSegieljung  2er 
eiementargebilbe  ober  ©runbgebilbe  in  ber  2lrt  ju  i^eraffgemeinern, 
bafe  ber  Unterfi^ieb  ber  reellen  unb  imagin»  ©lemente  ganj  unb 
gar  außer  Setrai^t  gelaffen  toirb,  fo  ba§  nic^t  tDie  bi^  jel^t  immer 
einem  reeüen  ©lement  tx)ieber  ein  reeßei^  ©lement,  fonbern  nur  über^ 
{)au:pt  ein  beftimmte^^  (Slement  entf:pre(^e,  SBir  gelten  bei  biefer 
Unterju($ung  i^on  ber  ))roieft  i8ejief)ung  2er  imagin.  ©eraben  II 
auiS,  ba  l^ier  bie  a3etrad)tung  fi(^  jel^r  i^ereinfat^en  läßt,  benn  toäl^- 
renb  aKe  anbern  ©runbgebilbe  unb  ©lementargebilbe  ftet^  fotoo{)l 
reeÄe  ate  imagin.  Elemente  enthalten,  fo  finb  bei  ben  imagin,  @e^ 
raben  II  aKe  (älemente  i)on  berfelben  2lrt,  fo  ba§  e^  möglid^  ift, 
bie  reett  ^^rojeft»  Sejietjung  2er  rduml  ®i)fteme  ju  ©runbe  ju  legen, 

©(^on  in  5Rr,  190  i)aben  toir  gefeiten,  baß  in  2  folIineä= 
ren  räumt,  ©^[temen  jebem  ^aar  imagin.  ©eraber  II  u  unb  v 
toieber  ein  fotc^e^  ^aar  u^vi  entf:prec^e;  jebem  ^un!t  i^on  u  ein  be^ 
[timmtex  5ßunlt  oon  ui,  jeber  Äette  in  u  eine  Äette  in  %,  jebem 
^roiett  ^urf  einer  Äette  i)on  u  ein  :proie!t  2Burf  ber  entf))red)en=^ 
ben  Äette  in  ui,  jeber  ini^otut.  Äette  toieber  eine  fotc^e,  5Jtennen 
t^ir  nun  aGgemein  2  imagin,  ©erabe  II  u  unb  %  :proieö.  auf  ein^ 
anber  belogen,  t^enn  fie  al!3  entf^rec^enbe  ©ebitbe  2er  räumt  reeE 
loEineärer  S^fteme  betra($tet  n)erben  können ,  fo  fragt  t^  fid) ,  ob 
ati^bann  auf  fienod^  außerbem  alte  bie.gunbamentalfäfee  ber  pxoittt 
Sejiel^ung  2er  geraber  ©ebitbe,  toie  toir  fie  bi^^^^er  at^  gittig  be^ 
tra(^tet  tjaben,  no(^  Stntoenbung  finben. 

3u  biefer  SSejiel^ung  tritt  un^  nun  juerft  bie  grage  entgegen, 
ob  bie  :proie!t*  a3ejiet)ung  2er  imagin.  ©eraber  II  u  unb  u^  ba= 
burd)  ooEfommen  unb  unstoeibeutig  fi^irt  ift,  t^enn  ju  3  5pun!ten 
in  ben  3  Seitftra^ten  pqr  oon  u  bie  entf:pre(^enben  3  5ßunlte  ber 
3  Seitftra^^ten  piqiij.  gegeben  finb.  —  3Sor  Slttem  ift  ^u  erfe:^en,  baß 
e^  fteti3  auf  unenbli(^  oietfac^e  äöeife  möglid^  ift,  u  unb  u^  al^  2 
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entf:pre(^enbe  eiemente  2er  reeö  )f)xoidt  xaumt  ©ijfteme  anjunel^men, 
benn  t[t  aba^bi  ein  SKurf  ber  fiettji^aar  i)on  pqr,  ber  eine  ©ar:^ 
fteHung  i)on  n  tft,  unb  efeif^  ein  SBurf  in  ber  ßeitfdf^aar  i)on  Piqiri, 
ber  eine  fener  Iften  ^projelt  ©arfteüung  Don  %  i[t,  unb  be^iel^t 
man  2  räuntl.  ©^[teme  reell  :proie!t.  fo  auf  einanber,  ba^  ben 
®tral)ten  pqrabai  bie  ®tral)len  Piqiriefe^  entj:pre^en,  jo  i[t  ber 
ern^äl^nte  3t^ec!  ftetiS  errei(^t, 

©errette  pqr(R)entf^ri(^t  in  biefemgaGe  bieÄettepiqiri(Ri) 
unb  jtuar  ift  ju  iebem  fünfte  s  in  biefer  Äette  ber  entf:pre(^enbe  si 
unjtDeibeutig  ft;:irt,  injoferne  ber  Söurf  pqrs  ber  erften  bem  SBurfe 
PiqiTiSi  ber  2ten  iproielt  fein  muß*  Siegt  aber  ber  reelle  SCräger 
s  be^  gJunto  s  i^on  u  nid)t  in  ber  ^ette  pqr,  fo  fragt  e^  \iä), 
cih  unb  vok  man  ben  entf^rei^enben  s^  finben  fönne.  aSor  allem  ift 
nun  !lar,  ba§  s  ali^  Seitftra^l  be^S  inijolut»  S^ftem^  aa^ ,  bb^  ober 
ber  ©eraben  u  3tti)olution!8a):e  ber  im  (Softem  enthaltenen  in^olut. 
3ftegelf(^aar  ift,  bereu  Seitfd)aar  bie  9legelf(i^aar  pqr  ift»  gerner 
ift  akr  aui^  bie  9fiegelf(i)aar  pqr  felbft  auf  eine  unjtijeibeutige  2lrt 
inöolut  gelpaart,  ti^enn  man  s  aliS  3i^i^olution6a):e  anfiel)t;  gel^ört 
nun  ju  ben  beiben  fo  eben  er^a^nten  ini)olut  9iegelf(^aaren  ber 
fieitftra^l  t  ju  s  atö  jugel^orige  ^n^olution^a^e  ber  Reiben,  fo  finb 
st  fottjol^l  burd^  2  jugeorbnete  (Strahlen  ber  erften,  aU  anä)  ber 
2ten  intiolut  3legelfc^aar  t)armonif(i)  getrennt,  ?tun  entf^re^en 
aber  ben  beiben  inoolut.  Siegelfc^aaren  in  ber  ölegetpd^e  R  ganj 
unsti^eibeutig  2  in\)olut  Stegelfd^aaren  in  Ri,  nämlic^  ber  im  inijotut^ 
©Aftern  aai.bbi  entt)altenen  int)olut.  SRegelfi^aat  ber  gläc^e  R  bie 
im  int)olut  ©^ftem  eei.ffi  entl)altene  int)olut,  9ftegelf(%aar  Ri,  unb 
ber  int)olut  3^egelfc^aar  p  qr  felbft  bie  ini^olut  3ftegelfd§aar  piqixi 
felbft,  S)ie  beiben  einzigen  un§tx>eibeutig  ju  finbenben  jufammenge^ 
porigen  3^i)otution!6a):en  si  unb  t^  afö  S^räger  öon  fünften  ber 
Ui  biefer  beiben  in  ber  gläi^e  R^  enthaltener  ini^olut.  9ftegelf(f)aa:= 
reu  entf:pre(^en  nun  not^tx)enbig  ben  beiben  ^nijolutioui^a^'en  s  u,  t 
aU  Zxao^tx  ber  entf:prec§enben  fünfte  tjon  u,  benn  ba  bie  beiben 
Seitftral)len  t)on  u  mit  iebem  ^ßaar  jugeorbneter  Strahlen  ber  in^ 
öolut  9^egelf(^aar  pqr  Je  einen  :^armonif(^en  SBurf  büben,  fo  müf^ 
fen  ben  Seitftra^len  s  unb  t  i)on  u  foli^e  Seitftra^len  t)on  ui  ent« 
f^re(^en,  tt)el(^e  mit  j;ebem  entf:pre($enben  5ßaare  ber  iui^olut,  3^eget 
f(i^aar  Piqiri  ie  einen  l)armonif(^en  ^urf  bilben,  fold&erSeitftrallen 
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gtett  e^  alzv  mä)  9lr»  198  nur  eBen  bte  2  einzigen  jufammettgeprtcjen 
3nt)oIutton!8a)^en  si  unb  t^.  &  fragt  fi(^  nun  nur  noä),  in  ti)el(fter 
Orbnung  bte  beiben  fünfte  st  ben  fünften  s^ti  entf:pred^en 
muffen.  §ier  tritt  aber  nun  ber  ^i(^tige  Unterfi^ieb  ber  Beiben 
©eraben  st  ober  siti  gegenüber  ber  3ftegelp(^e  R  ober  ßi  i)ert>or, 
ber  biefe  Ungetoi^^eit  Ißft»  S)enn  entf:pri($t  in  ben  loöinearen 
räumt  ©^ftemen,  in  benen  ben  3  fünften  pqr  i)on  u  bie  3  imagin, 
fünfte  piqiri  üon  vlx  entf:pre(^en  bem  Seitftral^l  a  !oon  pqr  ber 
ßeitftrat)!  e  i^on  piqiri;  eine  2lnnal)me  bte  bem  obigen  33etoei!3  nac^ 
ftet^  gemacht  tx)erben  tann,  fo  fc^netbet  ber  @benenbüf(^el  a  bie  beiben 
fieitftrai)Ien  r  unb  s  in  2  geraben  ©ebilben,  toobei  ber  ®inn  be^ 
einen  in  s  gelegenen  mit  bem  ©inne  be^  imagin»  ^unfte^  oon  u 
in  s  übereinftimmt ,  toäl^renb  ber  Sinn  be^  anbern  in  t  gelegenen 
mit  bem  ©inne  be)8  imagin*  ^unlteig  oon  u  gerabe  entgegengefefet 
ift;  ebenfo  i^er^dlt  t^  fi(^  nun  mit  bem  ©benenbiifc^el  e  unb  ben 
beiben  Seitftrai)len  si  unb  t^;  ba  aber  not^wenbig  in  hm  loHineä- 
ren  räumt  ©^ftemen  ber  ©inn  a  (pqr..)  bem  ©inne  e(piqiri..) 
entf:pre(^en  mu§,  fo  mu^  noti)toenbig  s  unb  s^  einanber  entf:pre(^en, 
mnn  ber  ©(^nttt  bei8  ©benenbüfc^ete  a  (pqr)  unb  ber  s ,  fo^ie  ber 
©(^nitt  beiS  ®benenbüfd)eli3  e(piqiri)  unb  ber  si  je  mit  bem  ©inne 
be^  in  s  unb  Si  gelegenen  imagin.  ^unlte^  t)on  n  unb  u^  jugleic§ 
ibentif(^  ober  jugleii^  entgegengefe^t  ift. 

3ufafe.  ®a  fomit  bie  ^projeft  ®ejiel)ung  2er  imagin.  @e== 
raber  II  burc^  3  (Slemente  i^oßftänbig  fi):irt  ift,  fo  folgt  ^kxau^ 
notl)tx)enbig,  ba^  2  fol(i)e  iprojelt  ©erabe  be^felben  Siräger^  enttoe= 
ber  0,  ober  1,  ober  2,  ober  alle  i^^re  Elemente  entf:pre(^enb  ge== 
mein  ^aben. 

©iefe  ©nt^iölung,  \mk  ber  ©afe  3^r.  200  auf  bem  ber 
©(^lu§  be^  Setx)eife^  beruht,  möge  l)ier  nod^  iDon  einer  etloa§  anbern 
©eite  näl)er  betracE)tet  toerben,  infoferne  biefe  ©ä^e  fo  grofee  SSid^^ 
tigleit  :^aben.  3^  ^M^^  3^^^^  f^i^^  folgenbe  2  ^ilfefäfee  ^ier 
i)orau^gef(^i(it: 

203.  Sel>rfa^.  ©inb  am  2  ©erabe  einer  ebene,  unb  ))ro=: 
licirt  man  ba^  gerabe  ©ebilbe  ber  einen  m  auf  bie  anbere  a  aui^  2 
^punften  M  unb  Mi  i^on  ber  Sefc^affen^eit,  ba§  fie  burd^  bie  bei^ 
ben  ©eraben  getrennt  finb,  b.  l).  ba^  M  in  bem  einen  Mi  in  bem 
anbern  ber  beiben  Sßinlel  am  liegen;  fo  erplt  man  in  a  2  ju  m 
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^erfpelt,  gerabe  ©ebtlbe,  bie  ft(i)  tx^ejentlic^  bur(i)  ben  entc^egengejel^ 
ten  ©inn,  in  bem  fie  befc^rteben  ftnb;  unterfc!)eibett. 

©enn  betrai^tet  man  gig.  58  ein  ^oHftanbige^  4  (Seit,  i)on 
bem  am  2  Seiten  barftellen,  ti^äl)renb  2  feiner  ©egeneöen  Mu.  M^ 
finb;  fo  entj^rid)t  bem  @inn  AiBiCiDi  be^  einen  ber  beiben  in  a 
gelegenen  ^rojeft,  geraben  ©efeilben  ber  ©inn  CiBiAiDi  be^  anbern, 
ti)orau^  ber  ©a^  folgt, 

3nfa^,  Senlt  man  ftd^  bnrcC)  M  unb  M^  [t  1  ©erabe  ge^ 
jogen,  bie  in  biefen  ^nnften  bie  (gkne  ab  f(i)neibet,  fo  gilt  ber 
©a^  an6)  für  bie  ^proieftionen  au^^biefen  Reiben  ©eraben. 

204.  Se^rfa^.  (£g  fei  F  eine  9ftegelflM)e  mit  ben  Reiben 
Ölegelf(J)aaren  R  unb  Rj,  ferner  feien  p  unb  pi  2  ©erabe  t)cn  ber 
©efc^affenf)eit,  ba§  fie  mit  2  ©tral)len  a  unb  a^  öon  R  in  1  Ole? 
gelfc^aar  ber  2te  9^egelfta(i)e  Fi  liegen,  in  ber  ber  äßurf  papiai 
ein  orbentlid)er  SBurf  ift,  b.  ^.  in  U)elc^er  p  unb  pi  burd§  a  unb  aj 
getrennt  finb,  unb  ^rojicirt  man  irgenb  einen  ©tral}l  m  i)on  R^  auf 
a  (ober  auf  ai)  ba^  eine  WM  au^  ber  ©eraben  p,  ba^S  anbere3JtaI 
au^  ber  ©eraben  pi,  fo  erhält  man  in  a  (ober  in  ai)  Je  2  ^rojelt. 
gerabe  ©ebilbe,  toel(^e  fx(^  tt)efentli(^  burcf)  ben  entgegengefe^ten 
©inn,  in  bem  fie  befi^riekn  finb,  4interf($eiben. 

©erjenige  Seitftra^l  f  ber  0^egelf(^aar  papia^  in  Fi,  Wth 
djer  burd)  ben  ©d)nittpun!t  ma  (ober  maj  oon  F  gel)t,  beftimmt 
in  F  no(^  1  ©tral)l  mj,  ber  9tegelf($aar  R^,  fo  bafe  mamiat  2  ^aar 
©egenJanten  einei^  S^etraeber^  bilben,  bereu  5te  £ante  in  bem  £eit^ 
\txat)k  f  oon  Fi  liegt.  33etra(^tet  man  nun  bie  &mt  m  a ,  toelc^e 
fid)  im  ^untte  ma  ber  F  anf(^miegt,  fo  f)at  man  nad)  bem  tjort^ 
gen  ©afee  nur  ju  betx)eifen,  bafe  bie  beiben  ©traljlen  p  unb  pi  bie^ 
felbe  in  2  fünften  M  unb  Mi  f(^neiben,  \vtld)e  burd)  m  unb  a 
getrennt  ftnb«  ©ie  ßbene  m  a  l;at  aber  mit  ber  SÄegelf[ad)e  Fi 
offenbar  au^er  ber  ©eraben  a  noc^  biejenige  ©erabe  gemein,  t^eld^e 
burd)  bie  ©(%nitt:puntte  i)on  ami  unb  mai  gel)t,  b»  l).  bie  ju  f  ge^ 
l)orige  ©egenlante  f  i  be^  oben  ertoäl)nten  S;etraeber)3  ber  glad)e  F. 
S)a  nun  bie  4  ©tral)len  papiai  oon  Fi  bie  beiben  Seitftra^enf  u,  fi 
t)on  Fl  in  4  9|Jun!ten  etne^  orbentlid)en  äBurfe^  fc|ueiben,  fo  ftnb 
bie  ©cbnitt:pun!te  ber  beiben  ©tral)len  p  unb  pi  mit  ber  @bene 
ma,  b,  "§,  mit  ber  ©eraben  fi  burd)  bie  beiben  ^unlte  ami  unb 

"?pfaff,  -neuere  (Geometrie,  19 
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mai,  alfo  ani)  in  ber  @bene  ma  hnv<5)  bie  beiben  ©eraben  a  unb 
m  getrennt  xo.  j.  b.  vd. 

3uf  afe.  ©er  in  ^tx,  200  bIo§  für  je  2  in  Sejug  anf  eine 
3legelp($e  lonjugirte  Seitftral)len  einer  ©eraben  II,  für  tt)el(i)e  bie 
Oftegelflai^e  3:rager  einer  Äette  ift,  beti^iejene  (gigenjd^aft  läßt  fid) 
na(^  bem  legten  @a|e  ba^in  erjt)eitern:  bie  fämmtli(^en  Seitftra^Ien 
einer  imagin.  ©eraben  II  ^erfatten  £)infic^ttid^  jeber  Äette  biejer 
©eraben  ftet§  in  2  ©rn:p:pen,  bie  fi(^  geotnetrifd)  fo  (f)ara!terifiren 
taffen:  ^rojicirt  man  irgenb  einen  ®tral)l  a  ber  Äette  R  auf 
irgenb  einen  Seitftra^I  m  \)on  ß,  unb  ^toat  einmal  au^  einem 
©tral^l  ber  einen  ©ru^:pe,  ba§  anbere  Mal  auö  einen  Strahl 
ber  anbern,  fo  erl^dlt  man  in  m  2  ^^rojelt,  gerabe  ©eMlbe, 
bie  fi(^  buri^  ben  entgegengefe^ten  Sinn  unterfd)eiben;  mt^- 
gelehrt  ^rojicirt  man  einen  ßeitftra'^l  ber  einen  ©ru^^e  bag  eine 
SRal  au^  einem  ©tra^^te  t)on  R,  ba^  anbere  Mal  au^  einem  Seit^' 
ftral)le  öon  R  auf  einen  8eitftral)l  ber  anbern  ©ru:p^e ,  fo  erl^aü 
man  in  bem  le^tern  tüieber  2  ^roieft,  gerabe  ©ebilbe  mit  entgegen^ 
gefegtem  ©inne.  Sabei  ükrjeugt  man  fict)  leid)t,  ba|  atte  Seit* 
ftral)Ien,  tDeI(|e  buri^  1  $un!t  ber  unenblid)  fernen  .furöe  einge? 
f(^loffen  finb,  ju  bem  1  ©Aftern,*  alle  anbern  bagegen  ju  ber  anbern 
@rup;pe  gef)ören  (bie  unenblit^  ferne  ©(^nittfuroe  lann  in  ba;^  ©t^- 
ftem  2er  ©eraben  übergelen,  bann  bebingen  bie  betben  t)erfc^iebenen 
äBinfet  biefer  ©eraben  ben  llnterf c^ieb ;  unb  jn^ar  fann  biefer  gaE 
für  jebe  imagin.  ©erabe  II  eintreten,  man  braui^t  nur  ben  im  Uxr- 
enbUd)en  liegenben  ^un'ft  berfelben  mit  unter  bie  ©trabten  ber  au^ 
lauter  Seitftra'^Ien  befte£)enben  Sftegelfcbaar  R  aufjunebmen,  (S^ 
läßt  fid)  atfo  jebe  imagin.  ©erabe  II  auf  unenblid)  t)iele  SBeifen 
burd)  int^olut.  bt)^erboIifc^e  ^araboloibe  barftellen), 

3uf  aij  3,  ©a  bei  einer  gegebenen  ^legelft^aar  R  Jebe  ©erabe 
be^  9taimie^,  ti3eld)e  bie  R  nic^t  fd)neibet  aU  Seitftra^l  einer  imagin. 
©eraben  II  gelten  fann,  bie  alte  ©tral^len  t)on  R  ju  Seitftra^len 
bat,  fo  gilt  ba'§er  auä)  ber  ©at3  ganj  attgemein  für  jebe  fol(^e  @e^ 
rabe  be§  9taum^,  ti^ir  fagen  nun  oon  ber  einen  ©ru^:pe,  fie  liege 
auf  ber  äußern  ©eite  ber  Ä'ette  R^  t>on  ber  anbern  ©ru^:pe,  fie 
liege  auf  ber  innern  ©eite  ber  Ä'ette;  unb  !önnen  in  golge  beffen 
nun  ben  ©ai^  202  fo  au§f^red)en:  entf:prid)t  ber  Äette  pqr  einer 
oon  2  ^rojeft  imagin.  ©eraben  II  bie  RüU  Piqiri,  fo  entf^ric^t 
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ieber  (Seite  ber  j^ette  pqr  eine  o,ani  l^efttntmte  ©eite 
ber  Äette  piqiri,  unb  ftnb  babei  m  unb  nii  2  Beliebige  Seife 
ftra'^Ien  ber  beiben  entf^red)enben  Äetten  pqr  unb  Piqiri,  fo  liegen 
2  ^ßunlte  s  unb  si  auf  entf:pred)enben  ©etten  eben  biefer  Letten, 
ti^enn  ber  @benenbüjd)el  mi  (piqiri)  bie  s^  in  beut  ©inne  beg  in 
il}m  liegenben  imagin.  ^un!te^  fc^neibet  ober  nic^t,  [t  nac^bet:i  bie* 
fe^  mit  bem  @benenbüj(^el  m(pqr)  gegenüber  "oon  s  i[t,  SBie  nun 
aber  ju  s  ber  entf^red)enbe  $un!t  si  gefunben  tx)erbe,  ba^  l)aben 
wir  au!gfül)rlid)er  f(^on  oben  bef^rod)en. 

3uja^  4.  Stimmt  man  in  einem  SSurfe  ftatt  Jebe^  feiner 
Elemente  ba^  i^m  Joniungirte  (ein  reelle^  ©lement  ift  babei  immer 
fi(^  felbft  foniungirt),  fo  jagen  wir  bie  äöürfe  felbft  feien  einanber 
loniungirt»  2\t  nun  AB  CD  ein  SSurf  einer  imagin,  ©eraben  11 
u,  beffen  4  ©lemente  nic^t  in  1  Itette  entf)alten  ftnb,  unb  ÄiBj,  CiDj 
Ux  il^m  foniungirte  SSurf  ber  foniungirten  ©eraben  %,  fo  ift 
ABCD  ni(^t  :proie!t,  AiBiC|Di,  fonbern  D  unb  Di  liegen  auf  ent? 
gegengefefeten  ©eiten  ber  entfprec^enben  Letten  ABC  unb  AiBjCi. 
^mn  bie  4  rellen  2:räger  ber  4  ^aar  fünfte  AA^  BB^  CCi  DD, 
finb  ibentifd),  ebenfo  anä)  bie  Letten  ABC  unb  AiBiC^,  unb  eben 
fo  f(^lie§li<|,  ttjenn  a  ein  Seitftra^l  biefer  Letten  ift,  ber  ©imi 
a(ABC)  unb  ber  ©inn  a(AiBiCi),  dagegen  ift  ber  ©inn  ber 
in  ben  beiben  Prägern  D  unb  D^  enthaltenen  beiben  imagin,  fünfte  D 
u.  Dl  gerabe  entgegengefe^t,  ti^orau^  ber  ©afe  folgt  ^ft  bal}er  B^  ber? 
ienige  ^unlt  oon  u^,  tx)el(^er  auf  ber  ber  D^  entgegengefet^ten  ©eite 
ber  Äette  A^BiCi  liegt,  unb  finb  bie  2:räger  oon  D^  unb  Dg  burd} 
bie  JEette  l)armonif(^  getrennt,  fo  ift  immer  ABCD  n  AiBiCiDo. 

3uf  at^  5,  2lu^  biefem  33etr>eife  folgt  aber  jugteid),  baf^  ^emt 
2  )Iöürfe  :proieft,  finb,  biefei^  immer  au(^  mit  ben  il)nen  loniungir^ 
ten  ber  gaG  ift, 

205.  @e"§en  toir  nun  ferner  über  gu  ber  tDeitern  l)öd)ft  Wiäy^ 
tigen  Unterfuc^ung  ob,  ti^enn  2  (älemente  aai  oon  2  :proieIt,  ima^ 
gin.  ©eraben  11  u  aßaißi  be;^felben  S^räger^  einanber  abn)ed)felnb 
entf:pre(^en ,  bafe  biefer  bann  mit  iebem  ^aare  entfpred)enber  @le^ 
mente  j.  ©.  b  unb  b|  ber  gatt  ift,  unb  fel}en  mir  babei  jugleid) 
ju,  ob  ba^  baburd)  entftel)enbe  in^olut,  gerabe  ©ebilbe  Orbnung^^ 
elemente  entljätt  ober  nxdjt  ?(}lit  anbern  Söorten  läf^t  ftd)  bie  erfte 
grage  fo  fteUen:  ift  immer  abaibi  tt  a^bj^ab  f.  91r.  21. 
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SBir  unterfc£)eiben  2  gälle,  nätnlic^  A.  bie  3  Elemente  abai 
liegen  mit  i:^ren  entj:prec^enben  aib^a  in  berfelfcen  Äette  R  ber  ®e^ 
raben  u  (mx  tijerben  ber  Äiir^e  U)egen  bon  nun  an  in  biefemgalle 
fagen,  bie  4  Strahlen  abaib^,  ober  bie  burc^  fie  be? 
ftimmten  fünfte  bilben  einen  neutralen  äöurf)  unb  B. 
biefeg  ift  nii^t  ber  galt. 

Su  Ä.  3n  biefem  gaEe  finb  naä)  ?h\  202  iebenfaU^  bie 
fünfte  ber  ^ttU  ß  int^olut.  ge:paart,  unb  e^  ift  ba^er  nac^  3lv.  160 
bur^  biefe  beiben  inüolut  &tegelj(^aaren  aa^.ßß^  unb  aai^bbj,, 
ein  reeü  iuDolut  räuntl  ®t)ftem  aa^,ßßi,,  aai.bbi,,  ]XßxX,  m 
wel(^em  bie  imagin.  ©erabe  u  fid)  jelbft  jugeorbnet  ift,  injoferne 
ber  ©eraben  aßaißx  bie  ©erabe  a^ß^aß  pgeorbnet  ift^  fo  baß 
alfo  t)on  felbft  folgt,  baß  au(fe  i^re  übrigen  ^untte  einanber  in 
bo:p^ettem  ©inne  entj^jrec^en, 

§at  Mebei  bie  inoolut,  Dlegelfi^aar  aai ,  bbj  2  Crbnung^ele^ 
mente  m  unb  n,  jo  muß  notbtoenbig  oon  je  2  inoolut.  9tegelf(i)aa- 
ren,  bie  int  ®t)[tem  entl)alten  finb  unb  äug(ei4  in  1  D^tegelfläi^e 
liegen,  bie  eine  2  Orbnung^ftra^len  baben,  bie  anbere  ni(^t,  biefej^ 
folgt  aber  notl)n)enbig  inbirecft  au§  ?lr,  16  L  S)enn  fott)ol)l  in  bem 
gaüe,  ba^  beibe  in^olut,  SRegelfcfoaaren,  ate  and)  in  bem,  baB  teine 
berfelben  Orbnung^ftraf)len  baben,  l}at  ba^  int)o(ut,  (Softem  2  reelle 
Drbnung^ftral)len,  n>ät)renb  ba^  oben  t>on  un^  inSSetrac^t  gezogene 
leine  jol(^e  £)rbnung)^ftral)len  l)aben  fann,  (ä^  mufe  ba^er  au($ 
jebe  ^dit  ber  ©eraben  u  d^  eine  inoolut.  3flegelfd)aar  be^  ©^ftem^ 
2  OrbTmng^ftral)len  t)aben,  ba  il)re  int)olut.  Seitfi^aar  leine  befifet, 
unb  biefe  fönnen  nad)  9tr.  202  ?^uf,  blo^  bie  2  ©tral)Ien  m  unb  n 
fein,  fo  bafe  alfo  j;e  2  pgeorbnete  3ßun!te  oon  u  buri^  bie  5ßunfte 
m  unb  n  t)armonif(^  getrennt  finb, 

.^at  aber  bie  ini)olut.  9legelfd)aar  aaj  ,bbj  leine  Orbnung^- 
ftra^len,  fo  t)aben  na(^  3li\  198  3uf.  bie  beiben  jufammengeljörigen 
int)olut  3ftegelfd)aaren  aa^.ßß^  u»  aai»bbi  ein  %(xox  5ufammenge=^ 
prige  ^noolution^aren  mn,  voti6)t  2  Seitftral}len  oon  u  barftelten, 
Votl^t  burd)  jebe^  ^aar  jugeorbneter  fünfte  tme  aai  ober  bbj  etc. 
l)armonif(^  getrennt  finb;  biefer  gaQ  ift  fomit  mit  bem  oorigen  iben- 
tif(^ ,  unb  m  unb  n  finb  alfo  auä:^  in  biefem  gaKe  2  Orbnung^^ 
:punlte  ber  inoolut.  ©eraben  u, 

3w  B^    Siegen  aai  bbi  ni^t  in  1  Äette  i?on  u,  fo  lä^t  fid^ 
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bod)  immer  ein  reefl  inüolut.  räuml  ©i^ftem  aufftnben,  in  tx)eld)em 
bie  ©erabe  u,  unb  alfo  auc^  ble  tt)r  fonjunc^irte  v  ftc^  felbft  ju« 
c^eorbnet  finb,  unb  tl^ren  2  $aar  in  a  unb  b  gelegenen  fünften 
AB  unb  CD  bie  in  a^  unb  b|  gelegenen  9ßun!te  AiBi  nnh  CiDi 
äugeorbnet  finb,  55enn  läf^t  man,  tt)te  bie  ^ig.  59  annä!)ernb  anfd)aui 
lic^  matten  txitrb ,  ben  2  fünften  A  A^  t)on  u  bie  2  fünfte  Ai  A 
i)on  u,  unb  ebenfo  ben  2  fünften  BBi  i^on  v  bie  2  fünfte  BiB 
i)on  V  entj^rec^en,  {voobd  A  unb  B  einerfeiti^,  unb  Ai  unb  Bi 
anbererfeit^  loniungirteimagin.  fünfte  finb),  unb  voa^t  au^erbem 
no(^  ein  ^aar  reeöe  ^^unfte  P  unb  Pi,  bie  tx)eber  in  a  noä)  in  a^ 
liegen,  aber  bie  ®ef{$aften()eit  Ijabm,  ba§  1)  bie  burd)  P  get)enbe 
©erabe,  tt^el(i)e  u  unb  v  jugleid)  f(i)neibet,  b.  i).  ber  Seitftral^l  i)on 
u  unb  V,  ber  buri^  P  gel^t,  bie  u  in  C,  unb  alfo  not^ti^enbig  bie  v 
in  bem  loniungirten  D,  2)  bie  burd)  Pi  ge'^enbe  ©erabe,  bie  u  u.  v 
gugleic^  fc^neibet,  b,  l).  ber  ßeitftraljl  )oon  u,  ber  burd^  Pi  gel)t, 
bie  ©erabe  uin  Ci,  unb  alfo  bie  v  in  bem  lonjungirten  D-x  fc^neibet, 
n^dljrenb  3)  ju  gleid)er  3^ü  P  i^nb  Pi  auf  2  reellen  ©eraben  lies 
gen  bie  burd^  u  unb  v  :^armonifd)  getrennt  finb,  b.  ^.  P  unb  P^ 
in  2  jugeorbneten  @trat)len  berjenigen  inoolut  3ftegelf(^aar  liegen, 
toeld^e  eine  S)arfteKung  ber  u  (ober  v)  ift,  unb  pgleic^  bie  Seit=^ 
ftral)len  b  unb  b^  in  fic^  entl)ält,  fo  l)at  man  nad)  9lr.  160  ein 
reeü  int)olut,  ®i)ftem  oon  ber  i)erlangten  33efi^affenl)eit,  n^enn  man 
ben  5  ^^mtkn  AA,  BBi  P  bie  5  5ßunfte  AjA  BjB  P.^  entf^re^ 
c^en  lä^t,  infoferne  offenbar  au(^  bie  fünfte  P  unb  Pi  fid)  bo^^^ 
:pelt  entf:pred)en;  l)iebei  finb  2  ^aare  tonjungirte  imagin.  fünfte, 
wa^  nad^  ?lr,  190  ol)ne  (Sinflu^  auf  bie  gijcirung  ift 

Wim  man  nun  aber  in  biefem  reell  inoolut  räuml  Softem  ir=^ 
genb  eine  fi(^  felbft  gugeorbnete  ©erabe,  tnelc^e  bie  beiben  Seitftral)ten 
au,  ai  oon  u  fd)neibet ,  unb  betrad)tet  bie  Äette  oon  u,  weld)e  biefe 
©erabe  ju  einem  Seitftral^l  l^at,  fo  ift  bereu  Sräger  ein  fid)  felbft  ju^ 
georbneteig  ©lementargebilbe  unb  fie  bilbet  bal)er  eine  inoolut,  £ette, 
infoferne  bie  beiben  Seitftra^len  a  u.  a^  einanber  in  bo^^elter  Sßeife 
entf:prec^en,  S)iefer  gatt  B  ift  bal)er  auf  ben  galt  A  jurüc!gefül)rt. 

206.  ©^  gilt  bal)er  ganj  aEgemein:  ©ntf^prec^en  einanber  2 
Elemente  einer  imagin.  ©eraben  II  fid)  bo;p:pelt,  fo  ift  biefe^  mit  {ebem 
^aarebergaH  unb  ba§  ini^olut,  gerabe  ©ebilbe  I)at20rbnungi3elemente 
bie  mit  iebem  ^aar  jugeorbneter  fünfte  in  1  9^egelfd)aar  liegen,  in  ber 
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fie  einen  i)armontfc£)en  Sßurf  bilben.  §terau^  folgt  ttun  ferner  ber  tt)i(^> 
■%e  ®a| :  Sfi  i^  ^^^^^  itnagin,  ©erabe  IT.  ber  Söurf  AM  A| N  :proie!t. 
bem  äBurfe  AiM  AN,  fo  i[t  allemal  ber  SSurf  Ijarmonijd),  unb  bte  4 
(Elemente  liegen  in  1  3legelfd)aar,  benn  Bejie^t  man  ba^  gerabe 
©eWlbe  :proieft.  fo  auf  fi(^  jelbft,  ba§  ben  3  Elementen  MAN  bie 
3  (Slementen  MA^N  entf^rec^en,  fo  entf:pre($en  AAi  einanber  ab^ 
ioedjfelnb  unb  bie  Elemente  be^g  geraben  ©eBilbei^  finb  inoolut.  ge^ 
paart  unb  M  unb  N  finb  bie  Orbnung^elemente. 

207»  ©(^liefelii^  gilt  nun  au6)  na(^  ben  bi^ljerigen  ©äijen 
anä)  nod)  ber  tx)id)tige  ©ai^,  ba§  mnn  2  ©erabe  II  einer  3ten 
))roie!t,  finb,  fie  attemal  aut^  unter  fic^  iprojelt.  finb,  benn  ba  2 
folc^e  :proie!t,  ©erabe  immer  aU  entfpred)enbe  ©eWlbe  2er  :proie!t, 
räumt  ©^fteme  ju  l)etra(^ten  finb,  fo  gilt  ber  ®a^,  infoferne  er 
öon  htxi  räuml  ©^ftemen  gilt 

208.  S)iefe  l)ier  entit)idelten  ©ä^e  finb  nun  offenbar  bieje^^ 
ntgen,  auf  m^^  fi($  fammtli(^e  gunbamentalfä^e  ber  ))roie!t  ©e^ 
jie^ung  ber  geraben  ©eWlbe  ftüfeen  ref:p,  geftü^t  l^akn  M  iljrer 
©ntttJidlung  in  9^r.  14  zc.  (S^  gelten  bal)er  ganj  attgemein  biefe 
©ä^e  für  bie  ^unJtelemente  2er  geraben  ©eMlbe,  biefelkn  mögen 
reett  ober  irgenb  toie  imagin.  fein, 

SlBer  nic^t  nur  für  bie  ^unltelemente  2er  :proielt  ©eraben  11 
gilt  ba$  ^ier  oben  ©nttoicfelte  unb  bie  in  biefer  5Tlr.  208  barau^ 
gezogene  ©^lußfolge,  fonbern  anä:}  für  bereu  (Sbenenelemente,  b*  l). 
für  bie  :proielt  Sejiel)ung  2er  ©benenbüfc^el,  bereu  2l):e  eine  ©e^^ 
rabell  ift;  ^ie  fic^  biefe)^  einfai^  burd)  bie  ber  in  ben  legten  $Rum= 
mern  reciprole  (Snttoidlung  bartl)un  lä^t,  infoferne  ja  aüe  Betoeife 
auf  reeH  ^projelt  23estel)ungen  l)inau^liefen,  ©^  gelten  bal^er  mä) 
für  (Sbenenbüf(^el  mit  ganj  beliebiger  Sl^^e  bie  gunbamentalfäl^e, 
lt*ie  fie  in  9^r.  39  aufgefteUt  tijurben.  ©^  fei  l)ier  nur  nod)  aud^ 
für  (Sbenenbüfd^el  mit  imagin,  ©eraben  II  aU  Sl^cen  l)erl)orgel)oben, 
ba^  man  unter  @bene  a  einer  imagin,  ©eraben  abaibx  II  biejenige 
ux\kl)t,  bereu  reeHer  &ager  ber  Seitftral^l  a  ber  ©eraben  ift,  bajj 
man  unter  einer  Äette  eine^  fold)en  (5benenbüfd)el^  ben  ^^be- 
griff  ber  (Sltnzn  oerfte^t,  bereu  S^räger  in  einer  Oiegelfc^aar  lie^ 
gen,  unb  ba§  man  unter  einem  |armonifd)en  SBurf  eine^  fold)en 
©benettbüf^ete  4  ©benen  oerfte^t,  bie  in  einer  Äette  liegen,  unb 
bereu  Präger  in  biefer  einen  Ijarmonifc^en  SSurf  bilben. 
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209.  5Rad)bem  fo  für  bie  imvigtn.  ©eraben  II  bie  ©eje^e 
ber  )px^^tt  ffie^ie()UttC5  feftgeftettt  finb,  benufet  man  nun  bie  |o  er^ 
l}a£tenen  Stefultate  jnr  geftfteümtc]  ber  :proieft.  Sejieljung  2er  &t^ 
mentargeHIbe  I  ganj  eBenfo  tx»te  btefe^  in  9cr.  35  ic.  bei  ber  ent^ 
f^jrec^enben  ©ntoitf lung  für  bie  reell  ^j^xoidt  Sejie^ung  gefi^e^en  ift. 

SBtr  nennen  bemnad^  2  o^an^  beliebige  gerabe  ©ebilbe  :proieft, 
n^enn  fie  ©d^nitte  ^on  2  )3roiett  @benenbüfd)eln  finb,  beren  Slren 
tmagin»  ©erabe  II  finb« 

2Bir  nennen  2  gang  beliebige  @tral)lenbüj(^el  projeft,  tt^enn 
fie  entoeber  ©(^nitte  2er  ))roie!t.  ©benenbüfd^el,  ober  mmx  fie 
©c^eine  2er  :proie!t.  geraber  ©ebilbe  II  finb. 

2öir  nennen  2  ganj  beliebige  ©benenbüfc^el  :proje!t,,  wnn  fie 
©d)eine  i^on  2  proieft.  geraben  ©ebilben  finb,  beren  Siräger  imagin. 
@erabe  II  finb.  ©benfo  nennen  tt>ir  aber  anä:)  2  ungleid)artige  ©runb^ 
gebilbe  I:proje!t.,  ii^enn  ba^  eine  ju  einem  (S(f)eine  ober  ©d^nitt  be^  an^ 
bern  ))roie!t.  ift;  gel)en  babei  aGe  (Slemente  be^g  einen  burcb  bie  mt^ 
f^)red)enben  Elemente  be^  anbern,  fo  nennen  tt^tr  beibe  auä)  :perf:pe!t 

©oH  jebod)  biefe^  aSerfal)ren  erlaubt  fein,  unb  bie  l^ier  gege^ 
benen  5)efinitionen  nidjt  einen  2Siberf:prnd)  in  fid)  mii^altm,  fo 
mu^  nad^getüiefen  fein: 

1)  S)a§  alle  ©i^nitte  eine^  geraben  ©ebilben  i)on  beliebigen 
fie  nid)t  fd)neibenben  ©eraben  II  au^  unter  fid)  :perf^eft 

2)  2)a§  aEe  ©d)eine  eine§  ©trat)lenbüf($ete  burc^  eine  ©erabe, 
bie  mit  it)m  in  1  (Sbene,  unb  aöe  ®d)eine  eine^  ©tra!}lenbüfc^el0 
au^  einer  ©eraben,  bie  buri^  feinen  9Kittel:puntt  ge^t,  :perf;pe!t, 

3)  5)a6  aöe  @d)nitte  eine^  ®benenbüfd)el^  burd)  eine  imagin. 
©erabe  II  iprojeft  finb;  tt)ie  ja  biefe^  alleg  aud)  bei  ber  ervodl}nten 
(Sntttjidlung  für  blofe  reelle  (Slemente  nad)gen)iefen  ti^erben  mufete. 

aSon  ben  4  |ier  angeführten  ©ä^en,  oon  benen  1)  unb  3) 
foti^o^l  afö  axid)  bie  beiben  unter  2)  angefüljrten  ^"^allc  in  bem  SSer- 
bältni^  ber  8fieci:procität  ftel^en,  genügt  e^  2  ju  beti^eifen,  \m^  nun 
gef($el)en  folt 

210.  (g^  fei  f  bie  Slre  eine^  beliebigen  (äbenenbitfd)efö  nn\) 
11  unb  ui  2  beliebige  imagim  ©erabe  II,  oon  benen  jeboc^  feine 
bie  f  f{^neibet,  e^a  foll  beit)iefen  h)erben,  ba^  uu^  :projelt  finb,  mnn 
fie  fo  auf  einanber  belogen  n^erben,  baB  ie  2  $un!te  bie  in  1 
dbene  bei^  ®benenbüfd)eto  f  liegen,  einanber  entf:pre(^en. 
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L  gall  @^  fei  f  eine  reeEe  ©erabe.  %v.  biefetn  ^atte  laffen 
fid)  ftet^  2  rauml  ©l)ftetne  R  unb  Ri  !oIüneär  fo  auf  einanbev 
kjieljen,  baj  ber  ima(]in.  ©eraben  u  bie  imagin,  ©erabe  %  unb 
jebe  ebene  be^  (SftenenMfc^el6  f  ftd)  felbft  entf:pricf)t,  ©a  aber 
al^bann  in  ben  reell  :proj;e!t.  räuml  ©^ftemen  ß  unb  R^  je  2 
fünfte  !oon  u  unb  ui,  bie  in  1  ©bene  be§  ©benenbüf(^el^  f  liegen, 
[id^  entf:pred^en;  fo  gilt  unfer  ©a^  in  biefem  gaHe  nad)  ber  ©nt- 
tX)iÄung  für  bie  reett  :proj;eft,  SSejie^ung  in  91r.  190. 

S)a§  bie  :proie!t.  23ejiel§ung  i^on  R  unb  Ri  auf  bie  fo  eben 
angeführte  2lrt  ^ir!li(^  eine  reett  ^projelt.  im  Sinne  i3on  91r»  190 
ift;  unb  ^v^6)  n)ir!li(^  bur(^  bie  angefüljrten  ©lemente  i^oUftänbig 
unb  unjtoeibeutig  \xpx\  ift,  ergiebt  fic^  atfo: 

S)a  f  ber  S)orau^fefeung  na(%  fein  fieitftral)l  i^eber  t)on  u 
nod)  ^on  iii  fein  !ann,  fo  bilben  alle  Seitftral^ten,  bie  bie  f  fi^nei- 
ben  für  u  toie  für  ui ,  \t  eine  9flegelfd)aar  F  für  ii ,  Fi  für  u^ ; 
ift  nun  fbcd  eine  ©arftettung  oon  u,  unb  fbiqdi  bie  ju  fbcd 
^roieft.  ©arfteCung  oon  u^ ,  unb  bejiel)t  man  nun  bie  giegelfla($e 
F  ^ro{e!t,  auf  Fi,  fo  ba§  fbc  ben  ©traljlen  fbiCi  entf:prec^en,  unb 
bejiel)t  man  bie  Seitf($aar  t)on  F  :proie!t»  auf  bie  Seitfd)aar  oonF^ 
fo,  ba§  3  Strahlen  ber  erften  gerabe  folc^e  Strahlen  entfJprec^en, 
bie  mit  iljnen  in  ie  1  ©bene  bei8  (gbenenbüfd)eli§  f  liegen,  fo  ift 
nid)t  nur  nad^  ?lr.  61  bie  lollineäre  Sejieljung  oon  R  unb  Ri 
\^oü!ommen  firirt,  fonbern  e^  entf:prid)t  and)  lebe  ©bene  oon  f  fid) 
felbft  unb  ber  imagin.  ©eraben  fbcd  bie  imagin.  ©erabe  fbiqdi, 
tijeil  f  ftd^  felbft  entf^ri«^t, 

3nfa^.  Siegen  u  imb  %  in  1  ©bene,  fo  beftimmt  in  biefem 
gaÜe  I  f  mit  biefer  ©bene  einen  imagin,  ^un!t  M,  unb  e§  ergiebt 
fid)  m,^  bem  fo  eben  betoiefenen  ®aije  unmittelbar  folgenbe^:  iftM 
irgenb  ein  imagin,  5pun!t  einer  imagin,  ©bene,  fo  finb  2  ©erabe  II, 
ttJel^e  in  berfelben  ©bene  liegen ,  ftet^  ))roie!t  auf  einanber  belo- 
gen, tt)enn  2  fünfte  bie  in  bemfelben  Strahle  be^  ©tral)lenbüfd)el^ 
M  liegen,  einanber  entf))re($en, 

II,  gall  Sft  f  !eine  reelle  ©erabe,  fo  \i)irb  ber  galt  burd) 
ba§  in  bem  legten  3^1  ®emer!te  felir  einfai^  auf  ben  gaG  I  ju- 
tücJgefül^rt,  liegen  nämli^  uui  nid)t  in  1  ©bene,  fo  !ann  man  im- 
mer eine  3te  ©erabe  112  ^al)len,  n)el(^e  beibe  fdjuetbet,  ©d)neibet  nun 
bie  f  bie  ©bene  uug  im  ^^un!te  M,  fo  finb  uuo  in  SSejug  auf  M 
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aU  gentrum  unb  in  Q^olge  beffen  au(^  in  ®esiel)unc^  auf  {ebe  hm^ 
M  get)enbe  ni(^t  in  ber  (Sbene  uu2  liec^enbe  ©erabe  atö  'Hyt  ^er^ 
f^eft.  :proie!t.  nadE)  %aVi  I  unb  gi^f-  ^^S^/  ^^^^f^  ift  ^1^2  i«  SS^ö^^fl 
auf  ben  ©d^nttt:pun!t  Mi  t)on  uiU2  unb  f  afö  Zentrum,  unb  barum 
aud^  in  Se^ug  auf  jebe  ©erabe  bie  burd^  Mi  ge^t  unb  nid^t  in 
uiti2  liegt  aU  2l)ce  ^erf:pe!t.  :proieIt.,  bat)er  finb  nad)  ?lr.  207  au($ 
u  unb  ui  in  33ejug  auf  MMi,  b»  ^,  auf  f  ate  2lre  ^erf^eft,  :proie!t. 

III.  gaU.  ©ie  SetDei^fü^rung  für  't)zn  gall  I,  unb  alfo 
and)  für  ben  ^ul  ju  I.  unb  fomit  au($  ju  galt  II  ift  ni(^t  me!)r 
giltig,  tt)enn  bie  in  I  betrachtete  reeüe  ©erabe  ein  8eitftral)l  t)on  n 
ift,  in  foferne  jebe  ©bene  be^  ©benenbüf(^efö  f  in  biefent  gaH  mit 
ber  u  einen  ^un!t,  namlid^  ben  in  f  entljaltenen  gentein  l)at.  ^n  I, 
voo  bie  2I):e  hzß  föbenenbüfi^el^  reell  )^av,  ergab  fi^on  bie  SSorau^- 
fe^ung,  ba^  bie  3lxe  be^  (£benenbüf(^efö  f  !eine  ber  beiben  ©eraben 
u  unb  ui  fc^neiben  burfte,  ba^  f  lein  Seitftra^l  fein  !onnte,  wnn 
man  aber  eine  imagin,  ©bene  mit  in  iSetrad)tung  jiel)en  'voiU,  bereu 
3l):e  eine  imagin.  ©erabe  II  fein  !ann,  bann  mufe  ber  gaH  no($ 
befonberi^  betrachtet  tx^erben,  ba^  bie  ©erabe  f  ber  einen  u  ber  bei^^ 
ben  ©eraben  !onj;ungirt  ift,  benn  bann  ift  bie  reeffe  ©erabe  jeber 
imagin,  (Sbenen  bej3  ebenenbüfd)efö  f  ein  Seitftra^l  i)on  n,  ol)ne 
ba§  ftd)  u  unb  f  f(^neiben. 

Siegt  in  biefem  %aUe  u  unb  ui  in  1  (Shene,  fo  txialjle  man, 
um  ben  ^aU  auf  ben  i^origen  jurütf jufüljren ,  eine  $ilf§'©erabe  £1, 
ttjeld^e  bie  (Sbene  uni  in  bemfelben  $un!te  n^ie  f  fd)neibet,  ol)ne 
bafe  fte  ber  ui  !on];ungirt  ift,  fo  ift  offenbar  ber  galt  auf 
ben  t)origen  jurüclgefüljrt ,  infoferne  2  fünfte  i)on  uni  bie  mit  f 
in  1  ebene  liegen,  auc^  mit  £1  in  1  (gbene  liegen.  Siegt  bagegen 
u  unb  ui  nid)t  in  1  (Sbene,  fo  fi^neibe  man  fte  beibe  burc^  eine 
3te  §ilfi8gerabe  U2,  atebann  gilt  ber  ®a^  für  u  unb  U2  nai^  bem 
fo  eben  betX5iefenen  für  %  unb  U2  bagegen  nad^  bem  II,  Satt,  fo 
i>a%  alfo  bie  :perf:pelt  33ejiel)ung  aU  ein  befonberer  gatt  ber  :pro^ 
jeft  ^ejie^ung  für  alle  §äffe  erlt)iefen  ift, 

3ufal3,  §ieburd)  ift  aber  pgleic^  ber  SR;a(^it)ei^  bafür  ge- 
liefert, ha%  atte  Schnitte  eine^  ®tral)lenbüf(^el!3  buri^  ©erabe  :pros 
[dt  ftnb,  ^eil  man  nur  ben  ®tral)lenbüfd)el  atö  ©d^nitt  eineisJ 
@benenbüf(^el^  betrachten  barf,  infoferne  bann  je  2  5ßun!te  ber 
fd)neibenben  ©eraben,  \czlä)t  in  1  ©tral)l  bei^  ©traljlenbüfi^elia  lie=^ 
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gen,  not:^ti;)ettbig  au(i)  in  1  @fcene  be^  fragüc^eit  ebettenl)üf(J)ete 
liegen;  nnb  bie  un^  gefteiSte  SlnfvjaBe  ift  baf)er  nnn  i)oIIftänbig  ge^ 
töft,  nnb  bie  ^projelt,  Sejie£)nng  ber  ©rnnbgebitbe  I  t)oüftänbtg  nnb 
ganj  allgemein  erlebtgt,  nnb  t^  gelten  nnn  für  biefeften  aKe  bie 
©äfee,  ti)el(I)e  Ter.  39  anfgejäljlt  txinrben,  ganj  abgelesen  'oon  ber 
a^ealität  ber  barin  i)or!ommenben  Elemente,  jelbftt)erftänbli(^  i)on 
bcn  fipecießen  ©ä^en  abgefel^en,  mlä)Z  fic^  anf  einzelne  ©rß^en- 
t)erl)ältniffe,  anf  bie  ftetige  Slnfeinanberfolge  ber  (älemente  nnb  anf 
bie  Jliti^nal^m^fäEe  bejieljen,  t^egen  beren  bie  imagin*  (Slemente  eben 
überl)an:pt  eingefül)rt  ti^nrben, 

Snfonber^eit  \)erbient  l^ier  nO(^  folgenber  5ßnn!t  l)eri)orgel)o^ 
ben  jn  tt)erben:  Seftimmen  3  ^aare  entf^>re(^enber  ©lemente  2er 
projelt,  ©rnnbgebilbe  I  3  Elemente  einej^  nnb  be^felben  3ten  ©rnnb^ 
gebilbe^  I,  fo  ift  biefeig  mit  allen  ber  %ail,  bie  beiben  erfteren  finb 
:perf^eft, ;  l^aben  2  :proie!t.  ©rnnbgebilbe  I  ein  Clement  entf))re(f)enb 
gemein,  fo  finb  fie  ^erf:pe!t. ,  tx>ie  biefe^  nnmittelbar  barani^  folgt, 
ba§  bnrii)  3  g5aare  entf:pred)enber  ©lemente  bie  :proie!t,  23ejiel)nng 
ooüfommen  fi^irt  ift,  nnb  nac^  bem  33i^l)erigen  ©(^nitte  ober  Scheine 
eine^  ©rnnbgebilbe^S  I  in  aEen  gälten  :proie!t.  finb. 

211.  S)ie  ?lr.  44  :c.  lä^t  er!ennen,  ba§  nnn  für  bie  ©rnnb^ 
gebilbe  I  aüe  bie  ©ä^e  al^  ganj  allgemein  giltig,  b.  l).  aU  giltig 
o^^ne  aöe  3tncffi(J)t  anf  bie  3^ealität  ber  Elemente  erti^iefen  finb, 
anf  beren  Slnti^enbnng  bie  @ntfte§nng  nnb  bie  geometrifc^en  i?nnba= 
mentaleigenfd)aften  ber  ©lementargebilbe  II  bernl)te,  nnb  t^  gelten 
ba^er  bie  für  fie  anfgeftellten  ©älje  anä)  für  ben  gaG,  ba§  alte 
il)re  ©lemente  imagtn.  fein  foUten,  nnb  e:^  lenc^tet  ^ier  nacf)trägli(f) 
ein,  mit  tDel(J)em  9le(J)te  bei  reellen  ebenen  ober  ränml  ^olarft)fte' 
men  oon  imagin.  Orbnnngi^fnri^en  ober  Orbnnng6|lä(i)en  II  ge^ 
f^roc^en  tx^erben  fonnte. 

©a  bie  :proieIt.  33ejiel)nng  aller  eiementargebilbe  fiel)  anf  bie 
:proie!t.  33ejiel)nng  ber  ©rnnbgebilbe  I  nnb  biefe  nad^  bem  Obigen 
anf  bie  ber  (gbenenbüfd)el  nnb  geraben  ©ebilbe,  beren  S^räger  ima^:^ 
gin.  ©erabe  II  finb,  jnrücffül)ren  laffen,  fo  l}at  man  ben  Segriff 
Äette  an^gebeljnt  anf  aöe  ©lementargebilbe,  inbem  man  unter  Äette 
ben  3^begriff  alter  ber  ©lemente  oerftel)t,  tx^eldje  bei  einem  iljm 
^erf:pe!t,  ©rnnbgebilbe  I,  beffen  3:räger  eine  imagin.  ©erabe  II  ift, 
in  einer  Äette  entl^alten  finb.    Setrac^tet  man,  um  an  einem  ^n^ 
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f^iele  bieig  nod)  ju  erläutern,  etnen  <Btvcii)knbü\ä)tl,  beffen  ^Kittet 
^unft  ein  imaötn.  ^$un!t  ift/  fo  beule  man  ftc§  eine  imagin.  ®e^ 
rabe  II,  tnelc^e  ben  reHen  S^räger  bejg  aSüjdjefö  in  feinem  SJtittefc 
fünfte  f(ä)neibet,  b«  ^,  für  welche  ber  reelle  S^räger  j-enei8  imac^in. 
?iJlittel:punftej8  ein  Seit[tral)l  ift,  aWoann  er^^ält  man  einen  jum 
©tra:^lenbüf(^el  :perj':peft.  ebenenbüjd^el,  unb  aUe  ©traljlen  be^  Iften, 
bie  in  (Sknen  be^  2ten  liegen,  tx)el(^e  eine  Äette  bilben,  bilben  nun 
felbft  eine  ^ette;  ^ieraui^  ift  ju  erfe^en,  ba§  bie  reeHen  fünfte 
aCer  ®tral)len  einer  Äette  in  einer  Äurbe  II,  ober  in  einer  ®era* 
ben  liegen,  je  nac^bem  ber  einzige  reeüe  ©tral)l  bei3  ®tral)lenl)üf(^ete 
mit  in  ber  Äette  ^griffen  ift  ober  ntd^t;  tx)ie  ftd^  biefe^  aföbalb  barau^ 
ergicBt,  ba^  eine  Äette  ber  imagin,  ©eraben  11  ben  reeüen  Slräger 
be^  @tra^lentüj(^efö  enttx)eber  in  einer  ©eraben  ober  in  einer  Äuri^e 
II  fd)neibet,  je  nac^bem  ber  in  biefem  2^räger  gelegene  Seitftral)l 
ber  imagin,  ©eraben  11  in  ber  Äette  mit  inbegriffen  ift  ober  nii^t. 
3luf  biefette  Sßeife  b,  l),  reci^ro!  finbet  man,  bafe  alle  fünfte  einer 
imagin.  ©eraben  I  bie  eine  Äette  bilben,  bie  Strahlen  eineiS  ©tra^= 
lenbüf($eK  11  bilben.  ^e  3  Elemente  beftimmen  eine  Äette;  toeil 
biefe^  bei  ben  Letten  ber  imagtn,  ©eraben  II  ber  3;aü  ift. 

3eber  Äette  eine^  (glementargebilbe^  entf))ri(^t  eine  Äette  in 
einem  anbern  i^m  ^^rojelt. 

2lKe  reeKen  ©lemente  eine^  (glementargebilbeiS  liegen  in  1  ßette. 
23etrad)tet  man  eine  reeffe  ©erabe  unb  einen  ju  il)r  :perf:peft,  ®be^ 
nenbüf(^el,  beffen  3l)ce  eine  imagin.  ©erabe  II,  fo  ergiebt  ft(^  bie 
SRic^tigMt  barau^g,  bafe  alle  £eitftral)len  ber  ©eraben  II,  toeld)e 
bur($  bie  reeGen  fünfte  ber  erftern  gel)en,  eine  Äette  bilben,  ©benfo 
oerljält  e^  fi(^  mit  einem  reeUen  (Sbeneubüfi^el  unb  einem  ©(^nitt 
beigfelben,  beffen  Sräger  eine  imagin.  ©erabe  II  ift.  ©inen  reellen 
©tral^lenbüfd^el  betrai^te  man  aU  Schnitt  einej^  ©benenbüfd)etö, 
unb  bie  ©lementargebilbe  II  aU  burc^  bie  ©runbgebilbe  I  entftan^ 
ben,  um  axxä)  für  biefe  ©ebilbe  bie  Dflid)tig!eit  ju  erfel^en. 

§ierau^  folgt,  ba§  n^enn  2  reelle  ©lementargebilbe  iproielt. 
aber  nii^t  reeö  ))roie!t  auf  einanber  belogen  finb,  l)od^ften!3  2  reeUc 
(Slemente  be^  einen  2ten  reiten  be^  anbern  entf:prec^en  lönnen. 

212.  5)a  enbli(^  bie  :proie!t.  S3ejtel)ung  ber  ©runbgebilbe  II 
unb  III,  foioie  ber  ©lementargebilbe  III  unb  ber  gldd)en  II  am^ 
einzig  unb  allein  auf  ber  ^roieö.  Sejiel^ung  ber  ©runbgebilbe  I 
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taftrt,  fö  cjelten  nun  anä)  bte  ©älje  über  bte  ^rojeft.  33ejtet)Uttg 
btefer  (Sebtlbe  c^anj  angemeht  unb  Di)ne  S)lücfftd)t  auf  bie  Oteaütdt 
ber  in  23etrad)t  gejoc^enen  ©temente;  tx)obei  |elbftt)erftänbli(^  triebet 
in  befonberen  gäHen  bie  Slbänberungeit  in  bie  2lu^jagen  aufpne^* 
men  finb,  ti)eld)e  eben  burc^  bie  (ginfül)rung  ber  imagin,  Elemente, 
vok  f(^on  frül)er  9R:r.  210  au^gefü^rt,  i)on  fetbft  ftd)  barbieten. 

§.  10.    3^fötnitten5ang  be§  S^aginaren  in  bet  ©eo^ 
nteftie  mit  bem  Stnaginaren  in  bet  Sllgefira. 

213.  Sn9lr.36u.38f)aben  ti^ir  gefel)en,  bafe  bie  S[ßertl)e  2er 
:proiett.  2ßürfe  für  atte  ©runbgebilbe  I  ftetö  einanber  gleid^  ftnb, 
unb  ba,  tt^ie  in  %c,  116  fc^on  angebeutet,  unter  beut  2ßert^  eine6 
SBurfeg  bei  ben  (Slementargebilben  II  unb  III  ber  Sßertf)  be^g  ent- 
f^red^enben  SSurfe^  'oon  einem  ju  jenem  :perf^e!t.  (Slementargebilbej^ 
I  i^erftanben  ti^erben  foU,  fo  gilt  ganj  allgemein,  bafe  2  SSürfe 
t)on  2  ;proie!t,  ©lementargebilben  glei(i)e  Söert^e  l^aben.  S5on  bem 
SBert^e  eine^  nid)t  neutralen  2Burfe^  !ann  nun  eigentlich  gar  ni($t 
me^r  gef^proc^en  t^erben,  tx)enn  biefejg  aber  bocf)  ge1[d)iel)t,  fo  mu^ 
biefe^  al^  ein  blo§  f\)mbolifd)er  2tu^brucf  betraditet  tx^erben;  aber 
aud)  für  fold)e  SBürfe  fott  nun  haß  gelten,  ba§  2  :proie!t.  SBürfe 
gleid)en  SBertl)  l)aben,  b.  l),  mit  anbern  SBorten  bie  SSebeutung  be^ 
SBorte^  gleid)tt)ert'^ig  unb  ^rojeft.  folle  eben  ibentif(^  fein. 

S)a  man  iebe;^  eiementargebilbe  auf  ein  reeffejS  gerabe^S  ®e== 
bilbe  :proie!t.  bejiel)en  fann,  unb  ba  man  babei  3  (Slementen  be^ 
erfteren  immer  3  reelle  (Slemente  ABC  ieß  legieren  entf;pred)en 
laffen  !ann,  fo  ift  erftc^tlid),  ba§  man  ben  2öertl)  einest  jeben  SBur== 
fe^  aui^brüden  !ann  burd)  ben  Sßertl^  eineig  Söurfe^  AB  CD  in 
einem  reeGen  geraben  ©ebilbe,  )öon  bem  bie  3  erften  (Slemente  ABC 
3  fefte  reelte  5ßunfte  finb,  n)äl)renb  D  reett  ober  imagin.  ift,  je 
ttad)bem  ber  SBurf  ein  neutraler  ift  ober  ni(^t.  SBir  tt>erben  in  ben 
©d^en  ber  nad)folgenben  (SnttDidlung ,  tDenn  ni($t  au^brüdlic^  bag 
@egentl)eil  l)eroorgel)oben  t^irb,  einen  2Burf  immer  hnxä)  einen  fot 
(^en  Sffiurf  ABCD  eine^  geraben  ©ebilbe^  gegeben  anfe^en,  unb 
tjon  i^m  jagen,  er  ober  fein  2Bertl)  fei  gegeben  in  bem 
2Ib^ciffenft)ftem  ABC, 

214.  21  uf gäbe.    (£^  foE  bie  ©umme  ABCS  2er  neutraler 
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SKürfe  ABCD  unb  ÄBCDi  gefunben  ti^erben,  unb  jtt)ar  foKen 
aCe  3  Sßürfe  in  bemfelben  2lb^ciffenft)[tem  gegeben  fein, 

©inb  ABCDDi  5  reelle  ^nnfte  einer  reetten  ©eraben,  fo  mnji 
(f.  m,9)jeinAD.BC:AB.CD  +  ADi.BC:AB.CDi=AS.BC: 
AB .  CS,  b,  %  ti^enn  man  i^ereinf ai^t  AD :  CD  +  AD^ :  CD i  =  AS :  CS 
ober  AD.CDi.CS  +  ADi.CD.CS  =  AS.CD.CDi,  über  CD. 
(AS .  CDi  —  CS .  ADi)  =  AD .  CD^  .CS.  S)er  l)ier  anf  ber  linf en 
Seite  eingedämmerte  Slni^brutf  ift  aber  nad)  einem  betannten  ©a^  *j 
über  4  ^nn!te  einer  ©eraben  =  — AC.DjS,  fo  ba^  man  erl)ält 
AC.CD.DS=— AD.CDj.CS  eine  -^yormel,  meld)e  nad)  9^tr.  22 
bebentet,  bafeCC.DDi.AS  eine  ^nt^olution  barftellen,  Unfere 
Slnfgabe  ift  alfo  getoft  nnb  e^  giebt  immer  1  nnb  and)  mir  1 5Pnn)Et 
öon  ber  verlangten  Sefd^affenljeit. 

2Bir  nennen  nnn  aber  i)on  nnn  an  an(^  ben  SBnrf  ABCS  bie 
®nmme  ber  SBürfe  ABCD  nnb  ABCDi,  and)  txienn  beräönrf  fein 
nentraler  ift,  toenn  nnr  S  anf  bie  oben  angegebene  Sßeife  gefunben  ift, 

5)abei  tenc^tet  ein,  bafe  ber  SSertI)  i)on  ABCS  berfelbe  bleibt, 
anä)  mnn  man  bie  Sßert^e  \:>on  ABCD  nnb  ABCD^  in  einem  an^ 
bern  2lb^ciffenfl)ftem  giebt,  benn  ift  ABCD  rt  MNPQ  nnb  ABCD^ 
ttMNPQi  nnb  CC.DDi.AS  eine^i^olntion  ebenfo  PP.QQi.MSi 
eine  3nt?o(ntton,  fo  ift  immer  aud)  ABCS  rt  MNPS, 

3ufa^.  Sft  ABCD  ober  and)  ABCDi  lein  nentraler  äBnrf, 
toobei  febod)  ABC  für  feben  SSertl)  eine^  fold)en  SBnrfe^  reeE  fein 
fönnen,  fo  toirb  im  SlQgemeinen  ani^  ABCS  fein  nentraler  äönrf 
fein;  l)iei)on  mai^t  nnter  anbern  ber  gall  eine  ^-Jln^naf)me,  toenn 
D  imb  Dl  foninngirte  imagin,  Elemente  barftellen,  in  ii^elc^em  galle 
bie  beiben  Sßürfe  felbft  toninngirt  finb  (f.  9lr.  204  3uf ,  4)  infoferne 
ABC  reell.  2)ie  9tic^tig!eit  biefer  33el)an^tnng  er  giebt  \xä^  nnmittelbar 
an^  3tv,  189  i,  toeld)e  erfennen  läp,  baß  in  biefem  gälte  ba^  in== 
volnt,  gerabe  ©ebilbe  CC.DDI.AS  reell  ini)olnt.  ift 

215.  Slnfgabe.  e^  fott  ba^  mfad)e  eine^  SBnrfe^  ABCAi 
gefnd)t  toerben,  toobei  m  eine  ganje3^i)L  ©oU  ABCAg^^rABCAi 

*)  3ft  nämlid}  ABCD  ein  otbeutlidjer  Sßutf  einer  ©eraben,  fo  ifl  im- 
mer AC  .  BD=:(AB  +  BC)  .  (BC  +  CD)  =r  AB.BC  +  AB.CD  +  BC.BC 
+  BC .  CD  =  AB  .  CD  +  BC  .  (AB  +  BC  +  CD)  =  AB  .  CD  +  BC .  AD, 
worauf  bei  ^erücffti^tivßung  be§  über  bie  ^Sor^eii^en  t>on  «Strecfen  in  ^r.  7 
(Gejagten  bie  Dfii^tigfeit  folgt 
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+  ABCAi  fein,  fo  mu§  CC.  AiAi  .AA2  eine  ^^öoliitton,  alfo 
CCAAi  n  CCA1A2  unb  Xi^^  91;r.  28  CAA1A2  ein  Ijarmonifcöer 
m\\x\  jein.  ©oG  ABCA3  =  ABCA2  +  ABCA|,  fo  tnuB  CC.AiAs. 
AA3  b.  ^,  CCAAi  Tt  CCA  A3,  ebenjo  mx%  CC.A1A3.AA4  eine 
;3ni)olution,  unb  alfo  CCAAi  ttCCAsA^  iDenn  ABCA4=ABCA3 
4-  ÄBCAi  u.  f.  tt),;  lurj  iU(J)t  man  bie  fünfte  A2A3A4A5 . . . . ,  fo 

ba§  CAA1A2  CA.1A2A3  CA2A3A4  CA3A4A5 lauter  £)armonijc^e 

SBürf^  1^^^  ^^1^  ^^^  CCAA1A2A3A4...  n  CCA.iA2A3A4 A5 ,  fo 
ift  ganj  allgemein  ABCAm=ni.(ABCAi), 

216,  Slufgabe,  @^  foö  ein  neutraler  SSurf  gefunben  ti^er^ 
\txi,  beffen  Slöertl)  glei(^  ber  Sifferenj  ber  äöert^e  2er  gegebener 
neutraler  SSürfe  ift,  tt)obei  aEe  3  in  bemfelben  @t)ftem  gegeben  fein 
foüen.  S)iefe  Slufgabe  la^t  fid),  geftüfet  auf  bie  i)orige  ?iummer, 
aföbalb  löfen,  benn  tx)äl)renb  in  ber  i)origen  Slufgabe  ABCD  unb 
ABCDi,  unb  alfo  i^on  ber  S^t)olution  bie  beiben  ^^aare  ^ugeorb^ 
neter  fünfte  CCDD^  gegeben,  bagegen  S  gefui^t  ttiar,  fo  ift  in 
ber  jetzigen  Slufgabe  ABCD  unb  ABCS  unb  fomit  t)on  ber  frag? 
lid)en  ^^oolution  CC.AS  gegeben  unb  Dj  gefud)t 

2lu(^  l)ier  ertoeitern  toir  ben  Segriff  ber  ©ifferenj  2er 
äßurftoertl)e  auf  ben  ^vall,  ba§  beibe  ober  einer  ber  Sßürfe  nid^t 
neutral  ift, 

217,  Slufgabe.  ©ig  foff  ein  neutraler  Söurf  gefunben  tt)er^ 
ben,  beffen  äBertl)  glei(^  bem  ^robufte  ber  SBertlje  2er  anberer  neu^ 
traler  äöürfe  ift, 

%\\  biefem  ga'lle  finbet  fid)  eine  einfache  Söfung  nid)t,  toenn 
man  alte  SBürfe  in  bemfelben  (St)fteme  gegeben  annimmt,  tool)l  aber 
toicb  bie  fißfung  fe^r  einfat^,  'xatxm  man  ben  einen  ber  beiben  ju 
multi))lilirenben  SBertl)e  in  einem  anbern  ®t)ftem  giebt,  @inb  nmnlid) 
ABCD  unb  ABCDi  bie  beiben  ju  multi:plicirenben  SBert^e,  fo  fud)e 
\m\\  einen  neuen  SBurf  ADCE  oon  ber  SSefc^affen^eit,  ba^  (ABCDi) 
~(ADCE)  b,  l},,  baB  ABCDt  TT  ADCE,  fo  t)at  man  immer 
(ABCD).fABCDi)  b.  l;,  (ABCD) . (ADCE)  =  ABCE ,  benn  e^ 
.,,  ,  AD.CB  AE.CD  AE.CB 
'^^  J'  ÄB7CD    *   ADTCE  "^ABTÜir  ^'  «^  ^'  ^' 

§ierau^  ergiebt  fid)  nun  einfach  afö  Siegel  für  bie  SXuffinbung 
be^  aßrobufte^  2er  2ßurfn?ert^e  ABCD  unb  ABCD^  burd)  einen 
3Burf  ABCE,  ber  mit  ben  beiben  gegebenen  in  bemfelben  @t)ftem 
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gegeBen  ift^  ttjentt  matt  in  bem  int)olut  geraben  ©ebilbe  ACDD^ 
ju  bem  ©lement  B  ba^  jugeorbnete  E  fui^t,  benn  ba  mS)  bem 
öWgen  ©afee  ABCD^  tt  ADCE  fein  foH,  fo  m^  \^  na(^  ?lr.  25 
AC .  DDi .  BE  eine  ^n^olution  fein. 

2lud)  l)ier  erneuern  "mix  ben  33egritt  be^^  ^robuüeig  2er  Wnx\t  *) 
auf  ben  gaU,  ba§  bie  gegebenen  2Bürfe  nii^t  neutral  finb,  wenn 
nur  E  auf  bie  angegebene  Sßeife  beftimmt  ift. 

3ufa|,  S)ai8  ^robuft  2er  nid}t  neutraler  2Bürfe  wirb  im 
^lllgemeinen  wieber  ein  nid^t  neutraler  SBurf  fein,  eine  Hu^na{)me 
^iei^on  ma(^t  unter  anbern  ber  gall,  \^mn  bie  beiben  imagin.  fünfte 
DDi,  wel(^e  mit  ben  3  reellen  ©lementen  ABC  eben  je  einen  ni($t 
neutralen  SBurfbilben,  fonjungirt  imagin»  finb,  wieber  nacf)  yix.  189 1, 

218.  2lufgabe.  @^  folt  ber  Ouotient  2er  neutraler  Sföürfe 
ABOE  unb  ABCD  gefunben  werben.  2lud)  biefe  SÖfung  ergiebt  fid) 
unmittelbar  au^  ber  i)ortgen,  infoferne  bie  iel|ige  Slufgabe  mn  ber 
testen  blo|  babur(^  fid)  unterfd)eibet,  bag  bort  t)on  ber  ^ntjolution 
bie  beiben  ^aare  jugeorbnete  fünfte  AC.DDi  gegeben,  bagegen  E 
gefud)t  war,  t)ier  bagegen  bie  jugeorbneten  ^unften^aare  AC.BC 
gegeben  finb,  waljrenb  D^  gefui^t  ift. 

^ud)  ben  Segriff  be^  Quotienten  erweitern  wir  auf  h^n  gaö, 
ba|  bie  gegebenen  2ßürfe  ni(^t  neutral  finb. 

219.'  Sel)rf  afe.  ©inb  MN  AA^  BB^  6  fünfte  einer  Mnxm 
II  unb  f(^neiben  fi($  babei  AAi  unb  BBi  in  bem  fünfte  S,  fo 
ift  immer  ber  SBurf  im  ©tra^lenbüf(^el  S  (MANB)  gleid)  bem  ^ro= 
bufte  ber  beiben  in  ber  Äuroe  entl^altenen  äöixrfe  MANB  unb 
unb  MAiNBi,  wobei  unter  bem  äßertl)  be§  aSurfe^  einer  RnxH 
ber  SBertl^  irgenb  eine^  ibm  :perf^e!t.  Sffiurfe^  eine^  ®tral^lenbüfd)el^ 
in  i)erftel)en.  ©enn  betrad^tet  man  bie  ®d)nitte  biefer  fraglii^en 
aßürfe  mit  ber  ©eraben  MN,  fo  jeigt  bie  gig.  60,  ba^  ber  SSurf 
S(MANB)  im  ®tral)lenböf(^el  S  gleich  ift  bem  Sßurfe  MA^NB^ 
ber  SBurf  ber  ^uroe  MANB  glei(^  bem  Söurfe  MAgNC  (al^ 
®(^nitt  be^  ^)erf^eft.  Süfd)ete  Aj)  unb  ber  SBurf  MAiNB  in  ber 
^ur^e  gleid)  bem  äBurfe  MCNBo  afö  ©i^nitt  be^  :perf))eEt.  m- 


*)  Sßir  nennen  ruintlid)  fnr^^  einen  Sßnvf  ein  ^Irobtift  eine  @nmme  eine 
^oten^i  K.  2er  gegel&ener  SSütfe  nennen,  n^enn  fein  SSertl;  glei(^  bem  ^robnfte 
bet;  <^umme  ^oteng  ic.  ber  SßevU^e  ber  gegel^enen  ^ürfe  ift. 
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fc^el^  B.    3lad)  ^x.  217  tft  aber  immer  (MA^NC)  .  (MCNAg)  = 
MA2NB2  n).  ä.  b.  tx). 

3uja^.  Sftüäen  A  unb  Ai,  unb  eBeujo  B  unb  Bj  unenb^ 
ti(^  nal)e  an  etnanber,  fo  geilen  bie  ®el)nen  AAi  unb  BB^  in  bie 
Tangenten  ükr  unb  man  ^at  gig.  61  SCMANB)  zuCMANBj^- 
CAMBNj^^SCAMBN),  unb  ebenjo  Ijat  man,  tt^enn  Si  ber©d)nitt^ 
^unft  ber  Mben  Tangenten  in  Mu,Ni[t  St(AMBN)  =  (AMBNy^ 
=(MANB32=S,  (MANB)  baI}eriftnoc^  SCMANB)  =  Si(MANB), 

220»  21  uf gäbe,  ©^  foUen  bie  üerfi^iebenen  ganzen  ^otem 
im  eine^  neutralen  äßurfe^  ABCD  gefu(f)t  tx>erben, 

SUtac^t  man  na(^  einanber  bie  i^erji^iebenen  SBürfe  ADCDg 
AÜ2CD3  AD3CD4  AD4CD5  alle  bem  gegebenen  ABCD  gleid),  fo 
erl)ält  man  ABCD  .  ADCD2  =  (ABCD)2  =  ABCDo.  gerner 
ABCD2  .  AD2CD3  =  (ABCDjs  =  ABCD3,  ebenjo  i[t  ABCD3 . 
AD3CD4  =  (ABCD)4  =  ABCD4  etc. 

SSir  ertDeitern  nun  anä)  ben  Segriff  ber  ^otenj  für  ben  gall, 
baf3  bie  SBürfe  nid)t  neutral  [inb ,  ti^enn  nur  D2D3  etc.  auf  bie 
angegebene  2Beife  gefunben  tt)erben. 

*  221.  Stuf  gäbe,    (ä^  foE  bie  Quabratmrael  ABCD^  eine^ 
neutraten  Sffiurfe^  ABCD  gefu($t  t^erben. 

(Sott  ABCD  =  ABCDi.ABCDi  fein,  fo  mufe  D^  ber  33e^ 
bingung  entfpred)en,  bafe- ABCDi=ADiCD  fei,  benn  in  biefem 
gälte  ift  ti^ir!tid)  ABCD^  .  AD.CD  =  ABCD.  &  mufe  atfo  fein 
AC.BD.DxDi  eine  3nt)olution.  3n  ^Betreff  ber  3lealität  i)on  bem 
gefüllten  D^  ^at  man  nun  2  gätte  ju  unterfd)eiben,  nämlid^  ift 
ABCD  ein  orbentlid)er  Sßurf,  in  tt?eld)em  galt  fein  SKertl)  negativ» 
ift  nac^  9lr.  12 ,  fo  erl)ält  man  für  Di  foniungirte  imagin.  SSertl)e, 
3ft  aber  ABCD  lein  orbentlic^er  SSurf,  alfo  fein  2Bertt)  ^ofitit), 
fo  erl)ält  man  immer  2  reelle  3Bertl}e  für  Dj^ ,  nämlid)  bie  beiben 
£)rbnung^elemente  ber  S^i^olution  AC.BD. 

ei}e  wir  baju  fc^reiten,  bie  3te  Sßurjel  allgemein  au^sujiel^en, 
fei  l)ier  nod)  nad)getDiefen,  tx)ie  bie  allgemeinen  O^egeln  für  ba^  Slb- 
biren,  ©ubtral)iren,  ?SJiulti:pliciren  zc,  t^k  fte  in  ber  Sllgebra  auf^ 
gefteüt  t^erben,  anä)  für  bie  ©eometrie  noc^  gelten. 

222.  fiel^rfafe,  ^n  einer  ©umme  i^on  beliebigen  äöürfen, 
bie  mx  ber  J?;ürje  toegen  burd)  bie  einzelnen  33ud)ftabenWWiW2.. . 
bejei^nen  ti^iotten,   läfet  fic%  bie  Orbnung,   in  ml^^x  abbirt  n^irb, 
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ganj  belte'&ig  annefinten,  ol)ne  bafe  im  ©nbtefultate  fid^  etwoiS  änbert. 
(gg  genügt  l)ier  offenbar ,  btefen  ©a^  für  2  unb  für  3  SBürfe  6ewie= 
fen  ju  laben,  b.  1. 1)  bafe  W + Wi  =  W^  +  W  unb  2)  (W  +  WO 
+  Wg  =:(Wi  +  Wo)  +  W.  SDafe  W  +  Wi  =  Wi  +  W  ergieW  ftc^ 
unmittelbar  barau«,  boß  in  ber  Snßolution,  ttsoburd)  oben  baä  S  be= 
ftimmt  tourbe,  bieOvbnungöon  D  unb  Di  einerlei  ift.  3ft  nun  ferner 
W + Wi = (ABCD)  +  (ABCDi)  t=  ABCP,  fo  mu^  auc^  CC .  DDi . 
AP  eine  ^nbolution  fein,  ebenfo  wenn  "Wi  +  Wa  =  (ABCDO + 
(ABCD2)=ABCQ,  fomufe  aut^  CO.DiDj.  AQ  eine Snüolution  fein, 
©oll  man  ju  einem  unb  bemfelben  (älement  gelangen,  wenn  man 
abbirt  ABCP  +  ABCDs  =  ABCR  unb  ABCQ  +  ABCD  =  ABCR, 
fo  mufe  offenbar  fowo^l  CC.PDa.AR  alä  au(|  CC.QD.Aß  eine 
^nbolution  fein,  b.^.  CC.PDa.QD  eine^nisolution  barfteCen.  ©aB 
biefeS  ber  gaff,  crgiebt  fic^  alfo:  weil  CCDD^-AP  eine  ^nbolu» 
tion ,  fo  ift  nad^  SUr.  29  CCDP  n  CCD^A  *),  ebenfo  erhält  man, 
ba^  CCD2Q  n  CCDiA,  alfo  ift  auc^  CCDP  n  CCD2Q;  barauä 
folgt  umgeJelirt,  ba^  CC.DQ.D2P  eine ^ntolution  ift. 

223.  2Bir  nennen  2  SBürfe  ABCD  unb  ABCDi  begfelben 
Slb^ciffenf^ftemä  entgegengefe^t,  wenn  fie  abbirt  0  geben,  ©er  SSurf, 
weld^er  im  SlbSciffenfi^ftem  ABC  ben  SBertl)  0  l}aben  foff,  ift  aber 
not^wenbig  ber  Sßurf  ABCA,  eg  muB  bal)er  fein  ABCD  +  ABCDj 
=:ABCA  b.  1^.  CC.AA.DDi  mu§  eine  ^oolution  fein,  2  5ßunfte 
DDi,  bie  bur^  A  unb  C  l)armonifc^  getrennt  finb,  geben  baljer  für 
iebeS  B  ein  «paar  folc^e  5ßuntte  ab,  für  we^e  ABCD  +  ABCD^ 
=  0{ft. 

3ufa|  1.  SJian  erhält  auä  einem  Söurfe  ABCD  ben  i^m 
entgegengefe^ten  ftetä  au(!^  baburc^,  wenn  man  ben  erften  mit  einem 
:§armonifc^en  SCßurf  multi^licirt.  ®enn  ift  A  D  C  Dg  ein  l^armoni= 
fi^erSöurf,  fo  ift  ABCD.  ADCDg^ABCDs  alfo  ift  AA . CC . DDg 
eine  ^nöolution,  b.  \  ABCD  unb  ABCD2  einanber  entgegengefe|t. 

Bufafe  2.  3ft  W=:(ABCD)  ein  beliebiger  2öurf,  bagegen 
Wi=:ABCDi  unb  W2=:ABCD2  entgegengefefete  Söürfe,  fo  ift 
immer  W  +  Wi = W  ~  W2  unb  umge!e|rt  W — Wi  =  W  +  Wg. 
SDenn  foll  ABCD+ABCDi=ABCS  fein,  fo  mu§  CC.DDi.AS 
eine  Snbolution,  alfo  CCSD  n  CCDjA  fein,    ©oll  ebenfo  ABCD— 


•)  Sßegen  bet  oJeu  ge6tou(^ten  SSej«(^nun8än)Mfe  f.  Kr.  29.  3uf. 
Ijifaff,  neu«e  Oeomeltie,  20 
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ABCD2=ABCS  fein,  fo  mufe  CC.SD2.AD  eine  ^i^olution  unb 
alfo  CCSD  TT  CCAD2  fein,  Sie  35orau§fefenng ,  ha^  bie  erfte 
Summe  unb  bie  2te  ©ifferenj  einanber  gleid^  b.  t),  ABCS  fei, 
fü^rt  ba^er  ju  ber  Sebingung  CCDiA  rt  CCADg  b.  l).  nad)  ^x,  28 
ju  ber  3^i)olutton  CC.AA.DiD^,  toa^  eben  gerabe  ba^  au^brüdft, 
bafe  ABCDi  unb  ABCD2  entgegengefe^t  feien. 

3ufa^  3,  §ierau!8  i[t  erfi(^tlt(^,  ba§  bie  Reiben  SBertl^e  ber 
Quabratourjel  eine§  neutraten  nid^t  orbentlic^en  Sßurfeö  fold^e  ent- 
gegengefe^ten  Sffiertl^e  l^aben  f,  ?tr,  221. 

224.  ^n  einem  ^robuft  i)on  mel^reren  SBürfen  ift  e^  in  23e= 
gug  auf  ba^  Dlefultat  ganj  einerlei,  in  tDeI(i)er  Orbnung  bie  ?iJtulti' 
^jjlifation  ber  einzelnen  SBürfe  t)orgenommen  tx>irb, 

2lU($  l^ier  genügt  e^  offenbar  ben^iefen  ju  f)aBen,  ba§  biefe^ 
bei  2  unb  bei  3  gaftoren  n){rfli(|  ber  gaH  fei.  ©afe  aberW.Wi 
=Wi.W  ergiebt  ftc^  barau^,  ba§  in  ber  S^i^olution  AC.DDi.BE 
tJ^oburc^  5yir.  217  ha^  ^robuft  ABCE  gefunben  tt^irb,  bie  Orbnung  ber 
jugeorbneten  (gtemente  D  unb  Di  DolHommen  gleii^giltig  ift.  ®a^ 
aber  (W. W^) .  W2  =  (Wi . W2)  W  ift,  ergiebt  fic^  alfo:  e^  fei 
WWiWg  entf^red^enb  =  ABCD  ABCDi  ÄBCDg,  atebann  fei 
W.Wi=ABCP  unb  alfo  AC.DDi.BP  eine  3nJ)olution,  ebenfo 
fei  Wi.W2  =  ABCQ  unb  alfo  AC.DiDg.BQ  eine  3ni)oIution, 
^ierau^  folgt  aber  nad)  3lx.  26  ä^nlic^  tok  in  3lv.  223  ACBDi  /r 
ACDP  unb  ACBDi  n  ACDgQ,  alfo  aud^  ACDP  n  ACD2Q, 
njorauig  umgefel^rt  folgt,  ba§  AC.QD.PD2  eine  ^nbolution  fein 
mu§.  ?Utulti))licirt  man  aber  nun  ABCP  mit  W2,  fo  erl^dlt  man 
alö  SRefultat  ABCR,  n^enn  AC.PDg.BR  eine  3nt)olution  ift,  unb 
multtplicirt  man  ABCQ  mit  ABCD  fo  erl^alt  man  ABCRi ,  wenn 
AC.QD.BRi  eine  3ni)olution  ift,  ba  aber  bie  ini^olut  Segiel^ung 
biefer  jule^t  genannten  inbolut.  geraben  ©ebilbe  toegen  ber  ^^bo- 
lution  AC.QD.PD2  biefelbe  ift,  fo  mn%  au(^  R  unb  Ri  pfam== 
men  fallen  vo.  j.  b.  tt>. 

225.  Wt  biefen  (Ba^txi  finb  nun  bie  gunbamentalfa^e  über 
bie  (Summen  unb  ^robulte  ertx)iefen,  unb  t^  laffen  ftc^  nun  aui^ 
benfelben  bie  einfac^ften  fernem  ®efe|e  aud)  für  ^otenjen  ^kxan^ 
ableiten,  tt)ie  biefe^  {a  aud^  in  ber  Sllgebra  gefc^iel^t,  tDir  begnügen 
un^  l^ier  in  Äürje  nod^  folgenbe  gormein  anjufül^ren. 

ga  ift  ftet0  m.(W  +  Wi)=m,W  +  m,Wi  tüte  biefeig  un^ 
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mittelbar  au^  5Rr.  222  folgt,  ebenfo  m  .(W— Wi)  =  m  W-^-mWi 
ba  man  ftatt  W — W^  ^kt^  naä^  9ir.  223  3uf .  2  f e^en  tarn  W  -f  Wg, 
mobet  W2  bem  Wi  entgegengefe|t  b.  ^,  =  (-— l).Wi  ift»  6^  tft 
(W.Wi)  «^=W.^Wi^  tüa^  unmittelbar   au^  SJlr.  224  folgt 

e^  tft^^=:(^)'";    ebenfo  tft  W^.W^=zW^+^  etc. 

n^obei  iebod^  ftet§  m  nnb  n  ganje  ^ai)Un  barftelten. 

Sßenben  toxx  un^g  nun  noc^  jur  2lui3jtel)ung  ber  Äubi!tx>urjcl. 

226,    (Sud)en  n^ir  juerft  bie  3te  Söurjel  t)on  1. 

©lg  tft  ganj  aUgemetn  für  neutrale  äöürfe  ftet^  (ACBD) . 
(ADBE).  (AEBC)  =  1, unb  ebenfo (ADBC).(ACBE).(AEBD)=L 
2Bie  ft(^  biefe!^  unmittelbar  aU  eine  ibentifc^e  ©leid^ung  l>erau6s^ 
ftettt,  mnn  man  ftatt  ber  3Bürfe  tl^re  äSertl^e  nad^  9^r.  9  t^trl^^ 
lid)  einfe^t,  ?!Jlad)t  man  nun  biefe  3  3Bertl)e  in  jebem  btefer  ^ro=^ 
bufte  einanber  gleii^ ,  fo  erl)ält  man  l}ieraui^  al^  Sebingung ,  ba§ 
ABCDE  TT  ABDEC  unb  bann  auc^  noä)  n  ABECP  fein  mufe, 
©^  fragt  fid^  nun  aber  no^,  ob  biefesS  toir!li($  möglich  ift  ©oH 
aber  biefe  2lrt  ber  ^jrojelt,  a3ejie:^ung  tt)ir!lic^  möglich  fein,  fo  mu§ 
m^  ?lr.  24  AB.CE.DD  ebenfo  AB.DE.CC  unb  AB.CD.EE 
je  eine  ^nijolution  fein.  Sejeic^nen  tt^ir  nun  mit  CiDiEi  bie  8 
fünfte  i)on  ber  23efc^affenl)ett,  ba§  CDCiE,  CDEDi,  CEiDE  3 
l)armonifc^e  SBürfe,  fo  muffen  bie  fünfte  AB  burc^  CCi,  DDi,  EEi 
l)armonifd)  getrennt  fein,  menn  bie  obige  2lrt  ber  ))roie!t  33egiel)ung 
mögli(^  fein  foH,  ba  aber  nad^  ^x.  34,  4)  CCi.DDi.EEi  immer 
eine  ^ni^olution  bilben,  fo  ift  biefeig  immer  unb  jtDar  offenbar  nur 
auf  1  beftimmte  2lrt  mogli(^,  infoferne  A  unb  B  al^  bie  beiben  Orb- 
nung!^elemente  biefer  ^nt^olution  erf(i)einen,  Umgefel)rt  ti^äl^lt  man 
biefe  beiben  Orbnung^^unlte  AB  ju  ben  3  ^unlten,  fo  ergiebt  fid^ 
burc^  einfa(^en  SJtücffi^lu^ ,  ba^  bann  immer  ABGDE  n  ABDEC 
n  ABECD  ift. 

2lu^  ber  Betrachtung  ber  beiben  ^armonifd£)en  unb  fomit  or=^ 
^znXXx^tyi  SBürfe  CDCiE  unb  CDEDi  ergiebt  fid^  unmittelbar, 
bafe  CCi  bur(i)  DDi  getrennt  finb,  toe^l)alb  bie  Orbnung^elemente  AB 
foniungirt  imagin.  tDerben.  W<m  fann  nun  aber  loerlangen,  ba§ 
ber  SBurf  ACBD  unb  ber  äßurf  ACBE,  t>on  benen  ber  erfte  einer 
ber  3  gleid^en  äöürfe  beig  obigen  Iften,  ber  2te  einer  ber  3  gleichen 
^ürfe  be^  obigen  2ten  ^robuJte^  ift,    in  einem  Slb^ciffenf^ftem 
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MNP  gegeben  feien,  ttjofcet  MNP  3  reelle  ^un!te  finb.  ©e^iel^t 
man  ater  ba6  gerabe  ©ebtlbe  MN  iprojelt,  jo  auf  ben  S^räger  t)on 
AB,  baB  ABC.  tf  MNP..,  fo  erhält  man  2  imagin.  ?ßun!te  QR,  fo 
bafe  MNPQR  tt  MNQRP  unb  babet  t[t  aÖBalb  ju  erlennen,  bafe 
fe^t  QR  loniungtrt  imagin,  finb,  tt)ie  eg  i)ori)er  AB  njar;  t^äre  bie^ 
fe^  ni(^t  ber  gaK,  unb  bejetd)neten  tt)ir  bie  ben  fünften  Q  nnb  R 
loniungirten  5ßun!te  burd)  S  nnb  T,  fo  wäre  MNPST  n  MNSTP 
na45yir.204,3uf-5  tt)eil  MNPQR  tt  MNQRP  unb  e^  tt^ürbe  ba^er 
ein  bo:p:peIte^  @i)ftem  bon  5  fünften  geben,  bem  biefe  (gigenf(i)aft 
|u!ommt,  tx)a^  nac^  bem  obigen  23ett)ei§  nicE)t  mßglidE)  ift. 

Unfer  obiger  »ett^ei^,  bafe  (ACBD).(ADBE).(AEBC)=1 
fei,  ftü^te  fi(^  barauf,  ba^  in  ben  ^^robu!ten,  bur^  tt^el(^e  biefe  3 
2BertI)e  bargefteUt  toerben,  bie  gattoren  im  3^^^^^  ^^^  5Renner 
ft(^  aöe  gegenfeitig  '^eben,  biefej^  33en)ei!8berfal)ren  ))a§t  bal)er  auf 
unfre  beiben  ©t)fteme  t)on  Söürfen  ni4)t  mel)r,  ba  feiner  ber  beiben 
gefunbenen  SSürfe  neutral  ift,  6^  mu§  bal)er  bie  ©iltigJeit  unfrei^ 
©a^eg  noc^  bireft  bett^iefen  iDerben.  %\i  aber  MNPQR  ^tt  MNQRP 
n  MNRPQ,  fo  ift  immer  MPNQ  .  MPNQ  =MPNQ  .  MQNR 
=  MPNR  biefe^  ift  aber  felbft  =  MQNP.  Sllfo  ti^irb  MPNQ. 
MPNQ  .  MPNQ  =  MPNP  =  1.  3luf  biefelbe  SBeife  tt)irb  ber  ^t^ 
tojei^  gefül)rt  für  ben  2ten  SBurf  MPNR  ober  MQNP. 

3ufa^.  ?[Rulti:pIic{rt  man  bie  oben;  gefunbenen  beiben  SBürfe, 
tt3eld)e  alfo  nebft  bem  SBurfe  Don  bem  2öertt)e  1  bie  einzigen  SBürfe 
barfteüen,  bie,  auf  bie  3te  ^oten^  ert)oben,  1  geben,  mit  —  1,  alfo 
mit  einem  l)armonif(^en  SBurfe,  fo  erplt  man  2  SBürfe,  bereu  3te 
5potens"^lift.  ®inb  MQNQi  unb  MRNRi  ie  ein  :^armonifd)er 
5ßurf,  fo  erhalt  man  alfo  für  bie  3ten  SBurjeln  Don  — 1  aufeer 
~  1  felbft  no^  MPNQi  unb  MPNR^. 

227.  ^ftnun,  um  einen  ©d^ritt  tDeiter  ju  t^un,  ABCD=W 
ein  neutraler  SBurf,  fo  !ann  man  nun  bie  Slufgabe  fid)  fteüen,  bie 
Sßürfe  ju  finben ,  bereu  3te  9ßotenj  bem  3ßert^e  Don  W  gleii^  ift. 
§ier  j^anbelt  e^  fid)  offenbar  nur  barum,  einen  neutralen  SBurf  ü 
ju  finben,  bem  bie  fragliche  (Sigenf($aft  jufommt,  benn  multi:plicirt 
man  biefen  nod)  mit  ben  beiben  toniungirten  imagin.  ^ubiltt^urjeln  Don 
1,  fo  l^at  man  bie  beiben  übrigen  Sßürfe  ber  Derlangten  @igenfc§aft. 

©oU  xmx  (ABCP)3  =  ABCD  fein,  fo  ift  bie  Slufgabe  offen^^ 
bar  geloft,  tDenn  ABCP^  burc^  einen  SBurf  au^gebrüdt  ift  Don  ber 


Hosted  by 


Google 


—    309    ~ 

^orm  APCD,  benn  e§  tft  bann  immer  ABCP3=  (ÄBCPp. 
(ABCP)  =  APCD.ABCP  =  ABCD.  Um  bieje^  3iel  ju  erreichen, 
nel^men  Xoxx  bie  9tr.  219  ju  §ilfe,  inbem  tt^ir  bie  SKürfe  biee  ?iJlal 
aliS  SSürfe  einer  Äuröe  II  betrachten,  ©^  ift  nämlid^  immer  f. 
gtg,62  (ABCP)^  =  S(ABCP);  joE  aber  ber  Sßurf  S(ABCP)  im 
®tral)IenBüf(i)el  S  ^roiett.  fein  bemSßurfe  AP  CD  in  einem  anbern 
@tral)lenbüjd)el  ober  in  einer  anbern  Änri^e,  fo  mu^  au(^  S(ABCP) 
projeft,  fein  bem  SSurfe  CDAP  in  bem  neuen  fraglichen  ©tra'^len^ 
Mfd)el  ober  in  ber  neuen  Äurtje,  beffen  ?iJlittel^un!t  ober  Präger 
uod^  toiE!ü^rli($  ift;  ):i^äl)len  \oix  ba!)er  B  ju  bem  ti^ilt!ü{)rli(^en 
^lyiittel^unft,  b,  I},  ma^en  n)ir  S(ABCP)  n  B(CDAP),  fo  ift  f. 
^^ig.  62  baburd)  ein  ©^nitt^unft  P  ber  beiben  Äuri^en  beftimmt, 
bon  benen  bie  eine  bie  gegebene  K,  bie  anbere  burc^  bie  ))roj;e!t 
@tral>lenbüfd)el  S(ABC..)  jt  B(CDA.O  beftimmt  ift,  benn  biefe 
beiben  Äuröen  %(x\)tn  ben  ^un!t  B  gemein  ol^ne  in  i^m  ]x&)  ju  be- 
rüf)rett,  muffen  bat)er  notl^tüenbig  nod)  einen  ^un!t  gemein  {)aben. 

3uf  a|.  SDie  Slupfung  bleibt  i)olI!ommen  ungeänbert,  tx^enn 
bie  beiben  fünfte  A  unb  C  !oniungirt  imagin.  n^erben  ober  ftnb, 
benn  1)  bleibt  bie  )5roie!t.  SSejie'^ung  ber  beiben  ®trablenbüf(^el 
S  (ABC.)  n  B(CDA..)  eine  reeE  ^roie!t,  bie  neue  Äuri^e  unb 
fomit  P  tüirb  alfo  reett,  unb  2)  gilt  ber  <8a^  in  ?tr.  219  nii^t 
bIo§  für  reelle  ©lemente,  fonbern  aud)  in  unfrer  ^iefigen  SSorau^^ 
fe^ung,  tx>orau^  bie  9ftic^tigfeit  ftd)  o§ne  tt^eitere^  ergiebt* 

©uc^t  man  nwn  in  K  bie  fünfte  PjP2 ,  fo  baß  ACPP1P2 
n  ACP1P2P,  fö  ift  na(^  mx.  226  (APCPJs  =  (APCPs)^  =  1 
unb  e^  ftnb  alfo  bie  2  anberen  3ten  SSSurjeln  bon  ABCD  ABCP, 
APCPi=ABCPi  unb  bann  nod)  ABCP.APCP2=ABCP2. 

228.  3ft  enblid)  ber  gegebene  SBurf  W  !ein  neutraler,  fo 
fül)rt  man  biefen  gatt  auf  folgenbe  aSeife  auf  ben  fo  eben  be^an= 
belten  imM,  toobet  tt)ir  toieber  ti^ie  in  3^r,205B  bloß  ber  ainfd^au^ 
liiJ^feit  ttjegen  in  ber  l)iel^er  geljörigen  ^igur  63  ftatt  ber  imagin. 
(Slemente  AC  etc.  reelle  angenommen  l^aben. 

©ig  feien  AC  2  Joniungirte  imagin.  fünfte  ber  reellen  ©era^ 
benn;  man  nel^me  ferner  auf  einer  2ten  reeUen  ©eraben  m,  tDeli^e 
bie  ©erabe  n  im  fünfte  N  fc^neibet,  bie  2  reellen  fünfte  MS  an, 
fo  giebt  e^  einen  reeUen  "^uxitX  D  oon  ber  Sefd)affen^eit ,  baß  ber 
Sßurf  A(SMND)  bem  gegebenen  SSurfe  W  glei(^  ift.    (S^  giebt 
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nun  1  reellen  ^egelf(f)nttt  K,  ber  ^on  ben  beiben  foniungirten  tma- 
gin.  ©trauten  SÄ  unb  SB  in  ben  bciben  foniungirten  imagin,  fünf- 
ten AB  berührt  n^trb,  unb  ber  bur($  ben  ree'ffen  ^un!t  D  get)t, 
trie  aug  9tr.  190  folgt,  unb  biefer  Äegel|(^nttt  tt)trb  t)on  ber 
©eraben  m  in  2  reellen  fünften  gefd)nitten,  ba  ber  .^un!t  S,  burd^ 
njel(f)en  biefe  ©erabe  ge{)t,  ate  ^ol  i)on  AB  inneri)alb  ber  Äuri)e 
liegen  mu§,  B  fei  ber  eine  biefer  beiben  reeöen  ©d)nitt;punfte. 
5yiun  giebt  t§  in  m  nad)  )Rx,  227  einen  reellen  ^un!t  ß,  fo  ba§ 
SRNB3  =  SMNB;  ebenfo  gieW  e^  nad)  ?ir.  227,  ^ufafe  in  ber 
reellen  Ätobe  II K  3  fünfte  PPtPs,  fo  baß  (ABCP)3=:(ABCPi)3 
rz:(ABCP2)3=ABCD.  Sern  ^robufte  biefer  beiben  SKürfe  !ommt 
aber  nun  bie  i)erlangte ©genfd)aft  ju,  baß  (SRNB)3.(ABOP)3=W 
ift,  benn  brüät  man  ben  SSurf  AB  CD  in  K  bur(^  einen  Söurf 
bea  ^erfpeft.  ©tra{)lenbüf(^el^  A,  alfo  burd)  A(ABCD)  au^,  fo  ift 
AA  ibenttfc^  mit  AS  unb  AC  ibentifc^  mit  AN,  fo  bafe  man  l^at 
(ABCD)=:A(SBND),  unb  fe^t  man  ftatt  be^  Sffiurfe^  SMNB  in 
ber  ©eraben  m  ben  ))erf))elt.  äöurf  A(SMNB)  be^  a3üf(^el6  A,  fo 
n?irb  (SRNBp  .  (ABCP)3=  SMNB  .  ABCD  =  A  (SMNB). 
A  (SBND)=  A(SMND)=W. 

229.  ®en  f))ecifif(^en  Unterfd^teb  jn)ifd^en  reellen  unb  ima= 
gin.  (Stementen  ber  geometrif($en  @runb^  unb  ©lementargebilbe, 
aufgehoben  ju  ^aben,  unb  ba^  ^^aginäre  in  ha^  ©t)ftem  ber  ©eo- 
metrie  organif($  eingefügt  ju  l)aben,  ift  an  unb  für  fi($  t)on  Ijo^em 
n)iffenf(|aftli(j&en  ,3^tereffe  für  bie  ©eometrie;  bo($  fott  l)ier  nod^ 
einmal  befonberiS  auf  einen  ^unft  aufmerffam  gemalt  ttjerben,  tuet 
(^er  üt  :pra!tif(^e  SBic^tigteit  biefer  ©rrungenfcfeaft  bei  Unterführung 
geometrifd)er  ©ebilbe  beutlid)  ^ov  Singen  \n^xt 

Slöe  ©ätje,  bei  benen,  fei  e§  in  ber  aSoraui^fe^ung  fei  e^  in 
ber  23eirau:ptung,  ©röfeen  jum  SSorfi^ein  fommen,  'oon  benen  Je  2 
burd^  ein  ^aar  fonjungirte  erfe^t  n^erben  fönnen,  verfielen  bi^l)er 
in  oerfc^iebene  ©ä^e,  beren  ieber  für  fi^^  ben)iefen  n)erben  mußte/ 
inbem  ber  gall,  in  tt)eld)em  bte  fraglid)en  ©lemente  reell  finb,  aU 
toefentlid)  oerfd^ieben  erfd)ien  t)on  h^m,  in  tDeld^em  biefelben  imagin. 
tDurben.  aSon  nun  an  ijat  man  in  allen  biefen  ^aUtn  nur  einen 
©afe  \)or  fid^,  Don  bem  ^^  genügt  ben  33en^ei!8  unter  SSorau^fe^ung 
lauter  reeller  ©lemente  geführt  ju  ^aben ,  nur  ift  immer  nod^  ber 
%aü  be^  Uebergang^  ber  imagin.  Elemente  in  reelle  b.  l),  ber  gaö 
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in  tt>el(^em  2  foniungirte  Elemente  ober  2  reelle  Elemente  in  je  1 
reeHei^  jufammenfallen  al^  ©ren^fall  immer  noi)  bejonberig  ju  be^ 
trad^ten, 

Sßir  i)alm  in  ben  bi^I)erigen  @nttt)i(Jlungen  fd)on  Derfi^iebene 
))xti)tx  geprige  3Seif:piele  gel^abt,  unb  ti^erben  in  bem  tt^eiteren  9Ser= 
lauf  no($  mel}r  ert)alten,  ^^  foK  ^ier  nur  no($  auf  einesS  ^uxMux^ 
wiefen  tuerben,  bei  tx)el($em  t^ir  uni3  auf  bie  nun  iJoHenbete  Sel)re 
bei8  S^aginären  in  ber  ©eometrie  belogen:  ^n  ytv.  121  tüurben 
ber  geometrif($en  SSetrad^tung  2  ©benen  untertDorfen,  ttjelc^e  mit 
eine  rÄegel^  ober  SRegelftäc^e  biefelben  2  reellen  fünfte  gemein  l)atten, 
unb  für  ben  gaK,  bafe  bie  beiben  (Sbtmn  \xä)  in  einer  ©eraben 
fd^nitten,  tr>el(^e  mit  ber  gläc^e  feinen  ^unft  gemein  mtzn,  barauf 
l^ingetüiefen,  ba§  na($  @infül^rung  ber  imagin,  (Slemente  bie  beiben 
gaGe  auf  einen  fi(^  rebuciren  tniirben,  bafe  biefe^  ri(^tig,  gel)t  für 
nn^  ie^t  barauf  Ijertior,  ha%  beibe  ©benen  bie  beiben  lonjungirten 
imag.  @c^nitt))un!te  il^rer  ©d^nittlinie  mit  ber  ^läd^e  gemein  l^aben. 
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©ittlcitttttg* 

(£I)e  toir  jur  3lnn)enbung  ber  neueren  ©eometrle  auf  bie 
Unterfui^ung  ber  aGgemeinen  SagenDerl^ältniffe  gecmetrifc^er  ©ebilbe 
ubzxQti)tn,  \oVizn  nun  ijitv  no($  etne^t^etl^  btetenigen  gunbamentafc 
jä^e  ber  neueren  ©eometrte,  auf  njel^e  ft^  bie  nai^folgenben  @nt 
tniÄungen  l^au:ptfäd)Ii(^  ftüfeen,  in  Äürje  jujammengeftellt  unb 
anbrerfeitö  einige  fünfte  naiver  bef:pro(^en  unb  einige  neue  Sejeii^- 
nungen  eingeführt  U)erben,  auf  bie  toix  im  SSerlaufe  unfrer  5ln' 
ti?enbungen  jurütffommen  muffen. 

la.  &  feien  bie  geraben  ©ebilbe  p  [ab  c. . »]  unb  pi  [ai^iq . .  J 
iprojeü.;  nimmt  man  nun  t>on  einem  fünfte  a  beiS  geraben  ©etit 
be^  p  ben  ©c^ein  be^  geraben  ©ebilbe^  pi  unb  au^  bem  entf^pre- 
(^enben  fünfte  ai  lüon  pi  ben  ©(i)ein  ht^  geraben  ®tbilU^  p,  fo 
eri)alt  man  2  :perf:peft, ©tra^lenMfi^el  a[aibiCi.».]  tu  ai  [abc...], 
bereu  :perf:pelt,  2l)i:e  biefel6e  Bleibt,  tt)el(^ei3  entf))re(I)enbe  fünften- 
!paar  man  au(^  für  a  unb  Oi  ti^äl^Ien  mag, 

Sie  2l):e  ber  :perf:pe!t»  Sejiel^ung  mn^  nämlic^  offenbar  ftet^ 
burd^  biejenigen  beiben  fünfte  tjon  p  unb  pi  gel)en,  wlä^t  bem 
©i^nitt:punfte  ppi  entf:prec^en. 

Ib.  (giS  feien  bie  ©tral)lenbüfc^el  P  [abc. . ,]  u. Pi  [aibiCi . . .] 
:proj;e!t.;  nimmt  man  nun  auf  einem  ©tra^l  a  bes^  erften  ben 
(Scf)nitt  be^  2ten  S3üf(i)el^  unb  auf  bem  entf:pre(^enben  Stral^l?  a^ 
\)on  Pi  ben  ©i^nitt  be^  erften  3dn\ä)eU,  fo  erl^ält  man  2  :perf:peÖ. 
gerabe  ©ebilbe  a[aibiCi...]  n  a^  [abc...],  bereu  Zentrum  ber 
:perf:peft  Bejiel^ung  ba^^felbe  bleibt,  toel(^e^  entf:pre(^eube  ©tra!^len= 
:paar  man  auä)  für  aa^  iijäl)len  mag. 

^faff,  neuere  Geometrie,  II.  * 
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2a,  Sft  K  ber  Srager  2er  iproielt  ^urt)en  II  K  [atc,..] 
unb  K  [aibiCi,;.],  unb  nimmt  man  au^  einem  fünfte  a  be^  Iften 
Äuri)enc5et)ilbe§  ben  Schein  be^  2ten  unb  bann  au§  bem  entf:pred)en' 
ben  5ßun!te  ai  be^  2ten  ben  @(f)ein  be;^  Iften,  |o  erhält  man  2 
^zx\^ztt  <5tra:^lenbüfc^el,  beren  :perj:pe!t,  3l^e  für  aCe  entfprei^en- 
ben  ?ßunften:paare  burd)  bie  entf:pred)enb  gemeinjamen  fünfte  ber 
Reiben  Äurt»enöe6ilbe  fiprt  ift» 

2b,  Setrac^tet  man  unter  berfelben  25orau^je^ung  ben 
@(^nitt  ber  ©tral)lenelemente  bejS  2ten  ÄurDengebilbe^  mit  einem 
©traljle  a  be^  erften  unb  ebenfo  ben  ©(^nitt  ber  ©trablenelemente 
beiS  erften  Äurt)engebilbe)^  mit  bem  entf:pre($enben  ®tra{)Ie  ai  be^ 
2ten,  fo  erl^ält  man  baburd)  2  :perf:pe!t,  gerabe  ©ebilbe,  beren  :per:^ 
\'^dt  (Zentrum  für  alle  entf:pred)enben  ©tra^lenipaare  bur(^  ben 
©i^nitt  ber  entf:pred)enb  gemeinfamen  ®trat)tenelemente  ber  Reiben 
^röengebilbe  fi^cirt  ift, 

Suf.  ber  @a^  2  unb  ber  ®a^  1  finb  2lU!8brüde  bei^feffien 
@a^e^  für  Sinien  II,  ti:)enn  man  unter  ginien  II  ben  Inbegriff 
eineiS  ^aare^  Don  ©eraben  ober  einer  Äuri^e  II,  ober  dm^  ^aare^ 
t)on  ©tral^lenbüfi^eln  ober  eine^  ®tral§Ienbüf(^el^  II  i^erftel^t. 

3a,  2  ^roieÖ,  gerabe  ©ebilbe  p  unb  pi  erzeugen  burd^  bie 
SSerbinbung^linien  entf^^rec^enber  fünfte  einen  ©tral^Ienbüfd^el  I 
ober  eine  ^m^t  II,  bie  bie  beiben  S:räger  in  benjenigen  fünften 
berül^rt,  toeld)e  bem  (S(^nitt:pun!te  ppi  entf:pre(^en. 

3b,  2  pxoiztt  ®tra:^Ienbüf(^el  I  P  unb  Pi  erzeugen  eine 
©erabe  (2  ©erabe)  ober  eine  Äuroe  11,  bie  in  ben  beiben  SDIittel- 
:punlten  P  unb  Pi  biejenigen  2  ©trauten  berül^rt ,  toeld)e  bem  ge= 
meinfamen  @tra£)le  PPi  entf:pre(^en, 

4a,  2  :proie!t.  ^uri^en  II  berfelben  S^rageri^  erzeugen  burd^ 
bie  SSerbtnbung^linien  entf:pre(^enber  fünfte  enttoeber  einen  ®tra^^ 
lenbüfc^el  I  ober  eine  Äuroe  II, 

3m  Iften  galle  finb  bie  Äuroen  int>olut.  unb  lönnen  aU 
entf:prec^enbe  ©ebilbe  2er  inoolut,  ebener  ©etoebe  betrat^tet  toerben, 
im  2ten  gaE  berül^rt  bie  neue  Äuroe  bie  alte  in  ben  entf))red^enb 
gemeinfamen  (Slementen  ber  beiben  projeft,  Äurtengebilbe, 

4b,  2  pxo\dt  ©tra^tenbüfd)el  11  berfelben  Zxao,tx^  erjeu=: 
gen  bur($  bie  ©(^nittpunlte  entf))re(^enber  ©trauten  ein  gerabeig 
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©ebltbc,  im  gaße  fie  ini^olut.  finb,  ober  eine  Äurbe  11,  ml^t  bie 
erfte  in  ben  entj^red)enb  gemeinfamen  5ßun!ten  h^xui)xt 

3nf.  2tu(^  Don  3  unb  4  i[t  baöfelk  ju  jagen  Säetreff  i^rer 
ßnfamntengel^örigleit  toie  oon  1  nnb  2. 

5a  n,  b.  Siegen  bie  3  $aare  oon  (Sdpmtkn  2er  ©reiedfe  auf 

3  @tra{)len  eine^  ©tra^lenbüft^el^ ,  fo  fd)neiben  \xä)  bie  3  5ßaare 
t>on  ©egenfeiten  in  3  fünften  einer  ©eraben  unb  umge!et)rt. 

6a.  2öir  nennen,  toie  bi^^er  bie  3  ®d)nitt:pun!te  ber  3  ^aar 
©egenfeiten  eineg  ooIl[tänbigen  4  (Sä^ ,  bie  (gtf en  be§  jum  4  (gcE 
gel^örigen  ^olbreiedi^  unb  jtoar  iooEen  toir  Jebe^  (Sä  ju  ben- 
jenigen  Seiten  bei3  4  (£tf6  gehörig  nennen,  ttjelc^e  in  if)mfi(^  fd^nei* 
ben.  3^^^^  ®^  ^^^  ^olbreiecf^  ift  i)on  feiner  ©egenfeite  burd^ 
jebeig  5Paar  ni(i)t  ju  il)nT  gel^öriger  ©egenfeiten  f)armonifd&  getrennt» 

6b»  Söir  nennen,  toie  bii^l^er  bie  3  aSerbinbungj^tinien  ber  3 
^aax  ©egen))unÖe  eine^g  ooKftänbigen  4  ®eit^  bie  ©eiten  beig  ju 
bemfelben  geprigen  ^olarbreietfi^ ,  bocf)  tr>erben  tt>ir  i)on  nun  an 
für  biefelkn  au^  ben  5Ramen  diagonalen  be^  ooHftänbigen  4 
®eit^  gebrauchen,  unb  toir  fagen  babei  eine  Seite  be^  ^olarbreietf^ 
ober  eine  ^Diagonale  gebore  ju  ben  auf  i^x  liegenben  ©(Jen  be^ 

4  ©eit^.  ^eht  ber  3  ©iagonalen  eine^  oollftänbigen  4  @eit^  ift 
i)on  bem  ©c^nitt:punlte  ber  beiben  übrigen  burd)  bie  beiben  ^aare 
ber  nt(^t  ju  il)m  gel)örigen  ©egeneden  i)armonifc^  getrennt» 

7a»  ^ebei8  ©(f  be^  ju  einem  4  ©de  geprigen  ^olbreied^ 
ift  i)on  feiner  ©egenfeite  bur(^  jebe  ^nxu  II,  n)elc^e  bem  4  ©d 
umfi^rieben  ift,  ]^armomf(^  getrennt,  unb  alfo  j;ebem  ber  beiben 
übrigen  ©den  foniugirt» 

7b»  ^^he  diagonale  eine^  4  ©eit^  ift  oon  bem  ©d)nitt' 
^junfte  ber  beiben  übrigen  burc^  jebe  bem  4  ©eit  eingef($riebene 
Äuri^e  II  l^arnionifd^  getrennt. 

3uf»  3led)net  man  ba!§  ©^ftem  2er  geraber  ©ebilbe  ober 
2er  fünfte  resp.  aller  burc6  fie  gel£)enben  ©trauten  mit  unter  Äur^ 
oen  II  ober  ©tral}lenbüf(^el  II,  fo  ertDeifen  fid)  tDieberum  6  unb  7 
al^  befonbere  gäüe  eine^  allgemeiner  ju  faffenben  ©a^e^. 

8a»  $Die  3  ^aar  ©egenfeiten  eine^  i^oUftänbigen  4  ©d^ 
fd^neiben  jebe  ©erabe,  bie  burc^  leinen  ber  4  ^un!te  gel^t,  in  3 
^aar  jugeorbneten  5punlten  einer  ^noolution. 

8b»    Sie  3  $aar  ©egenpunfte  eine^  t>oIIftänbigen  4  ©eit^ 

1* 
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geben  mit  iebem  ^unlte ,  ber  auf  feiner  ®eite  bei^fetten  liegt, 
3  ^aav  jugeorbnete  ©trauten  einer  3nt)olution. 

9a.  Slöe  Äuri)en  II,  ti?el(i)e  betnjelBen  4  (gtf  nmfd)rieben 
finb,  f(^neiben  eine  ©erabe,  bie  burc^  fein  @(f  gel^t,  in  jugeorbneten 
^unftenJpaaren  einer  3^t)olution,  in  triel(^er  auc^  bie  ©d^nitt^unfte 
ber  3  gjaar  ©egenfeiten  be^  4  gtf^  jugeorbnete  Elemente  bar^ 
fteöen. 

9b.  Slöe  ^nri^en  II,  ttjeld^e  bemfetten  4  ©ett  eingefc^rieben 
ftnb,  Beftimnten  mit  jebem  fünfte,  ber  auf  feiner  Seite  be^felben 
liegt,  ein  S!angenten:paar,  ba^  ein  ^aar  jugeorbneter  ©tral^len  etne^ 
ini^olut.  ©tra^lent)üfd)el^  barfteEt,  in  bem  aui^  bie  ©tral)len  nad^ 
iebem  ^aar  ©egeneäen  be^  4  @eit^  einanber  jugeorbnet  finb. 

3nf,  L  (gi§  leuchtet  ein,  ba§  unter  ber  jc^on  ju  2»,  4.  unb  6, 
im  3^1»  betgefügten  SSorau)^fe^ung  ber  @afe  8.  in  bem  9.  mfi)alUn  i% 

3uf.  2.  S)er  @a|  9,  gilt  anä)  noc^,  tüenn  2  ober  je  2  ober 
3  ober  4  Elemente  be^  4  (Sdß  ober  4  @eit^  in  je  1  jufammen- 
faKen. 

3uf.  3,  e^  fommt  in  unfrer  ttieiteren  ©nttDidflung  üor,  bafe 
fammtlid)e  Äur\)en  bie  bur(^  4  fünfte  gel)en,  ober  bnrd^  3  fünfte 
ge^en  unh  in  1  eine  ©erabe  berühren  ic.  ober  aKeÄuri^en,  bie  4®erabe, 
ober  3  ©erabe  unb  barunter  bie  eine  in  einem  beftimmten  ^unft  be= 
rühren  k.,  in  a3etra(^t  gebogen  toerben  joHen;  toir  füf)ren  ^iefür  ber 
Äurje  toegen  eine  eigene  SSejeid^nung  ein:  inbem  loir  oon  bem 
Äuri)enj#em  ABCD  ober  AABC  ober  A ABB  ober  AA AB 2c, 
f:pred)en,  eine  Bezeichnung,  bie  au^  ber  S5ergletd)ung  oon  I  %'i),  48  ol^ne 
toeitereia  oerftänblid^  fein  toirb,  ©benfo  tft  too^l  oon  felbft  flar, 
Voa^  unter  h^m  Äurt>enf^ftem  ber  ©eraben  ab  cd  ober  aabc  ober 
aabb  ober  aaab  zc.  ju  \)erfte^en  ift, 

10a,  ©d)neiben  fi(^  bie  beiben  Siangenten  AA  BB  einer 
Äuroe  II  in  bem  fünfte  P,  jo  bilben  ie  2  @($nitt:punfte  MM^ 
eine^  ©tra^le^  oon  P  mit  ber  Äuroe  in  i^r  einen  l)armonij(^en 
SBurf  AMBMi,  benn  e^  tft  A  [MBMiP],  m^  tbentifc^  ift  mit 
A[MBMiA],  nac^  I  %^.  100  3uf.  ein  l)armonif(^er  SKurf. 

10b,  5Der  bem  10a,  reci^rofe  ©a^  fann  in  SSerbinbung  mit 
IZii.  61  alfo  aujggebrü(ft  toerben:  bie  4  Sangenten  in  4  l)armonif(^en 
fünften  einer  Äuroe  II  bilben  4  l^armonifd^e  ©tra^len  beig  bie 
^uroe  II  um^üUenben  ©tral}lenbüid)elig  II. 
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SDtefe  legten  Betbett  ©afee  kffen  ftd^  nac^  I.  Z^.  99  ttt  SSerbin- 
bung  mit  I.  ZI).  74  3)  auc^  noä)  in  folgenber  gorm  l^infteUen. 

IIa.  S^^'^t  ^^^  ^^^^  ^^^^^  ^un!t  P  in  ber  (gBene  einer 
Änr^e  II  ein  ^aar  ©erabe  a  unb  b,  ttjeli^e  bie  K  in  ben  4  fünf- 
ten AAi  nnb  BBi  fc^neiben,  fo  liegen  bie  ^on  P  t5erf(^iebenen  (gö en 
be^  gnm  4  ©(J  ÄßAiBi  gel^örigen  ^olbreietfiS  in  einer  feften 
©eraben  p,  bie  i)on  P  bnx<i)  \t  2  Änri^en^nnfte  t)armonij(^  ge^ 
trennt  ift.  [P  nnb  p  fann  man  aU  ^ol  nnb  polare  eine^a  bnrd^ 
K  beftimmten  ^olarf^ftemjg  ober  ate  Sni^olntion^centrnm  unb 
3ni)olutioni8a):e  eineö  bnr(^  K  unb  P  ober  K  unb  p  beftimmten 
ini)olut  ebnen  ©etoebe^  betra(^tenj 

IIb.  3i^^t  ^^^  ^^^  2  $un!ten  A  unb  B  einer  ©eraben  p 
in  ber  ©bene  einer  Äuri^e  II  K  2  2angen:paare  aai  unb  bb^  an  K,  jo 
fc^neiben  ftc^  bie  beiben  anbern  ©iagonaten  biefe^S  4  ©eit§  in  einem 
feften  fünfte  P,  ber  i)on  p  bur(^  je  2  Sangenten  ber  Äurije  l)ars 
monif(i)  getrennt  i[t.    [2lU(J)  ^ier  erj(i)einen  P  unb  p  aU  ^ol  unb 

^Polare  ober  ate  S^^^'^^^^^^^^'^^^^^^i^^  ^^^^  '^^^  ^^  ^^H  ^^f  KJ 
3uf.    ©^  ift  o!)ne  toeiteresg  ju  erfei)en,   ba§  ber  ®a^  IIa 

aud)  nod)  für  ein  ©^ftem  2er  ©eraben  unb  IIb  für  ein  ©Aftern 

2er  ^nntU  h.  fj.  ©trai)lcnbüf(^el  :pa§t 

12a.    ©ie  lonjugirten  ^un!ten:paare  eimß  geraben  ©ebilbe^, 

ba^  ftd^  in  einem  ^olarf^fteme  nic^t  felbft  !oniugirttft,  bilben  ju- 

georbnete  ^unften:paare  eine^S  ini^otut.  geraben  ©ebitbei^, 

12b.    Sie  lonjugirten  ©tral)len:paare  eine6  in  einem  ^olar^ 

f^ftem  ni(i)t  ftd)  felbft  lonlugirten  ^unfteig,  bilben  jugeorbnete  ©tral^^ 

lenipaare  eine^  int)olut.  Stral)lenbüfc^eK. 

13.  (gin  einer  Äurtje  II  eingefc^riebene^  4  (£ö  unb  ein  ber* 
felben  umfi^riebenei^  4  ©eit,  bie  in  bem  B^f^^^^^^^^^Ö  ft^'^ett, 
ba§  bie  @c!en  be^  erfteren  bie  a3erül}rung!8:punlte  ber  ©eiten  beö 
le^teren  finb,  jeigen  bie  ©igentpmlii^feit,  ba^  bie  3  SDiagonalen  be§ 
le^teren  jufammenfaGen  mit  \)en  3  ©eiten  bejg  ^olbreieöig  be^ 
erfteren. 

14.  3n  einem  intolut.  ©tra^lenbüfi^el  gtebt  e^  im  Sittgemeinen 
nur  1  $aar  jugeorbneter  auf  einanber  fenlred^ter  ©tral^len ,  tool^l 
aber  tann  ber  gatt  eintreten,  ba§  jebe^  ^aar  jugeorbneter  ©tral^^ 
len  eine^  fol(i)en  SSüfi^efö  auf  einanber  fen!rec^t  ftel)t;  bie  beiben 
33üf(^el,  bie  ben  int>olut  iBüf(^el  erzeugen,  finb  in  biefem  galle 
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!oTtgruettt,  unb  jeber  6tra!)I  ht^  einen  i)on  feinem  entfprec^enben 
©tral^l  um  90^  entfernt;  tetrac^tet  man  nun  (i^ergl.  I.  Z^.  100) 
ben  in^olut  (Stra^lenMf^el  be^  aftitteH^unft^  eine^  ^olarf^ftem^, 
ber  imi)  bie  foniugirten  S)urd)meffer  gebilbet  t^irb ,  fo  !ann  ber- 
felbe  etenfaüi^  biefe  befonbere  (Sigentpmlic^feit  jeigen,  ba^  alle 
feine  jugeorbneten  ©tra^lenJpaare  auf  einanber  fen!re(^t  ftel^en;  man 
nennt  bie  Orbnung^!uri)e  eineig  ber  2lrt  bef(^affenen 
^olarf^ftemig  einen  ^reii^  *).  S3etrad)tet  man  bie  ©(!^nitts 
!pun!te ,  U)el(^e  l^ienac^  ein  breiig  mit  ber  unenbli(^  fernen  ©eraben 
^at,  fo  ift  au^  I.  S:i},  182  erfic6tli(^,  1)  ba§  fie  lonjungirt  imagin. 
finb  unb  2)  ba§  aUe  Äreife  mit  ber  unenblicl)  fernen  ©eraben  bie- 
felben  2  @(!^nitt^un!te  :^aben.  3Kan  finbet  fie  nämlid^  aU  bie  Orb^ 
nung^elemente  berienigen  ^^öolution  auf  ber  unenbli(|  fernen  ©e^^ 
raben,  bereu  jugeorbnete  $un!ten:paare  je  burcl)  2  auf  einanber 
fen!re(J)te  (Strat)len  beftimmt  t^erben.  S)a  tt)ir  f^)äter  :^äufig  ge- 
rabe  biefe  2  unenblic^  fernen  Joniungirt  imagin.  fünfte  in  unfre 
ffietrad)tung  aufjunet)men  ©elegenl)eit  :^aben  tt)erben,  fo  tuoQen  tt)ir 
einen  befonbern  3^amen  bafür  einfut)ren,  inbem  tt?ir  fie  bie  belben 
91ormal^un!te  ber  @bene  nennen.  S)ie  beiben  Stangenten, 
n)el(^e  in  biefen  2  3^ormal:pun!ten  an  einen  Ärei^  fi(^  legen  laf- 
fen,  f($neiben  fic^  im  5iJlittel:punft  beig  ÄreifeiS  unb  2  foncentrif(^e 
Greife  berfelben  @bene  l)aben  ba^er  in  ben  beiben  9lormal:punÖen 
ber  (Sbene  eine  bo:p))elte  23erü^rung»  ^^'ocx  Ärei^^  l)at  fomit  un- 
enbUi^  t)iele  Sl^en. 

15,  3ln  biefe  3lx.  14  fc^Iie^t  fid)  nun  ganj  enge  eine  anbere 
23etra($tung  an,  bie  in  ber  golge  ni(^t  ttjeniger  l)äufig  Slnl^enbung 
ftnben  toirb.  Wlan  tann  fic^  nämlii^  bie  grage  ijorlegen,  tt^elc^e 
S^angenten  burd^  bie  9^ormaI:pun!te  an  eine  Äuri)e  II,  bie  fein 
^rei^  ift,  unb  alfo  bur(i)  feinen  biefer  beiben  ^nfte  gel^t,  fid^ 
legen  laffen,  unb  finbet  nun  folgenbe  9fiefultate:  1)  bei  ber  @lli^)fe 
unb  §^:perbel  mu§  e^  2  ^aare  fotd^er  Sangenten  geben,  bei  ber 
^Parabel,  bei  tx)eld^er  bie  Jiormal^punlte  auf  einer  Sangente  felbft 


*)  @^  o,kU  ballet  fttencje  c^enommen  aud^  itnagtn.  Steife,  bod^  §at 
Hxm  ^etra^tun^  tütxitx  feine  :^ta!ti|d^e  ^ibtniun^,  unb  e6  foH  ba^er  fiinftig 
biefer  ^ame  aud^  inmter  nur  bei  5pülatft)ftemen  mit  reellen  Orbnung^furöen 
gebrandet  tcerben. 
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liegen,  fann  e^  nur  1  fold^e^  S:angenten))aar  geben*  2)  ©a^  burd^ 
bie  geju(^ten  ^aare  i)on  Sangenten  bei  ber  eilt:pfe  unb  §i):perbel 
gebilbete  umfi^riebene  4  Seit  ^at  no(^  au§er  ben  ?lormal:pun!ten 
2  ^aare  i^on  ©egeneiJen,  i)on  benen  ba^  eine  ^aar  reell  ift,  in  jo 
ferne  bie  beiben  burc^  fie  get)enben  imagin»  Sangenten  foniungirt 
imagin.  finb,  n^ä^renb  bai^  anbere  imagin.  ift  nad)  L  Z'i).  186» 
S)iefe  2  reellen  ©egeneäen  nennt  man  bie  Srenn:pun!te  ber  eili:pfe 
nnb  §^:perbel  ©ben  fo  nennt  man  nun  au(^  bei  ber  Parabel  ben 
ebenfaH^  ftet^  reeßen  @(^nitt:pun!t  ber  beiben  bur(^  bie  3R:ormat 
:punfte  an  bie  Parabel  ju  jiel^enben  Sangenten  ben  Srenn^unft 
ber  Parabel  3)  S)ie  Srenn^punfte  Sonnen  blo§  auf  einer  2l):e 
einer  Äuri^e  II  liegen.  Senn  foE  F  ein  fold^er  23renn:punft  fein, 
fo  muffen  ie  2  fcniugirte  ©tral)len  i^on  F  nad)  ber  obigen  Defi- 
nition auf  einanber  fenlred^t  fein,  jiel)t  man  aber  i^on  F  einen 
©ur^meffer,  fo  ftel)t  nad^  14  nur  bann  ber  lonjugirte  S5ur(^meffer 
auf  il)m  fenfrec^t,  ttjenn  F  auf  einer  2l^e  liegt.  4)  Um  nun  bie 
Sage  bief er  a3renn^)un!te  auf  ben  Slren  felbft  gu  ermitteln,  lege  man 
burd)  ben  beliebigen  ^unlt  a  einer  2l):e  eine  ©erabe  a,  bie  mit  il^r 
leinen  rechten  2öin!el  bilbet,  legt  man  nun  bur(%  ben  ^ol  i)on  a 
eine  ©erabe  ai  fen!red)t  auf  a,  toeld)e  bie  2l):e  auf  ber  a  liegt  in 
bem  fünfte  ai  fd^neibet,  fo  1)ah^n  bie  fünfte  a  unb  ai  unb  jnjar 
gegen  feit  ig  bie  eigenfd)aft,  ba§  je  2  !oniugirte  ®tral)len  bief  er 
fünfte  auf  einanber  fenlre($t  ftet)en.  SDenn  e^S  ftel^en  au^er  a  unb 
ai  je  no(^  bie  beiben  ^aare  fonjugirter  ©tra^len  t?on  a  unb  ai,  bie 
ben  beiben  2l^en  :paraßel  finb  ober  resp.  mit  i^nen  jufammenfaüen, 
je  auf  einanber  fen!red)t,  alfo  3  $aare,  toefjtoegen  aße  ©tral)len  au 
einanber  f enlrei^t  ftel)en  muffen,  ba  bie  a3üfd)el  longruent  finb. 

©enit  man  fi(^  nun  einen  ^araHelftra^lenbüfd)el,  beffen 
©tral^len  alte  bie  S^ic^tung  ber  obigen  a  l)aben,  fo  bilbet  ba^  ©t)- 
ftem  ber  auf  il)nen  fen!red)ten  fonfugirten  (Stral)len  einen  2ten 
^arallelftral^lenbüfd)el,  beffen  3fti(^tung  bie  i)on  a^  ift.  ^ebe^  ^aar 
jufammengepriger  ©tra'^en  toie  a  unb  ai  bilben  bal)er  aU  ein 
^aar  !on{ugirter  Strahlen,  ein  $aar  entf^red)enber  ©tral}len  2er 
^xoi^tt  ©tral)lenbüfd)el ,  bal)er  bilben  aud)  ie  ein  $aar  (S(^nitt= 
:pun!te  eineia  foli^en  ^aare§  "om  jufammenge:^örigen  ®tral)len  mit 
ber  Slxe,  tüie  bag  obige  a  unb  ai,  je  ein  ^aar  entf:pre^enber  fünfte 
2er  ))roielt,  geraber  ©ebilbe  in  biefer  2l):e,  unb  ba,  t5)ie  oben  fd^on 
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bemertt,  a  unb  ai  ^ieBei  emanber  aBttjeti^felnb  etttf^3re(^en,  fo  fteßen 
btefe  betben  :prcj;e!t  geraben  ©eBttbe  in  ber  2I):e  ein  tni^olut.  gera^: 
ht^  ©ebilbe  bar,  5Dte  Orbnung^elemente  biefe)§  tntjolut.  geraben 
(gebtlbe^  ))Oibtn  aber  nun  offenbar  bie  bie  Srenn^un!te  c^arafterift:^ 
renbe  ©igenfc^aft,  ba^  iebem  ©tral^Ie  berfelben  ein  i^m  fen!re^ter 
®trai)l  fonjngirt  ift,  ber  burd)  benfelben  3ßun!t  ge^t, 

?iKan  überzeugt  fi(^  nun  leidet,  ha%  bei  ber  @IIi))fe  unb  §^- 
!perbel  immer  bie  eine  unb  nur  bie  eine  2l]ce  ein  $aar  SSrenn^punlte 
ent^^ätt,  benn  in  }eber  ber  beiben  2l^en  fteHt  ber  9Jtittel:puntt  unb 
ber  unenblid)  ferne  $un!t  ein  ^aar  jugeorbnete  3ßun!te  ber  in  ber 
Sixe   entt)altenen   ^nt^olution   bar,    beren   Orbnung^elemente   bie 
©renn!pun!te  finb;  betrad^tet  man  nun  aber  irgenb  ein  ^aar  Joniu- 
girier  auf  einanber  fenfre<^ter  ®tral)len,   fo  überzeugt  man   \xä) 
atebalb,  ba§  fie  bie  eine  2l^e  in  2  fünften  fd)neiben,  toelc^e  bur^ 
ben^l^ittel^unltunbbenunenblid)  fernen  $unft  bief  er  2l^e  getrennt  finb, 
bie  anbere  in  2  folc^en,  tijel(^e  bur(^  biefe  fünfte  ni(^t  getrennt  finb;  ba 
aber  auä)  biefe  2  fünfte  fold^  ein  ^aar  jugeorbnete  ^uncte  ber  txtoaijn^ 
ten  S^ijolution  barftetten,   fo  i)at  in  bem  Iften  gaüe  ba^  in^olut. 
gerabe  ©ebilbe  imagin.  im  2ten  reeüe  Orbnung^Selemente  tx),  j.  b.  tt>. 
33ei  ber  Parabel   bagegen  ergiebt  fid^  atebalb,  bafe  auf  ber 
einen  2lj:e  (f.  I.  Tt).  100)   immer  2  fol^e  Orbnungöelemente  e):i= 
füren,   ba§   aber  bai^on   ber   eine  in  ben  unenbli(^  fernen  ^un!t 
ber  2l):e  unb  ber  ?parabel  felbft  faßt,  ba  biefer  auf  feiner  polare 
liegt  unb  bal^er  fid)  felbft  Jonjugirt  ift,     5)  ^infid^tlidö  ber  Sage 
biefer  23renn:punfte  ergiebt  fi(^  X}ierau^  unmittelbar  folgenbe)^:   bie 
33renn!punlte  liegen  notl^n^enbig  innerl)alb  ber  Äuri^e  II,  in  fo  ferne 
ja  bie  burd)  fie  an  bie  Äuroe  ju  jiel^enben  S^angenten  je  ein  ?ßaar 
toniungirter  imagin»  ©eraber  barfteHen;  bei  ber  6lli))fe  unb  ^t)^ 
!perbel  |at  bie  eine  2l):e,  toix  nennen  fie  bei  ber  ©Ui^fe  bie  grofee 
bei  ber  ^'K)b^x)p^l  bie  reeGe,  2  fold)e  i8renn:punlte  F  unb  Fi,  bie 
gleich  ti)eit  i3om  ?iJlittel;punft  abftel)en,   in  fo  ferne  biefer  i)on  bem 
unenblic^  fernen  ^unlt  burd^  fie  l^armonifd)  getrennt  ift,  je  2  auf 
einanber  fen!re(^te  !onjugirte  ©erabe  f(^neiben  bie  gro^e  (ober  resp. 
reelle)  2lre  in  2  5ßun!ten  bie  burd^  F  unb  Fi  l)armonifd^  getrennt 
finb;  bei  ber  ^arabel  fd)neiben  2  auf  einanber  fen!red)te  fonjugirte 
©erabe  bie  Sljce  in  2  fünften  bie  gleich  toeit  oon  bem  einen  SSrenn- 
:pun!t  F  entfernt  ift,  ba  ber  anbere  a3renn:punft  in^  Unenblid)e 
gerüdtt  ift. 
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©te  polare  eme§  Srenn^)unlt6  liegt  ganj  au^erlalb  ber 
Äuröe  II,  unb  man  l§at  t§r  ber  pufigen  Stntt^enbungen  iuegen  eben« 
fällig  einen  Befonbern  Spanten  o,ZQ^btn,  fie  l^ei^t  näntli(^  bie  ju  tl^rem 
23renn^un!t  (al^  5ßoI)  gehörige  SDireürtj:* 

3uf.  L  STcan  lann  füglic^  ben  2  Tangenten  eine^  Srenn^ 
^junft^  F  einer  Äurbe  II,  ti^elc^e  burd^  bie  2  ?lormaI:pnnöe  ber 
©bene  geljen  unb  fonjungirt  intagin,  [inb ,  aud)  einen  befonbern 
3l(mtn  geben,  unb  fie  foGen  benn  mä^  im  i^^lgenben  ein  ^aar 
5ftormalftraI)Ien  be^  '^nntt^^  F  I)ei§en, 

3uf.  2.  ©a  ber  Ärei)3  burd^  bie  beiben  2^ormal:punfte  fei- 
ner @bene  felbft  ge^^t,  fo  i)at  er  ebenfaE^  nur  2  Stangenten  bie 
burc^  bie  3^ormaI^)unIte  gelten  unb  fonjungirt  imagin.  finb,  fie 
fd^neiben  fid^  im  2RitteI:punft  be^  Äreife^ ,  man  fann  ba^er  fagen, 
bie  beiben  SSrenn^punöe  eine;^  ÄreifeiS  faGen  im  ?iJltttel:pun!te  in 
1  $un!te  jufammen,  in  bem  fid)  aße  bie  unenblic^  i^ielen  2l):en,  bie 
ein  Ärei^  I)at,  f(i)neiben  14. 

16.  §at  man  2  foncentrifd^e  ©tra!)lenbüf(^el  M,  bereu 
iprojelt.  23ejie^ung  in  ben  befonbern  gall  ber  Äongrueng  übergegan- 
gen  ift,  unb  fud^t  man  ganj  nac^  ber  S5orf(^rift  i)on  I.  Z^.  %r,  30 
bie  entfpred)enb  gemeinfamen  ©tra^lenelemente  berfelben,  fo  finbet 
man  oI)ne  alle  @d)n?ierig!eit ,  tne^tüegen  anä)  l^ier  niä)t  nä^er 
barauf  eingegangen  ttjerben  foK,  bafe  fie  bei  gegenläufiger  $roj;e^ 
tii^ität  b.  ^.  Äongruenj  2  auf  einanber  fenlred^te  entf:pre(^enb  ge^ 
meinfame  Strahlen  l^aben,  burc^  bie  je  2  entf:pre(^enbe  ©tral^len 
l^armonifc^  getrennt  finb,  baB  bagegen  bei  glei(f)läufiger  ^roieltitji- 
tat  bie  beiben  ?lormalftral^len  t)on  M  bie  entf))re(i)enb  gemein- 
famen (Slemente  berfelben  barfteHen. 

17.  5Die  ©rßfee  einei^  Sßinlelig  u^irb  beftimmt  burd^  bie  Sin- 
ja^l  ber  Siid^tungen,  ti)elcE)e  jtt^ifd^en  ben  3flid^tungen  feiner  beiben 
©d^en!el  entl)alten  ift,  ein  SBin!el  ift  fomit  ein  S^eil  eine^Stra^- 
lenbüf(i)ete.  2luf  biefe  SDefinition  geftü^t  erti^eift  man  ben  ©afe,  ba§ 
bie  3  SßinJel  eine^  Sreieä)3  ABC  gleidE)  2en  redeten  SBinfeln  ift,  ein 
(Sa^,  ben  tt)ir  f:päter  anjutx)enben  öfter  ®elegenl}eit  l)aben  n^erben, 
fel^r  einfad),  ©enn  i^cr  aUem  ift  erfid£)tlid^ ,  bafe  ber  Unterfc^ieb 
i)on  ©(^eiteMnfeln  l^ier  fo  ju  fagen  n^egfäöt,  i.^.  ba^  ber  ^ettjeii^ 
t>on  bereu  @leidE)^eit  fo  ju  fagen  in  obiger  ©rllärung  oon  felbft  liegt, 
unb  ingoige  beffen  ift  gu  erf  el^en  (f.  gig,l),  ba^  oonben43SinIeln 
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AB  CA  ober  resp.  il)ren  ©c^eitetoin!eln  bie  (gnbrtc^tung  zm^ 
leben  mit  ber  Slnfanc^i^ric^tung  be^  nä(^[ten  jufammeufättt,  fo  ba§ 
bie  3  SBinfel  ABC  aGe  2flid)tungen  eiltet  (Btvai)knM\ä:)tU  müjaU 
ten  unb  biefe  Söinfelgrö^e  nennt  man  eben  2  re(i)te  2Bin!el 

3uf»  äöir  begnügen  un^  l}ier  biejen  gunbamentalfa^  näf)er 
au^gefül}rt  gu  l§aben,  inbem  ti^tr  bie  nnmittelbar  l^ieran^  ft(^  erge^ 
benben  ©ä^e,  anf  bie  ti^ir  anc^  im  35erlaufe  al^  anf  befannte  un^^ 
bejiel^en  tx^erben,  aU  bamit  felbft  gegeben  betrad^ten  nnb  nicf)t  an^^ 
hxMliä)  anpfiren  ti^ollen;  nnr  jei  nod)  baranf  ani^brücHid)  f)inge=: 
tx>iefen,  ba§  bie  ®ä|e  über  ^araEeUinien  (bie  jogenannte  $araEe^ 
lent^eorie)  au^  biefem  gnnbamentalfafe  unmittelbar  fliegen,  ti^efe- 
ti^egen  'mix  auä)  auf  biefe  f))äter  aö  auf  befannte  @ä^e  unmittelbar 
un§  bejie^^en  ti^erben. 

18,  S)ie  blofe  affine  S3ejie:^ung  2er  ebener  @ett)ebe  unter- 
fd^eibet  fi(^  (L  S:i).  86)  Don  ber  cii^nlt(^en  baburcf),  bafe  bei  ber 
le^teren  bie  beiben  unenblti^  fernen  ©eraben  beiber  ©e^Debe  aU 
entf:precE)enbe  (Elemente  fongruent  ftnb,  toäl)renb  fie  bei  ber  affinen 
33eäiel)ung  blo§  :pro}e!t,  finb;  bei  ber  äl^nlic^en  Sejie^^ung  fi^lie^en 
bal^er  je  2  @erabe  benfelben  SBinfel  ein  aU  bie  il^nen  entf^jred^en- 
ben,  toal)renb  bei  2  blo§  affinen  ©etoeben  eine  ©erabe  blo^  mit 
ben  @tral)len  eine^  einzelnen  ^arallelftral)lenbüf(f)el^  2Bin!el  bilbet, 
bie  il^ren  entf:pre(^enben  glei(^  finb, 

23etra(^ten  tt^ir  toie  im  I.  %^.  86  bei  2  reeE  iprojeft.  ©etoeben  E 
unb  El  benfelben  S^räger^,  bie  bie  unenbli(^  ferne  ©erabe  entfipre- 
d)enb  gemein  l)aben,  alfo  enttoeber  affin  ober  äl^nlii^  ober  !ongruent 
ftnb,  einen  Ärei^  oon  E,  fo  entf:pric^t  il^m  in  Ei  enttoeber  eine 
eili;pfe  ober  ti^ieber  ein  Äreii^,  im  erften  gaU  finb  bie  ©en^ebe  blofe 
affin  im  2ten  ä^nlii^  (ober  kongruent),  benn  ba  beibe  ©etoebe  ftet^ 
fp  oerfc^oben  it^erben  fönnen,  ba§  fie  einen  reellen  uneigentlid)en 
^un!t  U  entf:pre($enb  gemein  ^abm  unb  l)inftd)tlic^  be§  (SinnesS  ber 
^Punltelemente  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  übereinftimmen ,  fo 
muffen  fie  im  2ten  gaß  aEe  uneigentlid^en  fünfte  entf^^red^enb  ge^ 
mein  ^aben,  ba  fie  au^er  U  nod)  bie  beiben  5yiormal:pun!te  il)re^ 
3;räger^  entf:pre(^enb  gemein  ^oi>m.  ^n  beiben  gätten  entf:prid)t 
l)iebei  bem  ?iJlittel^unft-unb  jebem  ^aar  lonjugirter  ©uri^meffer 
ttjteber  ber  2Jlittel:pun!t  unb  ein  folc^e^  3ßaar,  ba^er  anä)  infonberl)eit 
ben  beiben  Slren  ber  ©Ei^fe  im  2ten  gaE  ein  $ßaar  fenlrec^ter 
2)ur(i)meffer  besg  Äreife:§. 
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§terauj8  folgt  um  au(^  SUflletd^,  ba§  6ei  2  a^nUi^en  ebenen 
®tmUn  ba0  2}er{)altni§  ber  entf:pred)enben  ©treten  für  aGe  ent:= 
f:preci)enben  unb  alfo  äl)nli(^en®eraben  ba^^felbe  tft,  ba  iebem  §atb^ 
meffer  be^g  einen  Äreife^  ein  ^alBmeffer  bejg  anbern  entf:pri(^t  unb 
für  alle  ®tral)len  eine^  $arallelftra:^lenßüf($elg  ba^  fragliche  2Ser== 
l)ältni§  ba^felbe  bleibt  unb  ebenfo  lä^t  ftd^  leidet  l)ieröu^  ableiten, 
bag  bei  blo^  affinen  ®ett)eben  ein  unb  ba^felbe  9Ser^ältni§  ent= 
f:pre(i)enber  ©treten  nur  ben  ©tra^len  t^on  l)od)ften!^  2  ^araöel- 
ftral)lenbüf(^eln  sulontnte,  gragt  man  fic^  nämlid^,  xodä^t  entfipre- 
(^enbe  ©treiben  in  beut  SSer^ältni^  i)on  m  ju  n  ftel^en,  fo  mai^t 
man  ben  §albmeffer  be^  oben  ertijäl)nten  Äreifesg  i)on  E  =  m;  ift 
nun  n  glei(^  einer  ber  beiben  2l^en  ber  entf:prec^enben  ©Ki^pfe  in  Ei, 
fo  !ommt  bloJ3  ben  ©tral)len  be^  px  ber  betreffenben  2l):e  :parallen 
^arallenftral^lenbüfi^el^  ba^  fraglid^e  S5erl)altni§  ju;  liegt  berSffiertl) 
i)on  n  jtüif(^en  ben  SBertl)en  ber  beiben  2l^en,  fo  erl^ält  man  immer 
2  §albmeffer  ber  (glli:pfe,  benen  biefer  SBertl)  jufommt  *)  unb  bie 
burd^  bie  3l^en  l^armonifc^  getrennt  finb,  b.  l),  bereu  Söinlel  bur($ 
bie  2l):en  l)albirt  tt^irb.  2)iefe  beiben  ^albmeffer  ftel)en  nun  ju 
ben  entf:pre($enben  §atbmeffern  be^  Äreifei^  in  bem  i^erlangten 
aSerljdltnife  unb  beftimmen  alfo  2  $arallelftrat)lenbüf(i)el ,  bereu 
©tra{)len  fämmtlii^  bie  t)erlangte  @igenf(^aft  befifeen,  ba§  beliebige 
©treten  berfelben  ju  ben  entf:pre($enben  ©treten  ber  anbern  &tne 
in  bem  SSerl^ältnife  t^on  m  :  n  ftel^en. 

§iebei  b.  ij.  in  bem  jute^t  ertx>äl)nten  gaü  ift  nun  i?or  allem 
n^i^tig,  bafe,  ti^enn  bie  ®eii?ebe  blo^  affin  fein  f ollen,  bie  beiben 
erti^ä^nten  $arallelftral)lenbüf(^el  (b»  l}.  bie  ertodl)nten  §albmeffer 
ber  ®lli:pfe)  ber  ©bene  Ei,  ni(i)t  benfelben  SBin!el  einfd)lie§en  fön- 


*)  ^'max  Vüerben  bie  ^i9enfd)aften  ber  ^uröe  II  im  3)etail  erft  f:päter 
naiver  betrai^tet  iüerben,  bo^  ergekn  fid^  bie  o^ben  in  5lmx)enbung  gebrad)ten 
(5igenf(^aften ,  bk  fic^  auf  bie  f^minetrifd)e  Sage  ber  ^ri?en  gegen  bie  5Ix'en 
bejiel^en  unmittelbar,  tt)enn  man  bie  ^urtje  inöolutorifd^  auf  fi^  Be^ie{;t,  unb 
HM  eine  5lre  berfelBen  al^  3ni)üIution^are  Bettad)tet,  hk  ini)oIut,  ebenen 
©etreBe,  beten  entf))red)enb  gemeinfameö  ©eMIbe  bie  fraglii^e  jturi)e  ift,  finb 
in  biefem  gaEe  ft)mmetrif(^  fongtuent  in  SSe^ug  auf  biefe  5lte  (f.  L  Zi),  86 
ober  IL  Z^.  20> 
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nett  aU  bte  entf:pre(^ettbett  ^araMftrat)IettWtf(i)eI  (b.  1^,  ^xd^ljaVo- 
ttieffer)  itt  E. 

Uttt  btefe^  ju  bett^eifen,  c^enügt  t^  bett  Seti^ei^  gefütirt  ju 
i)abtn,  für  bett  gall,  ba|  m  :  n  =r  1  ift.  Setttt  tttatt  !atttt  bett 
aößetttemett  gaU  itttttier  öuf  biefett  tefotibertt  jurüiSfu^rett  baburd), 
bafe  tttatt  ju  bettt  @etx)ebe  E  ettt  tteueö  äi)ttli(^eig  ©ettjebe  E2  att- 
ttittttttt  )oon  ber  29ef(^affettl)eit,  ba§  bte  etttf:pred^enbett  ©trecfett  t)Ott 
E  uttb  E2  ft(^  eiettfaHi^  t?erl}altett  ttjte  m  :  n.  Sffiürbett  aber  2  ®e== 
rabe  t>ott  E2  uttb  E^ ,  bte  il^rett  etttj:pre(^ettbett  fottgruettt  fittb,  ben^ 
felktt  Sßtttfel  tX5te  fte  eittfd)lie§ett ,  fo  fottttte  tttatt  betbe  ©ettjebe  fo 
auf  emattber  legett,  ba^  fte  aUe  ^uttlte  btefer  beibett  ©erabett  ettt^ 
f))rec^ettb  getttem  i)abett;  itjoroti^  folgt,  baf^  fte  !ottgruettt  fittb;  E 
uttb  El  felbft  fcnnten  alfo  nt($t  bto§  affin,  fonbern  tnügten  ahn^ 
üd^  gettjefen  fein» 

3)ur(^  biefe  SSetrai^tung  erlebigen  \iä)  nun  unmittelbar  bie 
gunbamentalfä^e  über  bie  2lel)nli(^feit  ober  Äongruenj  ber  ^^iguren, 
mt  fie  bie  gett^ö^nli(^e  b.  ^.  eu!libif($e  ©eometrie  abl^anbelt*  Unter 
affinen  äl^nlid)en  ober  !ongruenten  giguren  tierftel^en  toir  etttf:pre^enbe 
i^iguren  2er  affiner,  äl)nli($er  ober  fongruenter  ebener  ©etoebe,  fo 
ba§  alfo  bei  äl)nli(^en  (unb  fongruenten)  giguren  bai3  9Serl)ättni^ 
aKer  entfpre(f)enber  Sinien  bai^felbe  ift,  unb  alle  2Bin!el  einanber 
glei(^  finb.  §ier  möge  nur  noc^  für  ©reieöe  bie  einfd)lägige  Un^ 
terfu(i)ung  angefteöt  toerben:  Se^iel)t  man  2  ebene  ©ettjebe  E  unb 
El  iprojeft.  fo  auf  einanber,  ba^  ben @tf:pun!ten  be^S)reieäg  ABC 
unb  ber  unenblid^  fernen  ©eraben  loon  E  bie  ec!:punfte  bej3  SDrei- 
tä^  AiBiCi  unb  bie  unenblic^  ferne  ©erabe  i)on  Ei  entf:pre(^en 
fo  finb  bie  ©etrebe  immer  bann  ai)nlxä)  (ober  lonrguent),  *)  n^enn 
gugleid^: 

L  AB  :  AC  :  BC  =  AiBi  :  AiCi  :  BiCi  ober 

IL  AB:AiBi=AC:  AiCi  unb  SBinM  BAC  =  BiAjCi 
ober 

III.  aßinlel  A  =  Ai   2B,  B  =  Bi  unb  alfo  C  =  Ci. 


*)  (5i8  ift  ein(eud)tettb,  ha^  bie  !)ier  folgettbett  ©äfee  üBer  5Iel)n{id)feit 
ju  g(ei(^er  geit  für  bie  ^ongruenj  gelteti,  ivenn  ba^  35erl)ältnig  eittfprec^enber 
6trecten  =  1  ift 
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5Die  3fltc^tig!eit  biejer  3  gunbamentalfafee  folgt  unmittelbar 
au§  ber  oWgcn  (£ntti?i(Jlung, 

S)ie  affine  SSejiel^ung  ge^^t  immer  in  bie  äl)nli(^e  über,  tnenn 
2  ©erabe  beren  ©treffen  p  ben  entf^re^enben  ©treten  t)on  E^ 
ba!3  glei(^e  SSerl^ältniB  l)al)en,  benfelben  2öin!el  einjc^liefeen,  aU  bie 
entfpred^enben  'con  E^  (galt  II).  ^^  Um  um  nod)  bie  grage 
aufgetDorfen  tJjerben,  xcdä:)t  Se^iel^ung  (ob  affine  ober  ä^nlidie) 
ftattfinbe,  n^enn  unter  aSorauiSfe^ung  ber  obigen  2lrt  ber  iprofelt» 
aSe^ie^ung  2  ber  3  Seiten  oon  ABC  j,  3).  AB  unb  AC  ben 
glei(i)en  SBinfel  einf(^lte§en,  ioie  if)re  entf:pre(f)enben  AiBi  unb  AiCi 
toä^renb  ju  glei(^er  ^üt  bie  beiben  ©eiten  AB  unb  BC  bie  (§:U 
genfd)aft  f)aben,  bafe  AB  :  AiB^  =BC  :  BiCi,  ©afe  bie  ©eioebe 
unb  alfo  aud^  bie  ©reie(f e  unter  biefer  aSorauj^fe^ung  immer  äl^nlid^ 
fein  fönnen,  trenn  nämlic^  jugleid^  äßinfel  BAC  =  BiAiCi, 
leu(^tet  ein,  e^  fragt  fi^  bal^er  nur  nod^ ,  ob  fie  auc^  btofe  affin 
fein  fönnen* 

Betrachtet  man  irgenb  eine  ©treäe  B  A,  unb  unterfuc^t  man, 
ti^eld^e  anbere  ©tredfe  BC  mit  il>r  einen  SBinf el  ß  einf (^liefet,  ber  gleid^ 
bem  Söinfel  ift,  ben  bie  entfpredienben  B^Ai  unb  BiCi  bilben ,  fo 
finbet  man  biefe  ©trecken  BC  am  einfa(i)ften  baburc^,  bafe  man 
ben  (Stral)lenbüf{^el  B  auf  feinen  entf))re(^enben  Bi  fo  legt,  ba^ 
beibe  einen  inijolut,  Süf(^el  bilben;  ber  ©tral^P,  ber  bei  einer  ber^ 
artigen  inoolut.  Sage  bem  ®tral)le  BA  jugeorbnet  ift,  l^at  bie  i)er=^ 
langte  ©igenfc^aft,  aufeerbem  aber  offenbar  Mner,  (Sine  berartige 
ini^olut.  Sage  i^erlangt,  ba§  bie  beiben  einzigen  ^aare  einanber 
entf^re(^enber  fenfrei^ter  ©tra'^len  auf  einanber  ju  liegen  !ommen, 
aber  einanber  abtDed)felnb  entfprec^en»  3)iefe  int^olut.  a3ejiet)ung 
ift  nun  nac^  I.  Sl),  40  auf  4fac^e  Sßeife  ju  tioltsiel^en.  ©abei 
überzeugt  man  fid)  aber  al^balb,  ba^  blo§  2  ber  4  gätte  eine  So* 
fung  unfrer  2lufgabe,  bie  für  bie  toeiteren  Sebingungen  berfelben 
^5a^t,  liefern,  benn  betrachtet  man  bie  2  gäEe,  in  treten  bie  in* 
oolut  33esiel)ung  ber  fflüfd^el  ol)ne  Orbnung^elemente  ift,  fo  fiel;t  man, 
bafe  in  biefem  gaöe  iebem  ber  beiben  äöinlel,  ber  oon  2  ©tral)len 
eingefd)loffen  ift,  bie  mit  i:^ren  entfpre^enben  gleiche  SEinfel  bilben, 
ni(i^t  ber  i^m  gleiche,  fonbern  gerabe  berienige  entf:pri(^t,  ber  il^n 
ju  180°  ergänzt;  fo  ba§  alfo  in  biefem  gaße  bem  S)reietfe  ABC 
mit  bem  äBinfel  ß  bei  B  ein  2)reietf  A^BiCi  entf:prä(^e,  ia^  bei 
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Bi  ben  SBinJel  180  —  ß  l^at.  aSon  ben  teiben  anbcrn  fallen, 
bie  2  für  unfre  Slufgak  ))affenbe  Söfungen  liefern,  6rau($t  trtatt 
tüieberum  bIo§  ben  einen  gaU  ndl^er  ju  betra($ten ,  ba  au^  I.  Zi). 
40  al^fcalb  folgt,  bafe  bai^  eine  3ftefnltat  unmittelbar  au^  bem 
anbern  folgt,  ttjenn  man  ba^  eine  ebene  @eti)ebe  um  180°  um  B 
bre|t»  Unterfuhren  toir  bal)er  biefen  einen  gall  I)ier  no(^  näf)er, 
ti)obei  mr  tjorau^^fe^en,  ba^  e^  ber  ift,  bei  tx>elc^em  iebem  fünfte 
öon  E  ein  ^unft  t>on  E^  entf:pre($e,  ber  mit  il)m  in  bemfelben  SBin* 
lelraume  ber  i)on  ben  pgeorbneten  fen!re(^ten  ©tral^len  be^  ini)olut. 
Süfc^el^  gebilbeten  4  Sffiin!elraume  liegt 

ißetra(^ten  toir  tt)ie  oben  einen  ^rei^,  beffen  5SJlittel:punft  ba^ 
gemeinfcE)aftli(^e  Zentrum  B  ber  beiben  ini)olut.  liegenben  entf^re^ 
^enben  ®tra{)lenbüf(^el  ift,  fo  entf))ri($t  i^m  eine  ©lli^pfe,  bereu 
3JiitteI^un!t  ebenfalls  B  unb  bereu  beibe  2l)cen  ben  in  it)nen  liegen- 
ben 2  Ärei^=S)ur(^meffern  abnje(^felnb  entf^^rec^en,  ©ud^en  tt>ir 
ba^^er  (f.  gig*  2)  ju  ber  beliebigen  ©trede  BA  bie  9li(i>== 
tung  BAi  ber  ©tretfe  AC  Don  ber  Sef^affen^eit ,  ba§  2öin!el 
BAC  =  BiAiCi  fo  finb  BA  unb  BAi  bur(^  ben  Orbnung^- 
ftral^l  BM  bei^  Süfc^el^  :§armonif(^  getrennt,  unb  bem  BA  in  E 
entf:pri(^t  bie  BAi  in  Ei.  Quä:)t  man  bagegen  ben  ©tra:§l  BC, 
ber  aüein  mit  bem  @trat)le  BA  bie  ©igenfi^aft  gemein  ^at,  ba§ 
BA  :  BC  =  BiAi  .:  BiCi,  fo  liegt  BC  fo,  ba^  ber  SöinM 
ABC  burd^  bie  2I^e  BP  l^albirt  ift,  unb  it)r  entf:pricrt  al^bann 
ber  ©tra^l  BCi  bon  ber  Sage,  ba§  AiBCi  bur($  bie  anbere  2t^e 
BQ  l^albirt  ift.  S>^ei)t  man  nun  eine  beliebige  ©erabe  AC  ^)araüel 
BAi,  fo  entf:pric^t  il)r  bie  ©erabe  A^Ci,  toeld)e  ^jaraEel  BA  ift 
unb  e^  ift  SBinM  BAC  =  BAiC^  unb  BA:BC  =  BAi: 
BCi,  ba  l^iebei  bie  ©eraben  AiCi  unb  AC  einanber  entf;pre(^en 
unb  alfo  au(^  i^re  9li(^tungen  in  bem  int>olut»  ©tra^lenbüfc^el  B 
einanber  jugeorbnet  finb,  ot)ne  ba%  ieboc^  in  ben  beiben  blo§  affinen 
SDreieden  ABC  unb  AiBiCi  ber  SöinM  C  bem  Sßinfel  Ci  gleich 
fein  fann  (toeil  unter  biefer  SSoraui^fe^ung  ber  oben  ertx>äl)nte  gall 
ber  2le^nli(i)feit  not^ti^enbig  einträte),  fo  muffen  bie fe  beiben 
S)reietf)gtoin!el  ^Rebentoinf el  fein.  §ierau^  folgt  aber 
notl)tt)enbig  jugleii^,  bafe  SSinM  A  ober  Ai  Heiner  fotool^l  afö  C 
ali^  au(i)  Ci  fein  mn^,  b.  1^.  bafe  in  2  blo^  affinen  ©reietfen,  bie 
einen  gleid^en  äßinfel  l)aben,  berfelbe  nid^t  blo^  nac^  II  ber  einer 
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ber  6etben  !|)ro;portionaIen  Seiten  gegenüber  Uegenbe  fein;  fon^ 
bern  ba§  er  ber  Heinere  i)on  beiben  fein  ntu§,  benn  ba  einer  ber 
Reiben  SBinfel  C  nnb  C^  (für  unfre  gig,  C)  ein  ftum^fer  2BinIel 
fein  mui  fo  ift  2Bin!el  A  +  B  =  180  —  C=  Ci,  alfo  SBinM 
A  Heiner  <xU  Ci  unb  um  f o  mel^r  ba^er  Heiner  afö  C.  3)a^  Slefultat 
btefer  (Snttx>iölnng  lä§t  ft(^  in  folgenbem  @a|e  jufammenfaffen, 
ber  ft^  ben  obigen  3  gunbamentatfä^en  über  Slel^nlic^feit  (unb 
Äongruenj)  aU  4ter  anf (fliegt: 

IV.  23e^iet)t  man  2  ebene  ©etüebe  fo  ^proielt  auf  einanber, 
ba§  ben  3  fünften  ABC  unb  ber  unenbli(%  fernen  ©eraben  i)on 
E  bie  3  $unHe  AiB^Ci  unb  bie  unenblic^  ferne  ©erabe  i)on  Ei 
entf:pre(^en,  unb  ift  außerbem  nod^  2BinM  BAC  n:  BiAiCi  unb 
B  A  :  BiAi  =  B  C :  Bi  Ci ,  fo  finb  bie  ebenen  @ett>ebe  (unb  alfo 
au(^  bie  S)reie(fe)  äf)nli($,  ix)enn  SBinlel  A  größer  ift  afö  C  unb 
Ci,  bagegen  fönnen  bie  S)reiecfe  ä^nli($  unb  bIo§  affin  fein,  ti^enn 
A  Heiner  ift  ate  C  unb  C^  im  letjten  gall  ift  C  +  Ci  =  180^ 

19.  2lu^  biefen  ©äfeen  in  SSerbinbung  mit  17  trgeben  ft(^ 
nun  bie  n)i(^tigften  gunbamentalfä|e  über  3)reie(f e  auf  bie  belannte 
SBeife,  unb  )x>ix  übergef)en  bereu  näi)ere  2lnfül)rung;  nur  fei  befom 
ber^  ^eröorgel)oben,  ti?ie  ber  ))^t{)agräifd^e  Sel^rfa^  fid^  bireH  ^tv^ 
au^  ergiebt,  benn  jiel^t  man  au^  ber  (S:pi^e  C  be^g  re(i)ttx)inHigen 
S)reiedf^  ABC  ben  ^er:penbi!el  CD  auf  bie  §i)))otenufe,  fo  finb 
nad^  18.  HL  bie  ©reietfe  ABC,  ACD  unb  CBD  einanber  ai)nlxä^ 
unb  ^ierau^  folgt  unmittelbar,  ba§  AC^  =:  AD.  AB  unb  BC2  = 
BD  .AB  b.  ]^.  AC2  +  BC^  =  AB^.  Unb  ebenfo  möge  nod^  er^ 
ttjä'^nt  tt^erben,  ba§  au(^  ber  ©a^  i)on  ben  glet(^en  3Btn!eln  A  =  B 
bei8  glei(^f(^enHigen  ^xtkä^  ABC  mit  ber  ©runtinie  AB  unmit^ 
telbar  au^  ben  ©äfeen  ber  Äongruenj  folgt,  \)a  mä)  18.  I.  5DreiedE 
ABC  longruent  ift  BAC. 

20.  ©oGen  2  al)nli(J)e  (ni(i)t  pgleic^  fongruente)  ebene  ©e- 
triebe  in  :perf:peft.  Sage  fein,  fo  mu§  bie  :perf:pe!t.  2l):e  notbtt^enbig 
bie  unenbli(^  ferne  ©erabe  fein,  ba  leine  2  eigentli($e  ©erabe  !on^ 
gruent  fein  !önnen,  tx)äl}renb  h<x^  !perf:pe!t.  (Sentrum  ein  eigentlicher 
^unH  fein  mu§,  ba  bei  ber  blo§  aljulid^en  (b.  l).  nic^t  aM)  ton- 
gruenten)  ®ejiel)ung  2er  geraber  ©ebilbe  be^felben  S^räger^,  tnie 
aui3  I.  S:i).  39.  r  ali^balb  errettet,  au^er  bem  uneigentli(^en  ^unft 
ftet^  aud)  nod)  ein  eigentlicher  ^unH  entf:pred)enb  gemein  fein  m\x% 
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SOBir  nennen  t)on  nun  an  ba6^(Sentrum  ber  :perfpe!t.  al^nlti^en  Se= 
jiel^ung  2er  ebener  ©etceBe  beren  2lelE)nli(^Mt!§:pun!t  unb  jeben 
inxä)  btefen  ^un!t  gel)enben  aljo  fi(^  felbft  entj))re(^enben  ©tral^l 
einen  2le^nli^Ieit^ftral^I  berfelben. 

©oEen  2  blo§  affine  ebene  ©e^ebe  in  :perf:peft.  Sage  fein, 
fo  mu^  ba^  :perf^elt,  Gentrum  im  llnenbli(^en  liegen,  bie  :perf:pe!t*2l]ce 
bagegen  eine  eigentliche  ©erabe  fein,  ia  ja  bie  unenbli(^  ferne  ©es 
tabe  jti^ar  ein  entf^prei^enb  gemeinfamer  ©tra^l  ift,  babei  aber  aU 
nid^t  longruent  bem  entf:pifec^enben  geraben  ©ebilbe  bie  :perfpelt, 
2l^e  nic^t  barfteßen  !ann, 

2  kongruente  ebene  ®en?ebe  tl)eilen  felbftt)erftänbli(^  in  biefer 
Bejie^ung  bie  eigenf(i)aft  ber  a^nlic^en  unb  ber  affinen  @etx>ebe, 
b.  %  bei  i^nen  !ann  bie  2l):e  im  Unenbli(J^en  liegen  unb  ba^  (Sen^ 
trum  im  ©üblichen  ober  umge!el)rt  ba^  (Zentrum  im  Unenbli(^en 
unb  bie  2l^e  im  Gnblic^cn.  ^n  beiben  fo  eben  ertt>äl)nten 
%aUtn  ift  ^^ie  :perf:pelt»  Sage  noc^  immer  für  bajgfelbe  (Zentrum  unb 
biefelbe  2l):e  in  bo^:pelter  2Beife  möglich,  tDobei  ba^  eine  Wlal  im= 
mer  alle  ©lemente  be$  einen  @ettjebe)8  auf  bie  entf:pre(^enben  be^ 
anbern  ju  liegen  !ommen,  n?äl)renb  bie  2te  Sage  au^  ber  ermähnten 
t)ert?orgel^t,  tt^enn  man  ba^^  eine  ©etrebe  um  180°  enttJ)eber  um  ba^ 
fefte  eigentliche  Zentrum  ober  um  bie  fefte  eigentliche  Sl^e  brel)t. 
55ie  :perf^e!t»  Jongruente  Sage  ber  le|ten  2lrt  l^at  man  tool)l  auc^ 
mit  einem  befonbern  Flamen  belegt,  inbem  man  bie  ©e^ebe  f^m- 
metrifc^  liegenb  nennt,  in  bem  einen  Saß  in  23ejug  auf 
ba^  (eigentliche)  Zentrum,  in  bem  anbern  in  23ejug  auf 
bie  (eigentlici)e)  2l):e,  ttjobei  bann  immer  ba^  Zentrum  in  einer 
jur  2l^e  fenlrec^ten  3R;ic^tung  liegt, 

2  al)nlic^e  ebene  ©ett)ebe  laffen  fic^  ftet^  in  ))erf^e!t  Sage 
bringen  unb  jtt^ar  in  Sejug  auf  jeben  eigentlichen  $unft  al6  2lel^n== 
lici)!eit^:punlt  in  bo:p:pelter  Sßeife.  ©anj  fo  t)cx^ü  e^  fici^  mit  2 
fongruenten  ebenen  ©eti^eben,  bie  in  23ejug  auf  {eben  eigentlichen 
5pun!t  afö  Zentrum  unb  inSejug  auf  jebe  eigentliche  ©erabe  afö  2l):e 
f^mmetrifcl)  gelegt  ti^erben  !önnen.  Sei  2  blo§  affinen  ebenen  ©e^ 
toeben  ^ängt  bie  2Jiöglic^!eit  ber  :perf:pe!t  iBejie:^ung  Don  ber  be=^ 
fonberen  2lrt  ber  SSejie^ung  ab;  giebt  e^  jeboc^  eine  ©erabe,  bie  aU 
^j:t  ber  ^)erf))e!t  iöe^ie^ung  gelten  lEann,  fo  giebt  t^  beren  unenblii^ 
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totele  unb  jti?ar  im  StHgemetnen  bie  fämmtlt(i)en  ©tral^len  2er  ober 
eine^  $araUelftrai)lenbiif(^ete» 

21.  2  Äuri^en,  K  unb  Ki,  bie  [ic^  unb  bie  p  im  ^un!te  P 
terü'^ren,  fönnen  immer  :perf:pe!t  auf  einanber  belogen  ti^erben,  fo 
bafe  P  perf:pe!t,  (Sentrum  i[t»  ©benjo  fönnen  [ie  immer  fo  :perfpe!t 
auf  einanber  belogen  toerben,  baß  p  :perf:pe!t  2l):e  ift  ^\t  P  ßentrum 
unb  jugleid^  p  2l):e,  fo  ift  bie  Seriil^rung  in  P  immer  eine  4))un£tige, 
fo  baß  au§er  P  fein  toeiterer  gemeinfamer  ^unft  unb  außer  p  feine 
njeitere  gemeinfame  Sangente  oort)anbeu  ift.  Siegt  ba^  perf:peft. 
(Sentrum  für  p  al^  2l):e  in  einem  oon  P  oerfi^iebenen  fünfte  oon 
p,  fo  ift  bie  Serii^rung  eine  3:punftige^  fo  bafe  immer  nocf)  ein  ge^ 
meinfamer  @($nitt:punft  unb  eine  gemeinfame  Sangente  i)orI)anben  t[t, 
toelc^e  lefetere  bie  :perf:pc!t.  2l):e  für  P  al^  (Sentrum  barfteHt.  Siegt 
enblic^  bai^  :perf:peft  gentrum  für  P  al^  3l):e  aufeerl^alb  p^  fo  ift 
bie  Serü^rung  bie  getoö^nlid)e  2punftige  unb  bie  Äuroen  t)aben 
enttoeber  nod^  2  fünfte  unb  2  Sangenten  gemein,  ober  fie  berül)ren 
fxc^  nocf)  in  einem  2.  fünfte.  (I.  St).  3^r.  194.) 

2Äuroen  IL  K  unb  Ki,  bie  oon  einer  ©eraben  baefelbe  reette 
®tü(f  einf($lie§en  ober  biefetben  2  imagin.  fonjungirten  <Bd)mtU 
^mxttz  l^aben,  fönnen  immer  auf  2erlei  Sßeife  b.  f).  für  2  gentra 
für  biefe  ©erabe  at^  3l;:e  ))erfpeft.  auf  einanber  belogen  toerben. 

2  ,S^uroen  IL  K  unb  K^ ,  bie  in  benfelben  reellen  Sffiinfet  ein^ 
gef(^rieben  finb,  ober  biefelben  2  foniungirten  imagin.  ©eraben  be^ 
rül)ren,  fönnen  immer  auf  2erlei  3lrt  b.  ^.  für  2  ät)i:en  in  Sejug  auf 
ben  ©(^nitt:punft  ber  ertoät)nten  gemeinf(^aftli(^en  Sangenten  atö 
(Sentrum  :perf^)eft  auf  einanber  belogen  toerben. 

3uf.  1.  2lu^  ber  letzten  Plummer  in  SSerbxnbung  mit  14  folgt 
nun  unmittelbar,  baß  2  Äreife  ftet^  auf  2erlei  ^eife  :perfpe!t.  auf 
einanber  belogen  toerben  fönnen  für  bie  unenbli(^  ferne  ©erabe  att 
2l?:e  ber  :perf:peft.  Bejiel^ung^  b.  ^.  bafe  2  greife  immer  auf  2ertct 
23eife  b.  ^.  für  2  Sentra  :perfpeft.  äljnlid^  finb,  toir  nennen  in  bie^ 
fem  gatte  toot)l  mä)  bie  :perf))eft.  gentra  3lel)nlic^feit^)5unfte 
ber  beiben  Greife.  Unb  ebenfo  folgt  ferner,  bafe  2  Äuroen  IL  ti^eld^e 
einen  gemeinfamen  a3renn:punft  Ijaben  (toir  nennen  fie  fonfofal) 
immer  auf  2erlei  SBeife  in  SSejug  auf  biefen  33renn:punft  at^  ©en- 
trum  :perf:peft.  auf  einanber  belogen  toerben  fönnen. 

,  Ä^l  2.  ^nbem  anlegt  ertoäl)nten  gälte  Um  bie  eine  ber  beiben 

^faff,  ntüo^t  ©eometric,  IL  2 
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Äuröen  ftetiS  burc^  einen  Äret^  erfe^t  tt^erben,  beffen  SKittelpnnft 
mit  bem  S3renn:pun!t  ber  anbern  Äuri)e  jufammenfällt 

gntfprecE)en  bie  2  ?iJtitteI:pun!te  2er  Äurt^en  IL  einanber,  jo 
ftnb  bie  ^urt)en  affin*  §aben  2  Äuri^en  II.  2  :parallele  S:angenten 
unb  ftnb  fie  babei  in  einen  ber  beiben  bur(^  fie  gebilbeten  ^arallet 
rämne  befi^rieben,  fo  ftnb  fie  in  Sejng  auf  ben  unenbti(^  fernen 
^unft  beiber  5:anßenten  al^  gentrunt  ))erf:peft,  affin,  auf  2erlei  2lrt 
b.  l).  für  2erlei  äl):en, 

§aben  2  Äurüen  IL  einen  gemeinfamen  Surc^meffer,  Don  bem 
fie  ba^felbe  ®tü(S  einfd)tieBen,  fo  fann  man  fie  ftet^  al^  :perfpeft 
affin  in  Sejug  auf  biefen  3)ur($meffer  aU  2l;ce  betrachten  unb  ^tt?ar 
auf  2erlei  2lrt  b.  §,  für  2erlei  (Sentra. 

22,  ®inb  2  affine  ebene  ©et^^ebe  in  :perfpe!t.  Sage  mit  ber 
enblid^en  2t):e  c  unb  bem  uneigentli(i)en  Zentrum  u,  fo  ergiebt  fi(^ 
l^ierau^  eine  algebraifdie  3ftelation  für  bie  Sage  entfprei^enber  fünfte, 
bie  für  bie  ^olge  i)on  einigem  3^tereffe  fein  tx^irb  unb  al;^  unmittet 
bare  2lntoenbung  folgenben  allgemeinen  ©a^e;^  fic^  ergiebt : 

©inb  ganj  aEgemein  2  ebene  ©et^ebe  :perfpeft,  :proj;eft  unb 
u  il)r  Zentrum,  c  il}re  Sljce  ber  :perf:p,  Sejie^ung  fomie  a  u  ai  einer^ 
feit^  fc  u  bi  anbrerfeitiS  je  ein  ^aar  entf:pre(^enber  1pun!te,  wobei 
no(^  bie  aai  bie  Sl^ce  c  im  fünfte  m,  bie  ©erabe  bbi  biefe  2l):e  in 
n  f(i)neiben  möge,  fo  ift  ftet)3  u  a  m  a^  tt  u  b  n  bi ,   ba  bie  beiben 
©eraben  ab  unb  a^bi  aU  entfprec^enbe  ©erabe  fi($  in  einem  ^un!te 
P  i)on  c  fd^neiben  unb  alfo  obige  beibe  Sßürfe  aU  ©(^nitte  eine^ 
2Burfei3  be^  ©tral)lenbüf(^el^  P  erfi^einen,    (S^  ift  alfo,  vomn  bie 
äßert^^e  ber  beiben  genannten  ^proieft  Sßürfe  genommen  t^erben 
(uai .  ma) :  (ua ,  ma^)  =  (ubi ,  nb) :  (üb ,  nbi), 
3ft  nun  bie  :perf))e!t.  ®e^iel)ung  pgleic^  eine  affine,  fo 
ti^irb,    ba  u  iui^  Unenblic^e  rücEt  alfo  uax  :ua  fottjo^l  al^ 
ubi:  üb  gleich  1  txierben:  am:aim=bn:bin. 

23.  ;3fi  ^-^^^i  ^^^  l^armonifc^er  äöurf  unb  ift  aa, aiai.C2C 
einerfeit^  bb,bibi,C2Ci  anbrerfeit^  eine 3nt)olution,  fo  iftftet^aui^ 
aoi^bbi.cci  eine  3^i)otution  unb  umgeMjrt 

SBegen  ber  3^i)olution  aa,aiai,bbi.C2C  ift  nämlid^  aaibbiC2 
Tradibibc  aber  ttjegen  ber^noolution  bb^bibi^aai.CgCi  ift  aaibbie2 
TraiabbiCi  alfo  anä)  aaib^bcTraiabbiq  tu.  ^.  b,  to. 
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24a.  Seber  ©tral^ten'6üf(^el,  ber  ju  einer  ini)olut  Äuröe  II, 
perf^eft.  ift,  ift  fe»[t  int)oIut,  tiac^  I.  2:^,  61. 

24b,  3ebe^  gerabe  ©ebilbe,  ba^  ^u  einem  int)olut.  @trat)len' 
Mfc^el  IL  ^erj))eft.  ift,  ift  felbft  ini)olut. 

25.  ©aö  ^robuft  ber  ©ntfernunflen  ber  beiben  §au:pt;punfte 
(L  3:1^.  11)  2er  ^rojeü.  ©eraben  öon  je  einem  ^aar  entj:pre(^enber 
5Pun!te  ift  eine  !onftante  ©rß^e  mä^  I.  %^.  IL  S3ei  einem  int^olut, 
geraben  ©ebilbe  fallen  bie  beiben  §an:pt:punfte  in  ben  einen  ^an^pt- 
punft  ber  S^öolution  jufammen,  ber,  ti^enn  Orbnung^elemente  loor^^ 
"^anben  finb,  in  ber  ?iJlitte  j\t)ifd)en  biefen  liegt.  ®a  man  nun  t)on 
4  !^armonif(^en  fünften  je  2  getrennte  at^  bie  Orbnnng^elemente 
einer  ^^iDolntion  anfeilen  fann,  in  ber  bie  6eiben  anbern  fünfte 
jugeorbnete  $nn!te  barfteHen,  fo  erhält  man  noi^  folgenben  @a^: 
ba^  ^robuft  ber  3lbftänbe  ^on  2  getrennten  fünften  eine^  ^armo* 
nif($en  äönrfe^  loon  ber  SDIitte  be^  anbern  ^aare^  getrennter  fünfte 
ift  glei(^  bem  Ouabrate  ber  l^alBen  Entfernung  biefer  legten  beiben 
Sßunfte. 

26.  ©inb  bei  2  foncentrifd^en  iprojeft.  ©tra^lenbüfc^eln  j[e 
2  entf^rei^enbe  ©tral^len  auf  einanber  fenfrec^t,  in  tüelc^em  gaüe 
beibe  a3üf(^el  longruent  finb,  fo  finb  fie  anä)  intjolut. 

27.  ®inb  bie  Orbnungi^elemente  eine^  int?oIut.  ©tral^len- 
büf(i)efö  auf  einanber  fenfrec^t,  fo  toirb  ber  3ßin!el  je  2er  pgeorb- 
neter  Strahlen  burd^  fie  ^albirt,  unb  umge!e:§rt:  l)albiren  bei  4 
l^armonif(^en  Strahlen  2  getrennte  ben  ffiinlel  ber  beiben  anbern, 
fo  muffen  fie  auf  einanber  fen!re(^t  [teilen. 

28.  Siegt  i)on  4  l)armonif($en  fünften  einer  in  ber  SJiitte 
2er  getrennter,  fo  liegt  ber  t?on  ii§m  felbft  ]^aimonif(^  getrennte  im 
Unenbli(^en  unb  umgelel^rt. 
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29a.  Slufg»  ®i8  finb  2  ©erabe  mn  gegeben,  bereu 
©(f)nttt)5un!t  unbelannt,  tnan  foü  eine  3te  ©erabe  finben 
bie  i)on  einem  gegebenen  fünfte  P  an^  mäi  bem  ©(^nitt 
:punfte  i)on  mn  gerichtet  ift 

SSRan  jielje  2  ©erabe  bnrd)  P,  beren  erfte  bie  m  u.  n  in  a 
bi  beren  jttjeite  bie  m  u*  n  in  ba^  fc^neibet,  bejeic^net  man  nun 
ben  ®d^nitt:pun!t  i)on  aai  u.  bbi  burc^  Q,  wnb  ^te^t  man  burd)  Q 
eine  britte  ©erabe,  tneli^e  biemu^n  in  c  u.  q  jd)neibet,  fo  tiefern 
naä)  la  bie  ©(^ntttpunfte  i)on  aq  u,  a^c;  bq  unb  cbi  nod^  2  fünfte 
ber  J^erlangten  ©eraben. 

29b.  3tuf  g.  (ga  finb  2 -fünfte  MN  gegeben,  man  foll 
auf  einer  ©eraben  m  einen  mit  MN  in  einer  ©eraben  lie^ 
genben  $un!t  finben,  tx>enn  bie  ©erabe  MN  fetbft  nic^t  ge^ 
jogen  n)erben  fann. 

3iel)t  man  hmi)  2  beliebige  fünfte  'oon  m  bie  2  nad^  MN 
get)enben  $aare  t)on  ©tra[)len,  nämli(^  ab^  unb  ba^  unb  tx)dl)lt 
auf  ber  9Serbinbungi3linie  ber  @(^nitt^un!te  t)on  aa^  u.  bb^  noc^ 
einen  britten  ^^unft,  i)on  bem  au^  na^  M  u.  N  bie  ®tral)Ien  c  unb 
Ci  gei)en,  fo  beftimmen  nad^  Ib  bie  ©c^nittpunfte  ac^  u,  ca^  einer^ 
feitö  unb  bie  ©(^nitt:punfte  bCi  u.  b^c  anbrerfeitö  je  eine  neue  ©e^ 
rabe,  bie  beibe  bie  m  in  bemfelben  ^punfte  mit  ber  ©eraben  MN 
fi^neiben. 

30a.  ©c^netbet  man  3  ©erab'e  abc  eine^  ©traljlenbüfc^el^  P 
hnxä)  3  anbere  aib.ci  etne)^  anberen  ©tra:^tenbüfd)efö  P^,  fo  erpit 
man  9  @(^nitt:pun!te,  mld)z  18  mm  ©erabe  beftimmen,  bie  ju  je 
3  in  6  neuen  fünften  fic^  fc^neiben;  biefe  fe(^^  fünfte  finb  bie  ^ote 
i)on  PPi  in  Sejug  auf  bie  6  mögli(f)en  Äuri^en,  bie  aufeer  burc^ 
PPi  nod)  burc^  3  foli^e  ber  ertt)ät)nten  9  @^nitt:pun!te  gelten,  t>on 
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benen  !eme  2  auf  einem  ber  6  gegebenen  ©tra^len  liegen»  Senn 
ha  man  bie  ©tral)len  abc  auf  6erlei3Betfe  :proie!t  auf  bte3©tral^- 
len  be^  ©tral)lenbüfd)el^  Pi  bcätel^en  fann,  fo  folgt  ber  <Ba^  an^  Ib« 

30b.  aSerbinbet  man  3  fünfte  ABC  einer  ©eraben  p  mit 
ben  3  fünften  AiBiCi  einer  anbern  ©eraben  p^ ,  fo  erl)ätt  man 
9  neue  ©erabe,  mld)^  18  neue  ^:pun!te  Beftimmen,  bie  ju  ie  3  in 
6  neuen  ©eraben  liegen.  S)ie  ©eraben  finb  bie  polaren  öon  ppi 
in  23ejug  auf  bie  6  mögli(f)en  ^uröen  II,  tüeli^e  bie  p  u.  pi  unb 
au^erbem  noc^  jol(^e  3  ber  erix>ä{)nten  a5erbinbung6limen  berü{)ren, 
i3on  benen  leine  2  burd)  einen  ber  gegebenen  6  fünfte  gel)en. 

3nf.iL  SSeralfgemeinert  lauten  biefebeiben  ©ä^e:  klimmt  man 
auf  einer  t>on  2  ©eraben  m,  auf  ber  anbern  n  fünfte  an,  fo  erl)ält 
man  burc^  bereu  2}erbinbung^linien  mn  neue  ©erabe,  biefe  fd^nei^ 

ben  ftd)  m  SlGgememen  *)  tu — ^ — ^ — ^— -^-— -^-neuen  '^mf-- 

ten  unb  ton  biefen  fünften  liegen  im  Slttgemeinen  *) 

m.(in— l)(m--2).n.(n--l).(ii— 2)         r   -     o    •      »     i      . 
— ^^ l}i -^      ^ — -^^  ^ ^    mal  je   3  m  je  1  neuen 

1,  Ä.   o* 

©eraben. 

m  (StvOiijitn  eineig  ®tral)lenbiif($elig  f(^neiben  n  ©tral^len  eine^ 

^    ^^       V.  r    t  ri»            m.(m— l).n.(n  — 1) 
anberen  tn  mn  ^unlten,  btefe  beftimmen ^^ — — ^^ — ^ — 

mm  ©erabe  unb  oon  biefen  gel)en  im  Slltgemeinen 

m.rm— l).rm— 2).ii.(n— l).(n — 2)        r  .    n   c     'r-    *    t  cw    «j. 
^  1    o   Q  ntal  je  3  burd^  je  1  $un!t, 

3  uf.  2.  ^infi(^tli(^  ber  6  ©eraben  ber  9^r.30b,  in  hemn  bie 

18  ©c^nttt^unfte  liegen,  gilt  nun  noc^  ber  merltoürbige  @a^. 

bafe  biefelben  fid)  ^u  3  unb  3  in  2  fünften  P  u.  Q  f(f)neiben. 

5Die  6  t)erf(^iebenen   Slnorbnungen ,    in  toelcl)e  georbnet  bie 

3  Elemente  AiBiC^  ber  ©eraben  pi  ben  3  (Slementen  ABC  ber 

©eraben  p  iprojeft.  entf:pred^en  fönnen,    verfallen  in  2  @rup:pen, 

inbem  bie  Slnorbnungen  jeber  ©ru^|)e  hnvä^  bie  Slufeinanberfolge 

ber  ertoal^nten  3  fünfte  ftetiS  einen  unb  benfelben  ©inn  beftimmen, 


*)  ®ls  3^^^^"  i)emngern  fid^,  xoinn  3  ober  me^r  fold^er  ©etaber  burd^ 
1  5ßun!t  ge^en,  ober  tvtnn  ein  ©Aftern  öon  4  ober  mei^r  ^punften  ber  einen 
einem  ©Aftern  oon  4  ober  me^x  5ßun!ten  ber  anbern  ^rojeft.  ifi» 
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fo  ba^AiBiCi,  BiCiAi,  CiAiBi  in  bie  eine,  AiCiBi,  C]BiAi,  BiAiCi 
in  bie  anbete  ®ru^:pe  gel^ßren.  Unb  e6  ji^neiben  fi(^  nun  bie  3  ®e^ 
taben  jeber  ©ru^^e,  b.  ^»  bie  (Seraben  bie  nad)  (La)  burd^  bie 
entf:pred)enbe  :proie!t.  33ejiel^uncj  fi):irt  ti^erben,  {e  in  1  fünfte  P 
u.  Q.  .33etrad)tet  man  nämlid)  eine  biefer  ©eraben,  fo  !ann  man 
bie  3  ^aare  )oon  3Serbinbung§linien  ber  betreffenben  fünfte  i^on 
ABC  u,  AiBiCf,  bie  fi(^  in  i:^ren  3  ^^puntten  fi^neiben,  ate  bie 
3  entf^rec^enben  Seiten  Don  2  :perf:peÖ.  ©reieöen  betrad^ten  unb 
fnd)t  man  nun  bie  3  SJerbinbung^linien  entj;pre(^enber  @(f:pun!te 
baju,  jo  jteHt  fi^  immer  l^erauig,  ba§  biefe  3  ©erabe  bie  ber  anbern 
®ru^:pe  angel^örigen  ©eraben  barfteffen;  babei  !ann  bei  ber  ^ai)l, 
b.  ^.  Seftimmung  ber  )jerf:peft  ©reiecEe  jelbft  eine  3^^ife^i^^^9^^it 
nid^t  eintreten,  tt)enn  man  nur  im  2Iuge  bel)ält,  ba^  !eine^  berfclben 
einen  ber  6  gegebenen  fünfte  aU  @tf:pun!t  entl)a[ten  barf, 

Setrad^tet  man  j.  23.  ABC  tv  AiB^Ci  fo  beftimmen  ACi, 
AiC,  ABl,  AiB;  BCi,BiCbie3  ©d^nitt^unfte  ber  einen  ber  6  @e^ 
raben,  n)iG  man  biefe  6  ©eraben  ju  2  ))erf^e!t.  ©reieäen  öereini^ 
gen,  fo  ba§  fein  (&ä  in  p  ober  pi  liegt,  fo  ge^t  e^  bIo§  auf  bie 
eine  2lrt,  ba§  man  ACi  A^C  BBi  bie  ©eiten  be)6  einen  unb  AiB 
ABl  CCi  bie  Seiten  be^  anbern  fein  lägt;  bie  3  SSerbinbnngiSlinien 
ber  3  entf:pred^enben  (Sdfen  finb  bemnai^:  [(ACi  AiC)(AiB  ABj)], 
[(ACi  BBi)  (AiB  CCi)],  [(AiC  BBJ  (ABi  CQ)],  toa^  offenbar 
bie  3  ©eraben  ber  2ten  ©ru:p^e  finb. 

3uf.  3.  2ll§  iä)  biefeg  f($on  jumS)rucf  gegeben,  ftnbe  td^  ju^ 
fäÜig  no(^  einen  i)on  i),  ©täubt  oeröffentli(J)ten  eleganten  33en)et^ 
obigen  ©a^e^,  ben  iä)  no(^  beifüge,  ba  er  gleichzeitig  über  bie  Sage 
ber  beiben"  ©(^nitt:pun!te  P  u.  Q  nod)  toeiteren  2luff(^lu§  liefert. 

©inb  MiNi  biejenigen  beiben  fünfte  t^on  pi ,  tt^eld^en  nac^ 
LSI). 226  bie  (äigenfd^aft  jufommt,  bafe  MiNiAiBiCi  tt  M^Ni 
BiCiAi  n  MiNiCiAiBi  unb  finb  nunMN  biejenigen  beiben  fünfte 
i)on  p,  toeld)e  ber  SSebingung  entf;pre(^en ,  bafe  ABCMN  n 
AiBiCiMiN-x,  fo  iftMNABC  tt  MiNiAiBiCi  n  MiN^BiCiAi 
ff  MiNiQAiBi.  ©er  ©cf)nitt^un!t  P  oon  MNi  u.  M^N  liegt 
alfo  in  ieber  ber  3  ©eraben,  mlä^z  burd^  bie  ))roie!t.  Sejiel)ung 
t)on  pu.pi  nad^  9^r.  La  beftimmt  finb,  n)enn  man  p  u.  pi  auf  eine  ber 
3  nad^folgenben  Söeifen  ))roieft.  auf  einanber  bejiel)t:  p(ABC..)  n 
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Pi  (AißiCi..)  unb  p  (ABG..)  n  pi  (BiCiAi..)  unb  p  (ABG..) 
u  pi  (GiAiBi..). 

%i  auf  btefelk  Sßeife  MsNsAiGiBi  n  M3N3G1B1A1 
n  M3N3B1A1G1  unb  entf^^redien  M2  u.  N2  ben  fünften  M3  u.  N3 
für  bte  :proie!t  ®ejtel)ung  p  (ABG...)  n  p^  (AiCiBi...),  fo  ift 
W\z%  auc^  ber  gaff  ki  ber  :projeft  23ejiel)ung  p(ABG..)  n  pi 
(GiBiAi...)  unb  p  (ABG..)  n  pi  (B^AiGi..)  unb  ber  ©d^nitt- 
^junft  Q  t)cn  M3N2  u.  M2N3  liegt  auf  jeber  ber  3  ©eraben,  bie 
nac^  l.a  burd^  bte  :proie!t  ®ejtel)ung  t)on  p  u.  pi  Befttmmt  ift,  tx)enn 
biefelbe  auf  eine  i^on  f olgenben  3  2lrten  fi):irt  n)irb :  p  (ABG . .) 
n  pi(AiGiBi..),  p(ABG..)  n  p^  (GiBiAi..)  u.  p(ABG..) 
n  pi  (BiAiGi..)-  S5a  aber  bie 3iti)olution,  burc^  beren Orbnung^- 
elemente  na(^  I.  Voj,  226  MiNi  beftimmt  finb,  offenbar  t)ofl:!ommen, 
biefelbe  ift  n)ie  biejenige,  burc^  bie  M3N3  beftimntt  finb,  fo  xm^ 
enttt^eber  M3  mit  Mi  unb  bann  N3  mit  Ni  ober  umgeleljrt  M3  mit 
Ni  unb  bann  ^3  mit  Mi  ibentifd^  fein;  unb  man  überzeugt  fid§ 
lei(^t,  ba§  ba^  festere  ber  gaff  ift.  SSejeic^nen  ti^ir  nämli(^  Je^t 
burd)  A0B2G2  bie  fünfte  oon  ber  a3ef($affen^eit,  bafe  ABA2G 
AG2BG  ABGB2  3  ^armonifi^e  SBürfe  barfteffen  (biefe  fünfte  ti)ur* 
ben  in  ber  citirten  ©teffe  I.  S:l).  226  burd^  AiBiGi  be^eii^net),  fo 
finb  nac^  jener  (Sntwiälung  MANA2  MBNBg  MGNG2  l)armonif(%e 
SBürfe,  alfo  MN.AA.BG  eine  ^noolution,  alfo  MNABG  ;r 
NMAGB,  alfo  auc^  nad)  bem  Obigen  MNABG  n  NiMiAiGißi 
morau^  ber  ©a^  unmittelbar  ertt)iefen  ift. 

®emna($  finb  P  u.  Q  2  ©(Jen  be^  ^olbreiedf^  eine^  tJoff- 
ftdnbigen  SSieretf^  MNNiMi,  t)on  bem  p  u.  pi  ba^  jum  britten  6ö 
gel)örige  ^aar  (Segenfeiten  barftellen.  P  u.  Q  finb  ba^er  burc^ 
pu.  pi  '^armonifc^  getrennt  unb  finb  babei  reeff  nad^  1,%^.  186.2) 
infoferne  MNi  u.  MiN  fotDo'^l  al^  MMi  u.  NNi  je  ein  ^aar  !on^ 
jungirter  imagin.  ©eraber  barfteffen. 

3uf.  3luf  biefelbe  aSeife  ergiebt  fid^,  ba§  bie  6  ©(^nitt:pun!te 
ber  18  ©eraben  in  28a  ju  3  u.  3  in  2  ©eraben  liegen,  bie  burd) 
P  u.  Pi  ^armonifc^  getrennt  finb. 

31.  ©(^neiben  4  ©tral)len  ab  cd  eineig  ©tral)lenbüf(^efö  P 
2  ©erabe  ppi  be^  ©tral^lenbüftiielig  Q,  fo  geben  bie  SJerbinbung^^ 
linien  ber  ©c^nitt:punfte  abco  auf  p  u.  aibiCibi  auf  pi  12  neue 
©erabe,  biefe  f($neiben  ftc^  in  42  neuen  ^unlteU;  i5on  biefen  gSunf^ 
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Un  liegen  6  in  einem  6tral^I  be^  Süfd^efö  Q,  unb  3ntal  je  4  mit 
P  in  je  1  ©eraben;  jebe  biefer  legten  3  ©eraben  f(^neibet  bie  p  u. 
Pi  in  2  ^^unlten,  in  'rt)eld)en  [ie  'oon  4  Änrt)en  fierül^rt  it^erben,  beren 
jebe  no(J  je  3  ber  oben  ertt)äf)nten  12  ©eraben  berührt.  23etra($ten 
t^jir  eine  fol($e  ©ru^p^e  i)on  4  Antigen ,  fo  berüt)rt  anj^er  p  lu  pi 
bie  erfte  bie  ©eraben  abi  ba^  cb^,  bie  jtijeite  abi  bai  bc,  bie  britte 
cbi  bq  abi  bie  i)ierte  cbi  bci  baj ,  fo  bafe  alfo  bei  jeber  ©ru:p:pe  bon 
Äurt)en  aße  12  ©erabe  a'fö  3:angenten  erf(f)einen.  2lu§erbem  liegen 
no(^  80  mal  je  3  ©(^nitt:pun!te  in  1  ©eraben. 

Sejie^t  man  nämli(^  bie  ©erabe  p  jo  :proie!t.  anf  pi,  baß 
p[abc]  rt  Pi[biaibi],  jo  erl)ält  xmn  bie  Ifte,  ma($t  man  p[abb] 
TT  pi  [biaiCi],  fo  crplt  man  bie2te;  ma(^t  man  p  [cba]  n  p^  [biCibi], 
fo  eri}ält  man  bie  3te  nnb  mad)t  man  p  [ebb]  n  pi  [bic^ai],  fo  er^ 
plt  man  bie  4te  ber  oben  ernjäl^nten  Änri^en.  Sie  ©eraben,  tueld^e 
man  nämlid)  (nai^  L)  bei  biefen  4  2lrten  ber  ^projeft  Sejiel^nng 
erhält,  enthalten  entf:pre(^enb  ber  obigen  Orbnung  Je  ben  ©(^nitt^ 
:pnn!t  folgenber  ©eraber:  1)  aai  n.  bbi,  abi  n.  biC,  bbi  n.  Oic; 
2)  aai  u.  Wi,  aq  u.  b^b,  bC)  u.  aib;  3)  ccj  u.  bbi,  cb^  u.  bia, 
bbi  u.  Cia;  4)  cci  u.  bbi,  cai  n.  bib,  bai  u.  Cib,  tt^oran^  erl^eöet 
erfteng,  ba§  alte  4©erabe  bnrc^  P  gelten,  jiDeitenig,  ba^  fott»ol)l 
bie  erfte  aU  anc^  bie  jtoeite  biefer  ©eraben  mit  jeber  ber  beiben 
letzten  ©eraben  au^er  P  je  no(^  1  ^nnft  gemein  liaben,  tx)obur(^ 
ertoiefen ,  ha^  alle  4  in  1  ©erabe  jnfammenfaUen ,  t)on  ber  an^er 
P  nocE)  4  ^nnfte  begannt  finb.  33ejiel)t  man  p  u,  pi  ))erf:pe!t.  auf 
einanber,  fo  erl)ält  man  bie  erfte  ber  oben  im  @a|e  ertoäl^nten  ®e- 
raben  (nac^  1*)^  Sejiel^t  man  3  ^nn!te  i)on  p  fonft  nur  ^rojett. 
auf  3  fünfte  oon  pi,  toa^  gerabe  no(^  auf  80  neue  2lrten  ge^ 
f(^el}en  fann,  fo  erhält  man  bie  übrigen  80  ©eraben  nad)  L 

2Iu(^  biefer  ©a^  läßt  fi(^  ertt^eitern,  t^enn  man  ftatt  ber 
4  ©trai)len  oon  P  n  fold)e  ©tral^len  'toäl)lt,  bie  2lenberungen,  toel(^e 
unter  biefer  2}orau^feiung  ^oorjune^men ,  finb  folgenbe:  ©tatt  ber 
„12  ©eraben"  „n.(n"-l)  ©eraben".   Statt  ber  „42  ©d^nitt))un!te" 

!^:^-^-^^^^:^:^^^  ©tattber  ,,3mal45puntte" 

„n— Imal  4  ^unöe".      ©tattber   „80  noc^  übriger  ©eraben" 

„[n.(n— l).(n— 2)— 4].  ^   \   ^  o —  ^^*  ^^^^^^  ©erabe. 
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3uf.  (g§  fei  ^ter  bent  Sefer  üfcerlaffen,  btc  beiben  rcci^rofcn 
©ä^e  l)ier  Beizufügen. 

32.  ©inö  abcb  \o\ok  aibiCibi  ie  4  i>armontf(^e  ^un!te 
2er  ©eraber  p  utib  pi  berfelben  ©bene,  fo  beftimmen  biefe  fünfte 
bur(^  il^re  SSerbinbung^ttnieu  16  neue  ©erabe',  bie  fid)  gegenjeitig 
in  8.9  neuen  ?ßun!ten  fi^netben.  a5on  btefen  72  ©(^nttt:pun!ten 
liegen  nun  1)  8  mal  je  6  auf  8  neuen  ©eraben  g  unb  2)  64  mal 
je  3  auf  64  neuen  ©eraben  h;  unb  ^on  biefen  64  ©eraben  h 
fc^neiben  ft($  3)  auf  jeber  ber  8  ©eraben  g  gerabe  4  $aare,  fo 
ba§  alfo  32  ^aare  'oon  ben  ©eraben  h  in  je  eineva  fünfte  einer 
©eraben  g  fi(^  f(f)neiben. 

S5ie  Se:^au:ptung  1)  ergiebt  ft(^  unmittelbar  au^  I.S^.  19  in 
aSerbinbung  mit  la.  S)ie  i8e^au:ptung  2)  u.  3)  folgt  au§  30 ,  tüenn 
man  babei  folgenbe^  berütffi^tigt:  man  !ann  jtx)ar  ju  3  fünften 
t)on  ab  ob  je  3  beliebige  ^un!te  t)on  aibiCib,  al6  entf:pre(^enbe  ju^ 
orbnen ,  babei  erl^ält  man  aber  im  ©anjen  nur  32  @i)fteme  i)on 
3  ©eraben,  bie  fi^,  )x>k  in  30  3^f-2  bef:procben,  inl  $unlt  f($neiben 
unb  unter  ben  3  ©eraben  je  eineö  jolc^en  S^ftem^  ift  ftet^  eine  ber 
8  ©eraben  g  entl)alten,  tuorau^  ber  ©a^  unmittelbar  folgt. 

33a.  Sluf  g.  ©^  finb  5  Sangenten  abcde  einer  ^uröe  11 

gegeben,    man  fott  auf  irgenb  einer  berfelben  i.  33.  auf  a 

ober  b  ben  23erü^rung^:pun!t  finben. 

aSerben  bie  beiben  S:angenten  a  u.  b  oon  ben  3  Sangenten 

cde  entf:prec|enb  in  ben  $un!ten:paaren  cq  bbi  eei  gef^nitten,  unb 

jiel)t  man  cbi  u.  Cib  unb  ebenfo  cei  u.  qe,    fo  fc^neiben  fic^  biefe 

beiben  $aare  öon  ©eraben  in  2  fünften  einer  ©eraben  b,  t^eli^e 

bie  gefugten  i8erü^rungiS:punfte  entl^cilt. 

33b.  2lufg.    m  finb  5  3ßunfte  ABCDPJ  einer  Äur\)e 

gegeben,  man  fott  in  1  berfelben  bie  Sangente  finben. 

aSejeic^net  mm  bie  @tra^len))aare,  bie  i)on  A  u.  B  nad^  ben 

fünften  CDE  gelten,  burd^  cc^  dd^  eei ,  fo  fcbneiben  fid)  bie  aSer^ 

binbung^linien  ber  @($nitt:punfte  cd^  cid,  cei  cie  in  einem  fünfte 

S,  bur(^  ben  bie  Sangente  ber  Äurt>e  in  A  unb  in  B  ge^^en  mn% 

^n\.    Sä^t  man  in  5Rr.  33b  A  u.  B  in^^  Unenbli^^e  rütfen, 

fo  erhält  man  ben  ®a^: 

3ie)^t  man  oon  3  fünften  CDE  einer  §^:perbel  3  5paare 
ben  2lf^m:ptoten  ))araüele  ©erabe,  fo  beftimmen  biefe  3  ^ßa- 
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raGelogratntne,  bereu  3  nti^t  burd^  CD  ober  E  ge"^enbe©ta= 
pönalen  fid)  in  betn  9JtitteI:pun!t  ber  §^:perbel  fd)neiben. 

34  3ft  AB  CD  ein  i^oGftänbiöe^  aSierecf  (gig.3),  fo 
fd^neibet  iebe  ©eile  be^  ^olbreieäiS  PQR  ba^  ^:paar®ec\en^ 
feiten,  i>a^  §u  feinem  ber  Reiben  auf  ber  fragli(i)en  ©eite 
gelegenen  ©tf:pun!te  ge^^ört,  in  2  fünften;  bie  6  ber  2lrt 
ft(^  ergeBenben  fünfte  bilben  bie  6  ©c!:punfte  eine§  boUftän- 
bigen  S^ierfeitig,  fo  ba§  alfo  4  mal  3  berfelben  in  Je  1  ©e* 
raben  liegen. 

Setrad^tet  man,  um  an  einem  a3eif:piel  bie  3ftid)tig!eit  jü  jei- 
gen,  bie  beiben  ^armonifc^en  Sßürfe  P  (ARBc)  unb  Q  (BRAc) 
ober  i^ielme^r  i^re  ©(f)nitte  mit  ben  beiben  46ä^feiten  AC  unb  BC, 
fo  ergiebt  fic^,  baß  bie  3  fünfte  abc  in  1  Oeraben  liegen,  infoferne 
c  ba^  (Sentrum  ber  :perf:p.  SSejiel^ung  ber  beiben  :perf:peft.  2Bürfe  in 
AC  unb  BC  ift,  für  toel(^e  :perf:p.  33ejiel)ung  a  u*  b  entf))red)enbe 
fünfte  barftellen.  ®anj  auf  biefelbe  SBeife  toirb  bargetl^an,  ba§ 
biefeiS  nod)  3  mal  b»  ^.  für  nocE)  3  anbere  ber  6  (Sc^nitt:pun!te 
©tatt  finbet 

35.  gegt  man  burc^  2  (gä^unfte  P  u.  Q  eine^  Sreiec!^ 
PQR  (gig.  4)  2  $aare  i)on  ©eraben  aai  u.  bb|,  toeldie 
burd^  bie  5Dreiecföfeiten  l^armonif(^  getrennt  finb,  fo 
beftimmen  bereu  4  ©cf)nitt:pun!te  ein  ooUftänbigeiS  4@dE 
ABCD,  beffen  $olbreie(l  PQR  ift,  fo  ba§  alfo  buri^  R 
ebenfaEiS  ein  ^aar  (Segenfeiten  cci  beigfelben  gel)t,  toeli^eö 
alfo  auä^  hnxä)  bie  ©reietfsgfeiten  RP  unb  RQ  l^armonifd) 
getrennt  ift. 

Sejeid^nen  ioir  toie  getoöl)nli(i)  bie  ©egenfeiten  ber  @(Sen 
PQR  buri^  pqr,  fo  finb  al^  ^armonifd)e  Söürfe  ara^q  u.  brbip 
:proieft.  b.  i),  :perf:pe!t. ,  ba^felbe  finbet  ©tatt  mit  araiq  unb 
birbp,  fo  ba^  alfo  bie  2  ©egenfeiten  AD  u,  BC  be§  i)oEftanbii 
gen  4(Scf§  ABCD  tt)irlli(^  burcE)  R  ge^en  tt»,  j.  b.  ti?. 

36.  Sie  3^aare  oon  ©eraben,  toelc^e  bie  3  SöinM- 
:paare,  ioeld)e  bie  ©eiten  eine^  S)reied^  bilben,  l^albiren,  Uh 
ben  bie  6  ©eiten  eine^  i)ollftänbigen  4@c£!3. 

Setrad^tet  man  nämlid^  ba^  oottftänbige  4®(f ,  toeld)e^  nad^ 
35  burc^  blofe  2  ^aare  ^albirung^linien  (27)  erzeugt  toirb,  fo 
ift  nur  no(%  nac^jutoeifen,  ha^  ba^  3te  $aar  oon  ©egenfeiten  ebenfo 
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tt)te  bie  Reiben  attbern  auf  emanber  jenfre^t  fte^t;  btefeiS  folgt  aber 
auig  8  unmittelbar ,  ba  2  ^aar  (Segenfeiten  beö  fraglichen  4(Söö 
bte  unenblid^  ferne  ©erabe  in  2  auf  einanber  fen!re($ten  Olic^tungen 
fi^neiben,  tt>e^tx)egen  mä)  14  auc^  ba^  3te  ^aar  ©egenfeiten  auf 
einanber  fenfredfet  fein  mu§. 

37.  3ie^t  man  burc^  bte  3  @(fen  etne^  S5reiecfg  3  ©e^ 
rabe  abc  :paral[el  ben  ©egenfeiten  unb  entf:pre(^enb  bur(^ 
biefelben  ©tfen  3  ©erabe  aibiCi  nad^  ben  SDIitten  ber  ©egen^^ 
fetten,  fo  bilben  bte  festeren  bte  diagonalen  mn  3  5ßaraMo== 
grammen ,  unb  fc^neiben  fic^  in  1  fünfte. 

23etra(^tet  man  t^teber  bloß  2  ^aare  aa^  u.  bb^,  bie  naä)  28 
ie  burd)  bie  ©reietf^feiten  Ijarmonifc^  getrennt  ftnb ,  fo  l)aben  tüir 
in  bem  nai^  35  baburd)  beftimmten  t^ollftänbigen  4fötf  toieber  blofe 
barjutl)un,  ba§  auc^  i)on  bem  3ten  ^aar  ©egenfeiten  bte  eine  burc^ 
bie  5)lttte  ber  ©egenfeite  gel)t,  toä^renb  bte  anbere  ^u  i^r  :paraltel 
ift;  bie§  folgt  aber  unmittelbar  au^  34. 

3nf.  6^  leud^tet  ein,  ba^  'hierin  ber  @a^  liegt,  bafe  bie 
©eraben  au^  ben  ©den  na(^  ben  ?SJlitten  ber  ©egenfeiten  ft^  in 
1  ^Jßunft  fd)neiben. 

38,  Sleibt  bei  einem  i)eränberli(^en  i^oEftänbigen  4©ett 
aa^  bbt  bie  eine  Seite  MN  beg  ^ugeljörigen  ^olarbreiediS  feft, 
toä^renb  bte  4  Seiten  um  4  fefte  fünfte  AiBiCiDi  \xä) 
breiten,  fo  bre'^en  \xä)  anä)  bie  beiben  übrigen  Seiten  beö 
gugel^ßrtgen  ^olarbreied ^  um  je  1  feften  ^ttnft,  fotoo^l  toenn 
man  N  feft  unb  M  oeränberlii^ ,  aU  auä:)  tt^enn  man  M 
feft  unb  N  i)eränberli(^  annimmt. 

S)en!en  n^tr  un^  gig,  5  ben  1  Si^nitt^unlt  N  bon  aa^  unb 
fomit  a  u.  a|  feft,  bagegen  M  i)eränberlt($,  fo  änbern  fid^  aud^  bie 
übrigen  4  ©dfen  AB  CD  be^  4©eit^;  babei  ergiebt  ftc^  aber  aU^ 
halb,  ba^  ba^  gerabe  ©ebilbe  a  j  A . . .]  .perf^pelt.  ift  bem  geraben 
©ebilbe  ai[C.,.]  unb  ebenfo  ba^  gerabe  ©ebilbe  a[D...]  ^erf:pe!t. 
bem  geraben  ©ebilbe  ai  [B...,];  babei  ift  ba^  :perf:pe!t.  Sentrumi^on 
au.  ai,  beibe  WaU  ein  ^^itnft  i)on  BiDi.  ^n  einem  ganj  äl)n2 
litten  3ftefultate  gelangt  man,  i^enn  man  M  unb  fomit  bbi  feft, 
bagegen  N  i)eränberli(^  annimmt;  in  biefem  %aüt  ift  b(C..)  :per:= 
f^elt.  ju  bi(A...)  unb  eben  fo  b(D...)  :perf^.  ju  bi(B..O  unb 
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habet  ift  betbe  W:ak  ba^  :perf:pe!t.  Sentrum  ein  ^unft  t>on  AiCi. 
Sd^neiben  [td^  AiCi  unb  BiDi  in  bem  ©(i}nitt^un!te  i^on  AC  unb 
BD,  jo  ift,  man  mac^  M  ober  N  alfo  auc^  Beibe  beränberlic^  an= 
nel^men,  ftet«^  biefer  (S^nitt:pun!t  f elbft  Zentrum  ber  ^eri>e!t.  Sejte:^un9. 
3uf.  Sejonbere  gäöe  ergeben  fi(^,  l^enn  ntan  ben  ®(^nitt^ 
pnnft  t>on  AiCi  u.  BJ^i  mit  bem  ©d)nitt^un!te  ber  ©egenfeiten 
AC  unb  BD  jufammenf alten ,  ober  toenn  A,  B,  C,  D  in  einer 
©eraben  liegen,  ober  tx>enn  man  bie  gemeinfame  ^^olbreieö^jeiteMN 
iniS  Unenblid)e  rilä^en  läfet,  tnie  nad^folgenbe  ©ä^e  erfennen  laffen» 

39.  §aben  gig.6  2  4@ette  eineSeiteMN  oberMiN^ 
be^  jugeprtgen  ^olarbreiec£)8  gemeinfc^aftlic^ ,  tt)äl}renb  bie 
4  ©eiten  be^  einen  buri^  bie  4  übrigen  (Sc!:pun!te  bei^  anbern 
ge^en,  fo  Ijaben  beibe  au(^  immer  ba^  ber  Seite  MN  ober 
MiNi  gegenüberliegenbe@(f  i^reiS  ^olarbreiedfg  gemeinfi^aftUc^. 

@i8  tritt  t)ier  ndmlii^  immer  ber  oben  erti)äl^nte  ^att  ein,  bafe 
ha^  :perf:pe!t.  (Sentrum  für  ha^  t»eränberli(^e  4  Seit  mit  bem  6(f 
beg  5ßolarbreie(f  beS  anbern  jufammenfäEt. 

©in  befonberer  gall  l)iet)on  lautet: 

2  Parallelogramme,  bon  benen  ba6  eine  bem  anbern  umfd^rie^ 
ben  ift,  l)aben  ben  2)ur(Sf(i)nitt  il)rer  diagonalen  gemein. 

40.  a3ei  2  Parallelogrammen  mit  bemfelben  ©(^nitt))unlt 
ber  S)iagonalen ,  f (^neibet  jebe^  ^aar  ^araffellinien  be^  einen 
jebeö  ^aar  bee  anbern  in  2  fünften,  bie  Je  mit  bem 
©(^nitt^unft  ber  diagonalen  in  1  ®eraben  liegen. 

41.  Säetijegen  fid)  bie  ©:pifeen  2er  SBinlel,  bereu  ©($en= 
lel  ftc^  :paraM  bleiben,  auf  einer  feften  ©eraben  fort,  fo 
bleibt  au(^  jebe  ber  beiben  diagonalen,  beig  einfachen  bur(^ 
fie  beftimmten  maß  ftet^  fid)  ^araEel. 

42.  ©re^enfid^  bie  4  ©eiten  eine)8  t^oUftänbigen  4©eit^, 
i?on  beffen  ^olarbreieif  eine  ©eite  feft  ift,  um  4  fünfte  einer 
©eraben,  fo  breiten  fic^  bie  übrigen  2  ©eiten  ber  ^ugeljörigen 
^olarbreiede  um  2  fefte  fünfte  berfelben  ©eraben. 

43.  S)re^en  fid)  bie  4  ©eiten  eineg  Parallelogramm^ 
um  4  fünfte  einer  ©eraben,  fo  bre^^en  fid^  au(^  bie  Sia^ 
gonalen  um  2  9ßun!te  biefer  ©eraben. 

©iefen  beiben  legten  ©d^en  tt)erben  ttJir  f^äter  tjon  anbrer 
©eite  auiS  toieber  begegnen. 
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44.  SIetbt  6et  einem  t>eranberli(i)en  tjoUftanbtgen  4g(ä 
ABCD  1  6(S  beB  ^oIbretec!i3  unb  1  ber  beiben  pge^örigen 
Selten  feft,  töäl^renb  bie  4  ©(Jen  auf  4  feften  ©eraben  fid^ 
fortbetDegen,  fo  ben)egen  ft(^  aud^  bie  beiben  ükigen  ©den 
be§  ^olbreied^  auf  2  feften  ©eraben,  bie  mit  2  jener  feften 
©eraben  in  1  fünfte  fi(^  fd)neiben. 

3uf.  2lu(^  !)ier  ergeben  fi($  befonbre  gäUe:  e§  genüge  als 
iSeifJpiel  folgenber :  Sei  aUen  ^aralleltra:pejen,  beren  ^parallele  (Seiten 
biefelbe  3lid)tung  'i>abzn,  unb  beren  4  6cfpun!te  auf  4  feften  ©era- 
ben  liegen,  bie  burd^  einen  ^unft  P  ge^en,  fci)neiben  fic^  au6)  bie 
beiben  nic^t  iparalleten  ©eiten^aare  in  hzn  fünften  2er  ©tral^ten 
begfelben  3ßun!te^  P. 

45.  SDie  3  §ö:^en  eine§  S)reieä!8  f(i)neiben  fic^  in 
1  5ßuntte. 

3e  2  fünfte  ber  unenbli(%  fernen  ©eraben,  n^elc^e  burd^  2 
auf  einanber  fen!red)te  ©erabe  beftimmt  finb ,  bilben  je  1  ^aar  ju=^ 
georbneter  ^unlte  etneiS  inöolut.  geraben  ©ebitbeg;  nennt  man  ba^ 
l^er  je  2®traI)Ien  2er  ®traf)lenbüfc^el,  bie  auf  einanber  fen&ei^t 
ftet)en,  entf:pre($enb ,  fo  finb  bieSüf($el  ^roiett.,  au^  biefem©runbe 
ift  gig.  7  A[abcd]  n  B  [aibiCidi],  ba'[)er  auc^  ber  SBurf  ab  cd 
u  d^cibiai,  tüorau^  ber  ®afe  folgt  naä)  1. 

46.  5)er  Ort  beg  nten  6(^6  eineö  einfallen  nSög,  beffen 
n — 1  übrige  ©tfen  auf  n — 1  feften  ©eraben  fi(i)  bett^egen, 
unb  beffen  n®eiten  um  n  fünfte  einer  ©eraben  ft(i)  brel)en, 
ift  eine  fefte  ©erabe,  bie  burd^  ben  ®(^nitt:pun!t  ber  Iften 
unb  (n— l)ften  feften  ©eraben  ge^t. 

@g  entftel)en  nämli(%,  ii^enn  man  bie  auf  einanber  folgenben 
$aare  t)on  Seiten,  tt)el($e  je  1  (So  bilben,  ate  ©tra^^len  öon  :proieft. 
@tra^lenbüf(^eln  betrad)tet,  lauter  :perf:peft.  ©tral^tenbüfc^el 

47.  Sie  nte  ©eite  eine§  einfachen  n@eit^  beffen  übrige 
(n—l)  ©eiten  um  fefte  fünfte  \xä)  breiten  unb  beffen 
ngäen  auf  n  feften  @tra£)ten  bej^felben  Stra^lenbüfd^el^ 
\iä)  fortbettjegen ,  brel)t  fi(^  ebenfaßi^  um  einen  feften  $un!t 

©ig  bilben  nämlid)  je  2  auf  einanber  folgenbe  unb  fomit  auä) 
ba^  erfte  unb  leiste  @(f  entf:pred)enbe  fünfte  2er  :proie!t,  unb  jtüar 
jugleic^  :perf^)e!t.  geraber  ©ebilbe. 
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48,    ©(i)netbet  man  2  $aar  (Segenfeiten  eineö  öoUftan- 

bigen  4(Stfö  burc^  eine  ©erabe  p  unb  jie^t  man  t)on  bem 

©d^nitt^unfte  P  {l  gig.  8)  bes  3ten  ^aare^  Don  ©egenfet^ 

Un  mi)  hzn  4  @(^nitt:pun!ten  aBcb  ©erabe,  jo  fc^neiben 

biefe  biefelkn  4  Seiten  in  4  fünften  aibiCibi   einer  neuen 

©eraben;  tooM  ju  beaii)ten,  bag  je  2  jol(^e  jujammengei)ö^ 

rige  fünfte  tt^ie  aoi,  bie  auf  einem  Strafe  mn  P  liegen 

jugteid)  auf  einem  ^aar  ©egenfeiten  liegen  muffen, 

»etra($tet  man  nur  ein  ^aar  fol(^er  fünfte  a^  u.  bi,  fo  be== 

ftimmen  biefe  eine  ©erabe  pi ,  mlä)^  bie  p  in  S  fc^neiben  möge, 

beult  man  fi(^  bie  p  um  S  gebre:^t,  fo  änbern  ft(^  a^  u.  h^,  allein 

immer  bleibt  baö  gerabe  ©ebilbe,  ba^  bur($  bie  oerf(^iebenen  Sd^nitt- 

:pun!te  ai  auf  ber  Seite  BC  entftel}t,  :perf^e!t.  bem  buri^  bie  entf^rei^en^ 

ben  ©d^nitt^unfte  bi  auf  AD  entfte^enben,  tueil  fie  ^rojeft.  finb,  unb  ibr 

@c£)nitt:punftM  einen  entf^rei^enb  gemeinfamen  ^un!t  barftettt.  ©abei 

Id^t  fii$   atebalb  nad^tx>eifen ,  bafe  bag  Zentrum  ber  :perfpeft,  ^e^^ 

jiel^ung  S  ein  fefter  g^unft  ber  ^olbreietf^feite  MN  fein  muß,  benn 

ti^egen  be^  ooöftanbigen  4(gtf^  aba^bi  mufe  M(bPaS)  unb  toegen 

be^  i)oEftänbigen4e(J^  ABCD  mufe  M(bPaN)  ein  ^armonif(^er 

SBurf  fein,  tt»orau^  folgt,  bag  ber  ©c^nitt^unlt  ppi  auf  MN  liegt, 

5Da  biefe  ©(^lu^folge  für  bie  ©d^nitt^unfte   Ci  u,  bi  ebenfo  gilt, 

unb  bie  ©eraben  p  u,  pi  burd^  bie  feften  ©eraben  SP  u.  SM  l)ar^ 

monifd)  getrennt  fein  muffen  (nac^  6.),  fo  ift  ber  ®a^  ertoiefen. 

3Sertauf($t  man  P  mit  M  u.  N,  fo  erhält  man  noä)  2  neue 
©erabe  p2  unb  pg  unb  biefe  3  ©erabe  P1P2P3  l)ciben  nun  mä)  bem 
J)origen  Seti^ei^  folgenbe  gegenfeitige  Sageni)erl)ältniffe:  ®ie  bilben 
ein  bem  S)reie(J  MNP  eingefd^riebene^  ©reiecf ,  beffen  3  (gtfen  oon 
p  bur(^  bie  ©tf en  beig  erfteren  l^armonif c^  getrennt  finb ,  ti^d^renb 
bie  3  (Seiten  heß  einen  unb  ht^  anbern  ftc^  in  3  ^unlten  t)on  p 
j($neiben.  §ierau^  folgt  unjtDeifelbar:  brel^t  ftd^  p  um  irgenb 
einen  feften  ^unft,  fo  brel)t  fi(^  au(^  iebe  ber  3  ©eraben  P1P2P3 
um  einen  feften  ^un!t,  uml^üEt  p  eine  bem  MNP  eingefd^riebene 
Äurüell,  fo  t^ut  biefeö  aui^  PiP2P3- 

Sefonbere  gäUe  ergeben  \xä) ,  wenn  p  insg  Unenbli($e  rücEt. 
49,    ^k^  man  'oon  einem  beliebigen  fünfte  S  nad^ 
2  ^aar  ©egenedfen  eine^^  tjoGftänbigen  4@eit^  Strahlen,  fo 
f(^neiben  biefe  biejenige  Seite  (m)  be^  jugeprigen  ^olar- 
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breieif^,  tüelc^e  bur(^  ba^  3te  ^aar  ©egeneifen  ge{)t,  in  4 
fünften,    3*^^)^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^rojeftton  jebe^  biefer 

4  e^en  ie  nad)  bem  ©egenetfe  4  neue  ©erabe,  jo  jd^neiben 
fi(^  bieje  in  einem  neuen  fünfte  Si,  ft^obei  SSi  burd^ 
ba^  ber  ertx)af)nten  ^olarbreieägjeite  (m)  gegenübertiegenbe 
etf  be^  ^olarbretecf^  ge:^t 

50,  ©c^neiben  3  ©tra^Ien  abc  eine)8  @tra^len6üf(^efö 

5  emeÄurt^ell  in  ben  6  fünften  ABCAiBiCi  fo  erl^ält 
man  8  ©reiecfe  i)on  ber  23efi^affen^eit,  ba§  bie  3  @(fen  auf 
ben  3  ©tral)len  abc  liegen,  ju  Jebem  biejer  8  ©reiedfe  geprt 
ein  anbetet  berfelben  'oon  ber  33ef(^affenl^eit ,  ba^  beibe  !ein 
@(J  gemeinj(^aftli(^  ^aben;  MIß  man  nun  ein  fol(^e^  3@df 
g.  ®,  ABC  unb  iki)t  t)on  ben  3  (Sifen  ABC  nad^  einem 
beliebigen  neuen  fünfte  D  ber  Rnxu  bie  3  ©eraben  AD 
BD  CD,  fo  f(^neiben  biefe  bie  3  ©etten  B^G.^  A^Ci  AiB^ 
be^  jugeprtgen  ©reiecS^  in  3  fünften  etnei^  ©tral)le§  d 
t)on  S.  ßä^t  man  ^iebei  bie  beiben  jufammengel^ßrigen 
©reietfe  ABC  u.  AiBiCi  il)re  a^toKen  t)ertauf(^en,  unb  tx^ä^t 
babei  ba^^  2te  mal  an  bie  ©telte  Don  D  einen  ^unft  ber 
Äuri^e,  ber  mit  bem  erften  D  in  einem  Straljle  t^on  S  liegt, 
fo  erl}dlt  man  in  beiben  ^aUm  benfelben  ©tral}l  d  t)on  S 
aU  Ort  ber  ®(f)nitt^un!te. 

S)er  Setoei^  ergiebt  fi(i)  unmittelbar  au^  I.  Z^.  63a,,  ti^enn 
man  ben  ©tra^lenbüfd§el  abc  :proieft,  auf  ba^  Äurijengebilbe  ABC 
ober  AiBiCi  be^ieljt, 

51.  ©inb  t)on  ben  3  ^unlten  abc  einer  ©eraben  p 
3  5ßaare  S^angenten  aa^  bb^  cci  an  eine  ^nvot  II  gejogen, 
fo  bilben  biefe  6  ©erabe  8  oerfd^iebene  S)retecfe,.  bereu  3  ©ei^ 
ten  bur(^,  abc  ge^en,  p  jebem  berfelben  abc  geprt  gerabe 
eine^  a^biCi  ijon  ber  Sefc^affen^eit,  ba^  beibe  feine  Seite 
gemeinf(^aftli(^  l)aben.  ©(^neibet  man  nun  bie  3  Seiten 
abc  be^  einen  t>on  2  ber  2lrt  sufammengebörigen  S^reieiJen 
huxä)  eine  beliebige  neue  Sangente  d  ber  Äuröe,  fo  ge^en 
bie  3  Serbinbung^linien  i)on  ad  u.  b^c^,  bd  u,  aiCi,  cd 
u,  b^ai  burc^  einen  ^unlt  b  i)on  p ,  läßt  man  baa  ©reieiS 
a^bici  an  bie  ©telte  oon  abc  treten  unb  umgefel^rt,  unb 
mäl^lt  bie  neue  Sangente  d^,  ti)el($e  aibiCi  f(^neibet,  fo,  bafe 
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d  n.  dl  anä)  in  einem  fünfte  'oon  p  fxä)  fc^neiben,  fo  bleibt 

ber  ©d)nitt^un!t  b  ber  3  aSerbinbung^Unien  a^d^  wnb  bc, 

b^di  u,  ac,   Cidi  u,  ba  auf  p  berjelbe, 

52.    ©inb  ABC  3  fünfte  einer  ©eraben  p,  unb  legt  man 

burd^  Ä  u,  B  2  beliebige  ©erabe  ai  u.  hz,  i^el(^e  entfprec^enb  eine 

anbete  ©erabe  p^  in  ben  fünften  a  u.  b  fc^neiben  mögen;    jie^t 

man  ferner  i)on  bem  fünfte  C  nad^  a  u,  b  bie  2  ©tral^len  q  u.  c^, 

fo  liegen  ftet^  bie  ®c^nittpun!te  aiC2  unb  b2Ci  in  einer  ©eraben, 

bie  bur(^  einen  feften  ^un!t  'oon  p  gel)t 

Setrai^tet  man  ndmlid)  bie  eine  ©erabe  a^  (ober  b2)  al^  feft 
unb  laßt  bie  anbere  b2  (ober  a^)  fi($  ftetig  anbern,  fo  änbert  anä) 
bie  Sage  öon  C2  fi(^  ftetig ;  allein  ftet^  f(^neibet  bie  b2  bie  fefte  ©e- 
rabe  ci  unb  bie  C2  bie  fefte  ©erabe  a^  in  entfprec^enben  fünften 
2er  :perf:pelt  geraber  ©ebilbe,  i)on  benen  ein  5ßaar  entf^)re($enber 
fünfte  in  ber  ©eraben  p  liegt. 

§iel)er  gel)ört  al^  befonberer  gaE: 

S5re^en  fi(^  2  ni(^t  :paraKele  ©eiten  eine^  ^araöelo^ 
gramm^  um  2  fefte  fünfte  AB  ganj  beliebig,  tüäbrenb  bie 
beiben  anbern  ©eiten  fid^  in  einem  fünfte  C  Don  AB  \ä)nd^ 
ben,  fo  gel^t  bie  eine  ^Diagonale  ftet^  burc^  einen  feften  5pun!t 
öon  AB. 

53.  ©inb  bie  beiben  ©eraben  qiq2  ju  ber  ©eraben  AB 
:paral[el  unb  ti^erben  qi  unb  q2  t?on  einer  4ten  ©eraben  p 
in  ben  ^^unften  MN  gef (Quitten,  fo  beftimmen  bie  ©eraben 
AM  unb  BN,  fott)ie  AN  unb  BM  mit  qi  unb  q2  ftetö  ein 
^araKeltrapej,  beffen  2te  diagonale  burc%  einen  feften  ^untt 
\)on  AB  gel^t,  xok  anä)  bie  ))araMen  ©eraben  qi  u,  qa 
gelegen  fein  mögen. 

54.  Sft  S  irgenb  ein  (gö  einei^  ooUftänbigen  4  ©eit^, 
fo  ift  ba^  25erl}ältni6  ber  5probu!te  Sa.Sb:Sai.Sbi  unge^ 
anbert  bas^felbe,  xok  man  auc%  bie  4  ©eiten  ^parallel  mit  fid) 
fortrütf en  läßt,  ti^enn  nur  a  unb  b  einerfeit^  unb  ai  unb  bi 
anbrerfeit^  bie  auf  ben  burc^  S  gel^enben  beiben  ©eiten  ge- 
legenen  übrigen  @cfen  bebeuten. 

@^  folgt  biefe^  unmittelbar  barauiS,  ba§  Sa  u.  Sai  entf^re^ 
d^enbe  fünfte  2er  ä^nlic^er  geraber  ©ebilbe  barfteUen,  unb  ba§  bie- 
fe^  ebenfo  mit  Sb  u.  Sb^  ber  gall  ift,    fo  ba§  Sa:Sai  =  c  unb 
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S6:Sbi=:ci  alfo  Sa.S6:SaiSbi=:c,ci  ift,  tt>oM  c  u.  q  fonftantc 
3ai)lenti^ert^e  barfteHen. 

^ft  cci  =  l  \o  txierben  btefe  ^robufte  einanber  gleid^; 

finb  in  biefer  a3ejtei)ung  bte  9lt(i)tungen  i)on  3  Seiten   beö 

4®ett^  QtQebtn,  jo  finbet  man  \kW  gerabe  2  Otii^tungen 

für  bie  4te  ©eite,  Bei  ber  biefer  gall  eintritt    ©inb  ^iebei 

bie  2  ber  3  er[teren  ©etten,  tt)elc^e  fic^  in  S  jc^neiben,  anf 

einanber  jenlrei^t,  jo  I)at  bei  jeber  9ii(^tung,  bie  bie  3te  ©eite 

I)at,  [tet^  eine  ber  betben  möglid)en  3R:i(^tnngen  bie  Sage, 

ba§  anc^  bie  3te  unb  4te©eite^anf  einanber  fenfrec^t  [te^en, 

ajlan  finbet  biefe  leiste  Set)au^tung  beftätigt,  ti^enn  man  a  u, 

b  jufammenf allen  la^t,   benn  nacf)  einem  befannten  ®afe  über  bie 

2leI)nli(^Mt  ber  giguren  ift  ftet^  (Sa)2=Sai.Sbi*), 

55,  Siegen  bie  4  gclen  AiBiCiDi  eineig  t)oIIftänbigen 
46cf^  anf  ben  4  ©eraben  ab  cd  einej^  i)oEftanbigen  4©eiti3 
tDät)renb  ein  ^aar  ©egenfeiten  Ä^Di  u.  BiCi  be^  erften  anf 
ber  ©eite  MN  (gig.  9)  be!3  jnm  4©eit  ge^^ßrigen  ?ßoIar^ 
breieiJi^  ]iä^  f(f)neiben,  tüeli^e  bnr^  bie  @egenj)un!te  ac  unb 
bd  beftimmt  ift,  fo  f($neiben  \ii)  fteta  no(^  1  ^aar  ©egen- 
feiten,  nämlic^AiCi  imb  BiD^  auf  ber  2ten  ©eite  beig  jum 
4©eit  ge!)örigen  ^olarbreiecf^,  totlä^t  burc^  bie  ©egen^punöe 
ad  n.  bc  beftimmt  ift, 

©enö  man  fi^  ben  ©c^nitt^untt  S  i)on  AiDi  u,  BiCi  auf 
MN,  fotDie  bie  eine  ber  beiben  ©eiten  j.  33.  A^Di  feft,  fo  beftim= 
men  bie  bett)eglid)en  ©c^nitt:pun!te  Bi  u.  Ci  auf  ben  beiben  ©eiten 
bei§  4©eit^  2  :proieIt,  gerabe  ©ebilbe,  beren  ©c^eine  Don  D^  u.  Ai 
2  :perf:pe!t.  ©tral)Ienbüfd)el  bilben,  für  ti^el(i)e  bie  Sl^e  ber  :perf^)e!t 
SSejiel^ung  PQ  ift,  ti^orauiS  bie  Sfti<^tig!eit  folgt 

S)ie  23etrad)tung  ber  gig,  tx)irb  atebalb  erf ennen  ■  laff en ,  in 
mlä^ex  Orbnung  bie  M^n  bej^  4(£cf^  unb  ©eiten  bei^  4©eit^  ju- 
fammengepren, 

a3efonbere  gdlle  biefesg  ©afee^  lauten: 

56,    ^kl)t  man  burc^  bie  2  ^aar  ©egenecfen  einea  ^a- 
raffeltra:peje)8  2  $aare  i)on  ^araHellinien,  fo  beftimmen  bie^ 


*)  3n  ^epg  auf  Me  ^^otausfe^ung  biefer  geometrif^en  2ßal}ri^eit  Bejiel^c 
ic^  mi^  auf  ba«  in  ^x.  19  ©efagte. 

5pfaff,  neuere  Geometrie.  II,  ^ 
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felben  ein  Parallelogramm;  befjen  eine  ©tagonale  burc^  ben 
©c^nitt^unft   ber  beiben  S^tagonalen   be^  ^aralleltra:pejei8 
ge^t. 
SDiejer  le^te  ®a^  lafet  fi(ä)  aber  no(^   etoaS  allgemeiner  fo 
auiSbrücfen : 

57,  (S(J)neibet  man  bte  2  5ßaar  (Segenfeiten  eine^^  ^a< 
raüelogramm^  bur($  2  ©erabe  ddi ,  bte  ft^  jelbft  auf  einer 
S)iagonale  bej^  ?ßaraMogramm^  fc{)neiben,  fo  erl^ält  man 
4^aare  i)on  @(^nitt:pun!ten  öon  folc^er  i8ef($affen£)eit,  bag 
iebeg  ^aar  ©(^nitt:pun!te  Don  d  auf  einem  ^aare  i)on  @e^ 
genfeiten  mit  bem  $aare  i)on  ©c^nitt:pun!ten  i)on  d^  auf 
bem  anbern  ein  ^araffeltrapej  bilben. 

58,  Siegen  bie  4  ©tfen  AiBiCiDi  einei6  i^oUftänbigen 
4(£c!^  auf  ben  4  Seiten  eine;^  ijoUftänbigen  4©eit^  ab  cd 
unb  fi^neiben  ftdE)  2  ^aare  i)on  ©egenfeiten  AiD^  u.  BiCi 
einerfeit^/  AiB^  u,  CiDi  anbrerfeit^  auf  ber  ©eite  bei3  jum 
4©eit  beftimmten  ^olarbreiecf ^ ,  bie  bur(^  bie  ©egen^unfte 
ac  unb  bd  fceftimmt  ift,  fo  ift  ber  ®d)nitt:punft  be§  3ten 
^aare^  Don  ©egenfeiten  ftet^  ba^  6cE  be^  jum  4©eit  ge== 
l)örigen  ^olarbreiecE^ ,  bas^  ber  ertx)äi)nten  ©eite  be^felben 
gegenüberliegt  (f>  %\o^.  10), 

59,  S)enÖ  man  fidf)  AiDi  'ijkM  feft,  fo  fann  man  bie  grage 
aufn^erfen,  ob  man  immer  noc^  2  fünfte  BiCi  baju  finbet,  fo  ba§ 
baiS  4©(f  AiBj^CiDi  bie  im  ©at^e  enx^äl^nte  Sage  gegenüber  bem 
4©eit  ab  cd  l}abe,  SJian  finbet  aber,  n^enn  man  l^ieber  bie  ©eite 
BiCi  fid)  um  ben  feften  ^unft  S  bre^en  läjjt,  bafe  bann  au(f)  bie 
in  S^r. 55  ertDdl)nten  ))roie!t.  ^unftgebilbe  b(Bi,,,)  unb  c(Ci,,,) 
Don  ben  fünften  Ai  u.  Di  au^  ^erf:pe!t,  ©tral)lenbüfd)el  erzeugen, 
tDie  lx)ir  biefe^t^  in  9tr,  55  umge!el)rt  für  bie  D^  u,  Ai  afö  richtig 
erlannt  ):)(xlz\\\  unb  man  finbet  bie  :perf^e!t,  3ljce  bief er  beiben  Süfi^el, 
tx>enn  man  ben  ^un!t  Q  mit  bem  ©^nitt:pun!te  oon  MAi  u,  ND^ 
Derbinbet;  ba  tt)0  biefe  ^erf:pe!t  Sljce  bie  ©erabe  MN  fi^neibet,  ift 
ber  ^unlt,  in  tt)eld^em  ftd)  bie  ©eiten  AiB^  u.  DiCx  be^  gefud^ten 
46(10  f(^neiben;  fjierau^  erljält  mm  nun  folgenben  ©afe: 

60,  ©ig  giebt  unenblid)  oiele  ootlftdnbige  46:(^e,  bereu 
4  ©den  auf  ben  4  ©eiten  etne^  gegebenen  Dollftänbigen 
4©eitS  liegen,  unb  bie  bie  Bebingung  erfütten,  ba^  ba^  ^ot 
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bretecS  be^  4(£(f  ^  unb  ba^  ^olarbvetec!  be^  4©eiti8  eine  Seite 
unb  bte  ©ec^enecfe  gemein  ^aben, 

61.  ^k^  man  bur($  bte  4edEen  AB  CD  eineS  t>oU^ 
ftdnbtgen  4(Sö^  entf:pred)enb  bte  4  ©eraben  aibiCidi  eine6 
^oüftänbigen  4©eit!8,  j-ebod)  fo,  ba§  bie  beiben  @egen:pun!te 
aidx  u.  bjCi  be^  legieren  auf  einer  ©eraben  s  liegen,  bie 
burd^  ba^  ^d  be^  jum  4(Sc!  gel)örigen  ^olbreietf^  gef)t,  ba6 
burd)  ben  S^^nitt^unft  i)on  AC  unb  BD  beftimmt  ift,  fo 
liegen  ftet^  noä)  ein  $aar  ©egen^unfte  namli($  a^ci  u.  b^di 
auf  einer  ©eraben,  bie  iuxä)  ba^  (Sd  be^  jum  46cf  get)öris 
gen  ^olbreietf  get)t,  basS  bur(^  ben  ®(^nitt  i)on  AD  u.  BC 
beftimmt  ift. 

(Sin  befonberer  %aU  l}iei)on  lautet: 

62.  ©inb  AD  u.  BC,  fon^ie  AC  u.  BD  bie  beiben  ®e^ 
genfeiten  eineig  Parallelogramm^  unb  M  u.  N  2  beliebige 
fünfte  einer  ^u  AC  :parallelen  Sinie,  fo  fd)neiben  fi(i)  bie 
2  Sinien^aare  MA  u.  NC  foti^ie  MD  u.  NB  in  2  fünften, 
bie  in  einer  ju  AD  :parallelen  Sinie  liegen,  bagegen  liegt 
ber  ©(^nitt^mnft  i^on  MA  u.  NC  mit  bem  ®(i)nitt^un!t  loon 
MB  u.  NC  in  einer  burc^  ben  (S(^nitt))un!t  ber  diagonalen 
gel^enben  ©eraben. 

63.  3^^-^*  ^^^  ^^^  2  beliebigen  fünften  A  unb  Ai 
(f.  gig.  11)  2er  ©eraben  p  u.  pi  nai^  2en  ^:pun!ten  M  u.  N 
2^aar©erabe  m  u.  n,  mi  u.  ni,  fo  fc^neiben  bie  letzteren 
bie  beiben  erften  in  2  ^aar  fünften  oon  ber  Sagenbef($affen== 
l)eit,  bafe  pmi  (ober  a)  unb  piii  (ober  aO  einerfeit^,  fotoie 
piii  (ober  b)  u.  pim  (ober  bi)  anbrerfeitig  aSerbinbung^linien 
liefern,  toel(f)e  fic^  in  einem  fünfte  i)on  MN  f(^neiben. 

5£)enn  ba  mä)  I  S:i}.  17.  M:pi))N  n  N))))iM,  fo  finb  bie 
beiben  ertoä^nten  $un!ten:paare  entf:pred)enbe  Elemente  2er  in  p 
u.  pi  entl^altener  :perf))e!t.  geraber  ©ebilbe,  für  toelc^e  bie  ©(^nitt= 
:pun!te  ))  u.  :pi  mit  MN  ebenfaU)8  ein  $aar  entf:pre(^enber  ^unöe 
barfteöen. 

64.  ^k^  man  i)on  ben  ©den  eine^  S)reieä!8  AB  na(^ 
einem  fünfte  ©erabe,  bie  bie  ©egenfeiten  in  abc  fi^neiben 
unb  finb  aibiC^  öon  abc  ie  bur<^  bie  (Scfen  ABC  l^armo- 
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mjc^  Ö^trennt,  fo  Itesett  1.)  afiq  ac^i  bcai  unb  2.)  aibiq 
je  in  1  ©eraben. 
Sag  Ifte  folgt  au^  1 ,  ba^  2te  au^  I.  S^.  87,  ba  abc  unb 
ABC  :perf^e!t.  ©reietfe  [inb. 

65.  Seujegt  \\6)  eine  ©erabe  fo,  ba|  [te  bur(^  4  ©erabe, 
Don  benen  feine  3  bur(^  1  ^unft  gei)en,  in  einem  l^armoni== 
\6)tn  SBurf  gef(f)nitten  t^irb ,  |o  erzeugt  fte  eine  ^wcu  II, 
bie  aud)  Jene  4  ©erabe  berührt,  na(|  3. 

66.  Sen^egt  \\6)  bentnad)  eine  ©erabe  fo,  ba§  fte  tjon 
3  ©eraben  in  3  fünften  gef(i)nitten  «jirb,  t>on  benen  ber  auf 
ber  einen  ©eraben  liegenbe  in  ber  WxXit  jtoif(^en  ben  Beiben 
anbern  liegt,  fo  Bef(%reibt  fie  eine  ^arabel 

67.  SSeti^egt  fid)  ein  ^unÖ  fo,  ba§  bie  4  ©tral)len,  bie 
i}on  if)m  auig  nad)  2  feften  fünften  get)en,  einen  l^arntoni- 
f(^en  äßurf  bilben,  fo  bef(^reibt  er  eine  Äurt^e  II,  bie  au(^ 
bur^  bie  4  gegebenen  fünfte  ge^t. 

©in  befonberer  ^^aH  f)ieoon  ift  ber  ©a^: 

68.  2lKe  SSinM,  bereu  ©c^enM  burd^  bie  ©üben  PQ 
eine^  Ärei^bur(f)meffer^  Ö^l)en,  unb  bereu  @;pi^en  A  in  ber 
^rei^linie  liegen,  finb  red)te  SBinfel. 

(£g  bilben  namli($  je  2  auf  einanber  fenfred^te  ©tra^len  mit 
ben  nad)  ben  2  3lormal^unIten  gel)enben  @tral)len  Je  einen  l)ar' 
monif(^en  5Burf  nac^  14. 

69.  ®inb  PQ  nic^t  bie  ©üben  eine§  ^rei^burd)meffer!3, 
fonbern  bie  ©üben  einer  beliebigen  @el)ne,  fo  l)at  man  ju 
unterfi^eiben,  in  toelc^em  ber  beiben  Ärei^bögen  PQ  bie  @:pi^e 
A  beg  aSinfelg  liegt;  e^  finb  nämlic^  aCe  SßinJelPAQ,  be= 
reu  @:pi^e  A  in  bemfelben  33ogen  PQ  liegen,  unter  fi(^  gleid), 
bagegen  ergänzt  jeber  äöiuM  be^  einen  ben  be^  anbern  ju  180''. 

2  jum  Äreife  ))erf:pe!t.  alfo  unter  ft(^  ^projelt.  ®tral)lenbüf(^el 
P[A...J  n  Q[A...]  fc^neiben  nämli(^  bie  unenblid^  ferne  ©erabe 
in  2  :proj;eIt.  geraben  ©ebilben,  bereu  entf^)re(^enb  gemeinfame  (Jle:= 
mente  bie  S^ormal^unfte  finb  (na(^  14);  bal)er  muffen  biefe  beiben 
23üfd)el  !ongruent  unb  gleii^laufenb  fein,  benn  fud)t  man  ganj 
na(^  I  ^l).  30  bie  entf:prec^enb  gemeinfamen  ©lemente  2er  glei(^= 
laufenber  fongruenter  ©tra^lenbüfd)el  P,  fo  finbet  man  ^\izn  bie 
9lormalftral)len  i)on  P;    txjorau^   nad)    (17)  erfic^tlic^,    ba§  ber 
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SBinM  FAQ  für  ieben  Sogen  berfelbe  bleibt,  n^ä^renb  bie  23e^ 
tra(^tung  be6  ©reuäfalle^,  tot)  A  mit  P  ober  Q  jujammenfallt, 
atebdb  er!ennen  läfet,  ba^  je  nad)  ben  beiben  33ögen  PQ  bie 
©rö^e  be^  äöinlel^  PAQ  ben  SSertI)  eine^  ber  beiben  ?tebenti3tnM 
annimmt,  bie  burt^  QP  u,  PP  ober  burc^  PQ  u.  QQ  gebilbet  tx^erben. 

70.  aSetoegt  yi(^  bie  ©:pi^e  eineig  lonftanten  SKinfel^ 
(f.  i^ig.  12)  auf  einer  feften  ©eraben  p ,  toä^renb  ber  eine 
©c^enfel  fid)  um  einen  feften  ^unft  F  breljt,  fo  berül)rt 
ber  2te  ©(^enfel  eine  Parabel.  Man  !ann  burd)  ben  feften 
^un!t  2  ©erabe  jiet)en,  bie  mit  p  ben  SBinlel  a  bitben,  bie 
eine  berfelben  bilbet  ben  ©c^enfel  hc^  2Bin!eB  a,  für  toet 
(^en  ber  2te  ©(^en!el  mit  p  sufammenfäßt  unb  ber  bai)er 
nad)  bem  33erül)rung^^un!t  i^on  p  unb  ber  Parabel  gel)t, 
bie  anbere  fteHt  bie  2l)ce  ber  ^arabel  bar;  fo  ba§  alfo  bie 
2l):e  unb  bie  nac^  bem  Serü^rung^^puntt  gel}enbe  ©erabe  mit 
ber  S^angente  p  ein  gleid)f($en!tige^  ©reied  bitben. 

S)enft  man  fid^  nämlic^  bur(^  F  eine  ©erabe  :parallel  bem 
2ten  ©(^enfel,  fo  ift  ju  erfennen,  ba§  p  unb  bie  unenblid)  ferne 
©erabe  in  2  :proie!t.  geraben  ©ebilben  gef (Quitten  tx^erben,  toobei 
bem  ©(^nitt:pun!t  bon  p  mit  ber  unenbli^  fernen  ©eraben  aU  @le= 
ment  l^on  p  bie  im  ®a^  ali^  2l)ce  bejeid)nete  ©erabe  entf:pri($t,  )X)ai)- 
renb  er  aU  ©lement  ber  unenblid)  fernen  ©eraben  bem  oben  an= 
gegebenen  Serüt)rung^:pun!t  entf:prtd)t,  ©a§  F  ber  a3renn:pun!t  ift, 
tx>irb  eine  f^pätere  (5nttt)idlung  bo^rt^un. 

71.  S)er  Ort  beig  nten  ecf:pun!te^  eine^  niSdß,  beffen 
n — 1  übrige  ©den  auf  feften  ©eraben  fid)  beti^egen,  tx>äl)renb 
bie  n  Seiten  um  ii  fefte  fünfte  fid)  brefjen,  ift  im  2IIIgemei:= 
neu  eine  Äuroe  II.  Siegen  bie  n  3)re^:punÖe  in  1  ©eraben, 
fo  gel)t  bie  Äurt)e  II  in  2  ©erabe  über. 

^ebe  ©eite  bilbet  einen  ®tral)lenbüf(^el ,  ber  mit  bem  burd^ 
bie  ncid^fte  gebitbeten  :perf:pe!t  ift,  fo  ba§  ber  erfte  unb  lefete  :pro= 
ie!t.  ober  ))erf:pe!t.  tt)erben. 

72.  S)ie  nte  ©eite  eine^  nSeitiS,  beffen  n — 1  übrige  Seiten 
ft(^  um  fefte  fünfte  bre()en,  toä^renb  aöegden  auf  n  feften  ©e^ 
raben  fid^  fortbet^egen,  umt)üllt  im  2lßgemeinen  eine  ^uroe  IL 
©iefelbe  gel^t  in  bai^  Softem  2er  fünfte  über,  tt)enn  alle 
n  feften  ©eraben  fid)  in  1  ^punfte  fc^neiben. 
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73,  ®(i)netbet  tnan  ein  S)reiec!  burd^  eine  ©erabe  MN  (gtc^JS) 

unb  jie^t  i)on  2  ©cfen  AB  be^S  Sreiecfe^  ie  nad)  1  ^unlte  t)on 

MN  2  ©erabe,  fo  f(i)neiben  bieje  bte  ©egenjetten  in  fünften  MiN^, 

beten  95erbinbung!3ltnien  eine  Äurt>e  11  berühren ,  bie  bem  S)rete(f 

eingefc^riekn  ift    Sienbert  fid)  MN,  ithoä)  jo,  baß  ein  $unft  P 

feft  bleibt,  fo  erl)ält  ntan  ein  ®t)ftem  Don  Äuroenü,  bie  alle  bie 

eine  4te  Stangente  M2N2  gemein  l^aben;  l)iel)ei  lend^tet  ein,  bafe  MN 

bte  polare  t)on  C  nnb  bafe  alfo  P  bent  C  lonjugirt  ift,  l^ierau^  folgt: 

©ine  Äuri^ell  ift  DoGfommen  beftinimt,  toenn  3  i^rer 

S:angenten  unb  ju  2  (Stf en  be^  burd)  fie  gebilbeten  ©reiecfjg 

je  1  fonjugirter  ^unft  gegeben  ift. 

74,  ©ie  ©:pi|en  aGer  glei($f(^en!ligen  ©reiede,  beren 
©runblinien  in  einer  feften  ©eraben  p  liegen,  unb  beren  beibe 
(S(^en!el  um  2  fefte  fünfte  MM^  ft(^  brel)en,  liegen  in  einer 
glei(^feitigen  ^^:perbel,  bie  in  ba^  ®t)ftem  2er  fen!red)ter 
©eraber  übergel^t,  tx^enn  MMi  u,  p  ))aral[el  finb, 

75,  SBenn  irgenb  eine  ©erabe  2  ©egenfeiten  eine^  einfa^en 
46(fj8  in  S:l)eile  tl)eilt,  beren  9Ser^ältni^  auf  ber  einen  ©eraben  ba!^:: 
fe(be  tok  auf  ber  anbern  ift,  fo  finb  atte  ©erabe  S^angenten  einer 
g5arabel;  unb  umgefel^rt  je  2S^angenten  einer  Parabel  n)erben  t)on 
ben  übrigen  in  2  ä^nlic^en  geraben  ©ebilben  gef(^nitten;  nac^  5ytr,65 
unb  i%^.  11, 

76,  66  feien  2  ini)olut*  ©tra'^lenbüfd)el  M  [aai ,  bbj  unb 
N[a«i  ,/J^i , ,,]  gegeben  (f,  gig,  14);  bejeii^net  man  nun  bie  @(^nitt== 
ipunite  aa  ai«!  a/9  eL^ß^  entf))re(^enb  burc^  a  ai  b  bi ,  fotoie  ben 
®($nitt))un!t  i)on  abi  unb  aib  bur(^  P,  fo  fteEt  P  einen  ini^olut, 
©tra^lenbüf($el  bar,  toenn  man  bie  ®tral}len  jugeorbnet  nennt,  bie 
man  i)on  P  nad)  ben  beiben  ©d)nitt:pun!ten  cci  jiel^t,  i)on  benen 
a  i)on  einem  unb  ai  bon  bem  anbern  oon  2  jugeorbneten  ®tral)len 
yyi  be6  Süf(^el6  aa^.ßß^  gefc^nitten  toirb,  ^e  nad^bem  man  j\oei 
anbere  ^aare  t?on  jugeorbneten  ©tral^len  bei^  33üf(^el6  N  ber  obi- 
gen  Betrachtung  ju  ©runbe  legt,  exljält  man  einen  anbern  2Jlittel^ 
!pun!t  P,  aber  alle  ber  2lrt  möglichen  ?[Rittel:pun!te  toie  P  liegen 
auf  einer  ©eraben  p  nac^  1,  infoferne  aai,bbi  cq,,,  je  entf:pre^ 
(^enbe  fünfte  2er  in  a  u,  ai  enthaltener  pxo\ttt  geraber  ©ebilbe 
barftelten;  bie  ©erabe  p  ge^t  babei  ebenfaH^  nad^  3lvA  burd^  bie 
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kiben  (Sc^nitt^unfte  i)on  au.  ai,  mit  bemientgen  ®tral)Ie  be§  SSü- 
|(^efö  N,  tDeld)er  bem  cjemeinfamen  ©tral}Ie  NM  jugeorbnet  ift, 
b.  l).  p  faßt  mit  bemfelben  jujammen.  S)arau^  folgt  aber  noti)- 
t^enbig,  ba§  btefe  ©erabe  p  aU  Ort  für  bie  ?iÄittel:pun!te  ber  neuen 
üii^olut.  Siiji^el  fid^  nid^t  änbert,  tx)enn  man  a  u,  ai  mit  einem  ht^ 
lieUgen  anbern  jpaare  pgeorbneter  ©trat)ten  i)on  M  t^ertauji^t, 

aSertaufd)t  man  nun  akr  ki  biefer  Unterfu(i)ung  bie  6etben 

a3üfä)el  M  u.  N  mit  einanber,  jo  erfialt  man  ebenjo  afö  Ort  für 

bie  2)MeIpunfte  ber  neuen  int)olut.  23üfcf)el  bie  ©erabe  pi,  tt>el^e 

bie  bem  ©tral)le  MN  im  int)olut.  Süfd)el  M  jugeorbnete  ©erabe  ift, 

§ierau!3  folgt  nun ,   baß  ber  (5t^nitt:pun!t  i)on  p  u.  pi  unb  jti^ar 

biefer  allein  bie  in  folgenbem  ©atje  au^gef:pro(^ene  @igenfcE)aft  l)at: 

§at  man  2  ini^olut.  ©tral)lenl)üfd)el  M  u.  N  unb  Mljlt 

irgenb  2  ^aare  pgeorbneter  ©trauten  berfelben,  fo  bilben 

biefe  ein  i)ollftänbige§  4©eit;  jief)t  man  nun  t)on  bem.  Schnitt- 

^unlte  P  ber  beiben  Strahlen,    ti?elc^e    bem    gemeiufamen 

©tral^le  MN  §ugeorbnet  finb,  nai^   ben  3  $aar  ©egenecfen 

3  ^aare  oon  ®tral}len,  fo  bilben  biefe  3  $aare  jugeorbneter 

©tral)ten  eine^  int>olut.  ©tra^lenbüfd)efö  P,  beffen  ini^olut» 

Se^ie^ung  biefelbe  bleibt,  toeld^e  jugeorbnete  ©tral^len^paare 

mn  M  unb  N  man  aud>  tx>äl)len  mag.  ®abei  überzeugt  man 

fid)  atebalb,  baß  bie  3  ini)olut.  »üfi^el  MNP  ber  2lrt  in 

Söe(^felbejiel)ung  fteljen,  ba§  jeber  berfelben  ben  beiben  an^ 

bem  gegenüber  in  ber  l^ier  bef:prod)enen  Sejiel^ung  ftel}t.  S)te 

3  ini)olut  ffiüfdjel  'i)abm  entti^eber  aKe  3,  ober  eö  l^at  nur 

1  Orbnung^elemente ;  im  erften  gaHe  ftellen  bie  Orbnungjo^ 

elemente   bie  6  Seiten  eine^  i)olIfiänbigen  4@d^  bar,  i)on 

bem  MNP  ba^  ^olbretecf  ifi 

77.  2luf  g.:  (S§  ift  eine  ©erabe  p  unb  außerhalb  berfelben 

3  ?ßunfte  ABC,  bie  tiic^t  in  1  ©eraben  liegen,  gegeben,  man 

fott  in  p  einen  5ßunft  S  finben,  fo  baß  S(ABCS)^0  einem 

gegebenen  SBurfe  abcb  ^rojeit.  fei. 

SJlan  fud)e  in  ber  ©eraben  AB  einen  ^unit  Ci  öon  ber  SSe^ 

f(^affenl)eit,  bafe  ti^enn  ttjir  mit  D  ben  ©djuittpunft  t)on  AB  u. 


*)  ©ie  ^erabe  SS  fteEt  bie  (^erabe  p  bar,  äljnli^  ber  Sßeaei^nung 
in  1.^^.48. 
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p  Bcaetd^nen,  ABCiD  ^abcb,  fo  ftellt  ber  @(i)nttt^unlt  i)on  CCi 
unb  p  offenBar  ben  gefuc^ten  ^un!t  S  bar. 

78,  Slufg.  e^finb  4qjun!teABCD  gegeben,  man  foH 
ben  geometrijd)en  Ort  be^jentgen  ^unfte^  S  ftnben,  ber  bie 
etgenf*aft  l)at,  bafe  S  (ABCD)  n  abcb. 

©tnb  3  ber  4  fünfte  j.  ©,  ABC  in  lOeraben,  fo  ju(^e 
man  in  biejer  ©eraben  ben  4ten  3ßun!t  Di  t)on  ber  a3ejd)affen^ett, 
ba§  ABCDi  bem  gegebenen  Sßurf  abcb  :proie!t,  i[t,  atebann  [teilen 
fammtti(^e  ^nnfte  i)on  DDi  bie  gefud)ten  ^nn!te  S  bar.  23itben  ABCD 
ein  4  ©Ö ,  fo  fn(f)e  man  eine  bnrd^  D  get)enbe  ©erabe  DD  i)on  ber 
a3efd)aften^eit,  bafeD(ABCD)  yr  abcb  ift;  bie  fämmtlii^en  ^nnlte 
ber  Äuri)e  II,  ti^elc^e  burc^  ABCD  ge^t  nnb  bie  DD  berührt,  ftet:= 
ten  na(^  L  %\  61  bie  fragli(f)en  fünfte  S  bar. 

79,  2  ju  einer  ^urt)e  II  :perf:peft,  ®tra^lenbüf(^el 
A(abc..)  n  B(aibiCi..)  f(f)neiben  iebe  ju  AB  loningirte 
©erabe  p  in  jugeorbneten  fünften  einer  ^nt^otution  aa^. 
bbi.cci .  . .,  beren  Orbnnng^elemente  bie  ©d)nitt^nn!te  öon 
p  unb  K  finb,  ober  mit  anbern  Sßorten:  bie  2  ©eiten  AC 
nnb  BC  eine^  einer  Äurt)e  II  eingef(^riebenen  ©reiecfig  ABC 
f(^neiben  jebe  ber  AB  lonjugirte  ©erabe  p  in  2  fonjugirten 
fünften. 

©iS  ift  nämlid)  p(abc*,0  n  p(aibiCi..O/  ^^  ^M^  beiben  ge:^ 
raben  ©ebilbe  Schnitte  2er  :perf:pe!t.  (3tral)lenbüfd)el  A  unb  B  [inb, 
ferner  bitben  biefe  beiben  geraben  ©ebitbe  ein  inüolut,  gerabe^  ©e^ 
bilbe,  ba  ber  ©(^nitt:pun!t  i^on  AB  unb  p,  fot^ie  ber  $oI  i)on  AB 
einanber  abtx)ec^felnb  entf:pre(^en,  unb  fd^liefelid)  [teilen  bie  ©djnitt- 
:pun!te  t>on  p  unb  K  bie  Orbnungj^elemente  biefer  3^i)olution  bar, 
ba  fie  offenbar  entf^red)enb  gemeinfame  (SIemente  barftellen.  23efon= 
bere  gälle  l^ieDon  lauten: 

80.  23efd)reibt  man  in  einer  Äurt)e  II  K  ein  ©reietf 
ABC,  be[[en  ©eite  AB  ein  5)urd)me[fer  i[t,  fo  t)aben  bie  bei=: 
"^txi  ©eiten  AC  unb  BC  be^felben  [tet§  bie  9ti(^tung  2er 
f onjugirter  S)urd)me[f er  (man  nennt  fie  n?ot)l  aud)  !oniugirte 
©et)nen),  SJlan  erl^Ht  bie  SRid)tung  ber  2  gleichen  S)urd)^ 
meffer  einer  ©Hüpfe,  toenn  man  bie  (gnb:punfte  ber  3l):en  mit 
einanber  oerbinbet 
81.    SlUc  SStnM  im  §alb!reife  ftnb  =90^ 
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82.  S3erül)ren  2  ©erabe  ab  eine  Parabel  in  a  u.  b,  unb 
jtel}t  tnan  i)on  bem  ©d)nitt:pun!t  ab  eine  ©efante,  mlä)t  bte  ju 
a  u,  b  gel)öri9en  ©urc^meffer  in  a^  u.  Bi  fd^neibet,  jo  liec^t  ber 
®d)nitt:pun!t  Don  üib  u.  bia  ebenfalls  auf  ber  $arakl 

gerner  folgt  l^ierauiS  unmittelbar  nod)  foIgenbeiS: 

83.  ^n  lebe  Äurbe  II  laffen  fi^  unjäl)lig  t)iele  g^araCeto- 
c^ramme  ein^eidfinen  unb  il)re  (Seiten  l)aben  ftet^  bie  3^i(i)tungen 
t)on  1  ^aar  fonjuc^irter  Sur(^me[fer.  ^aratlelograntme  giebt  e^ 
für  jeben  SDur(^ttteffer  afö  S)iagonaIe  unenblicE)  oiele  aber  nur  1 
3^e(^te(f ,  unb  beffen  ©etten  Ijaben  bie  5Ri(i)tungen  ber  Sl^en. 

84.    Serül)rt  eine  Äurüe  II  K  eine  anbere  K^  bo:p:pelt, 

unb  bejiel^t  man  bie  ^unftelemente  t)on  Ki  fo  auf  einanber, 

baß  je  2  fünfte,  bie  auf  einer  Sangente  üon  K  liegen,  ein* 

anber  entf))re(^en,  fo  entfielen  in  Ki  2  :proje!t.  Äuröen. 

©tnb  nämlic^  gig.  15  a  unb  b  2  S:angenten  anK,  bie  fic^  in  M^ 

f($neiben,  ix»ät)renb  fie  bie  Ki   in  aai  einerfeit^  unb  bbi  anbrerfeitiS 

fi^neiben,   fo  ift  MMi  unb  ^roav  für  beibe  Äuroen  bie  polare  be^ 

^unfte^ ,    in  tx>eI(J)em  fid)  bie  gemeinfame  S3erü{)rungg(i)orbe  P  Q 

unb  bie  polare  i)on  M^  in  SSe^ug  auf  K  fi^neiben.    £)al)er  fc£)nei' 

ben  fid)  bie  ©eraben  abi  unb  a^b  ftet^  in  einem  fünfte  ber  feften 

®erüI)rung^c^orbe  PQ;  laßt  man  haijtv  a  unb  fomit  a  unb  a-i  feft, 

bagegen  b  fid)  änbern,   fo  ift  (Stra^lenbüfd)el  a(b...)  n  ai(b...) 

ixiorau^  ber  ©a|  folgt. 

85.  Serü^rt  eine  Äuri^e  II  K  eine  anbere  Ki  bol;):peIt,  unb 
be^iel)t  man  bie  Sangenten  oon  K^  fo  auf  einanber,  baß  je  2  ent^^ 
f:prei^enbe  fid)  in  1  ^un!te  i^on  K  fd)neiben,  fo  ift  bie  iBejieI)ung 
ber  (glemente  i)on  K^  eine  :proie!t.  S)ie  beiben  23erial)rung^^^unlte 
t)on  K  unb  Ki  beftimmen  l)ier  tüie  in  ?ir.  84  bie  entf:pre(^enb  ge- 
meinfamen  @lemente. 

3uf.  ^^  Ieu(^tet  ein,  baß  in  84.  unb  85.  95orau!8fe^ung 
unb  Sel^au^ptung  i:)ertauf(^t  n^erben  Sonnen,  toa^  bie  ©ä^e  in  ber 
gorm  i)on  I  St).  73.  giebt. 

86.    S)ie  23erü^rung^d)orben  aüer  Äur^en  11,   tt>eld)e 

burc^  2  fefte  $un!te  M  unb  N   gel)en   unb   eine    gegebene 

Äuri^e  II  K  bo^pV^elt  berüf)ren,  gelten  burd^  einen  t>on  2  feften 

fünften  P  ober  Q. 

^k'i)i  man  nämli(^  bon  M  2  Sangenten  an  K,  bie  fie  in  Un 
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fünften  aa  beruhten,  unb  ebenfo  i)on  N  2  S^angenten  m  K  bie 
fte  in  B/9  berühren ,  unb  lä^t  nun  in  ber  K  2  :proieft  Äuripen 
entl^alten  fein,  in  benen  entoeber  bem  a  u.  b  ba^  « lu  ß  ober  bem 
cc  n.  h  ba^  a  u,  ß  entj^prid^t,  )i)äl)renb  au^erbem  no(^  einem  3ten 
©lentent  be^  er[ten  ÄurDengeWlbe^  ein  beliebterem  öon  ah  aß  t)er=^ 
f(^iebene6  ©tement  entf^ri(^t,  fo  er{)ält  man  burd)  bie  ®d)nittpunfte 
ber  S:anc|enten))aare  an  je  einem  ^aare  entf:precf)enber  fünfte  nad) 
5yir»  85  alle  mÖ9lid)en  ^urt>en  11,  tt>eld)e  bie  K  bo:p^elt  berühren 
unb  jußleid)  burd^  M  unb  N  gel)en.  S)ie  beiben  entf:precbenb  ge^ 
metnjamen  fünfte  ber  beiben  ^rojelt  Äuri)engebilbe  be[ttmmen  ba^ 
bei  in  beiben  gaUen  bte  SSerüIjrungi^c^orben.  SRacE)  3lx\  2  finbet 
man  aber  bieje  entj^rei^enb  gemeinjamen  3ßun!te  burd)  bie  ©i^nitte 
ber  ^mu  K  mit  einer  ©eraben,  bie  im  l[ten  gaU  nott)tx>enbig  buri^ 
ben  ®d^nitt:pun!t  i^on  a/5  u.  «b,  im  2ten  galle  burd)  ben  ®c^nitt=^ 
:pun!t  i)on  aß  u.  ai  ge^en  muß. 

^ieraum  ift  no&j  nac^  13  ju  er!ennen,  ba§  biefe  beiben 

feften  $un!te  mit  MN  auf  einer  (Seraben  liegen  unb,   vok 

unten  gejeigt  mxh  f.  131,  buri^  fte  l)armonifd)  getrennt  ftnb. 

87.    Sßirb  eine  Äurüe  II  K  t)on  irgenb  einer  anbern  ^urt>e 

II,  vodä^c  nod)  au^erbem  2  gegebene  ©erabe  m  u.  n  berührt,  bo:p^ 

:pelt  berül^rt,   fo  fc^neiben  ftd)  bie  beiben  gemeinfamen  2:angenten 

auf  einer  un  2  feften  ©eraben,    ti^elc^e  2  (Seiten  be^jenigen  ^ol- 

breietfg  barfteGen,   ba§  ju  bem  4@d  gel)5rt,   ba^  burd^  bie  beiben 

5ßaare  'oon  ©(%nttt:pun!ten  ber  K  mit  m  u.  n  entftel)t;    fte  fi^nei^ 

ben  fi(^  bal)er  mit  m  u,  n  in  1  fünfte  unb  finb  bur^^  fte  ^armo= 

nif(^  getrennt» 

88.  S)ie  23erül)rungmd)orben  alter  Äuröen  II,  tüeld)e 
bemfelben  4  Seit  eingefd^rieben  finb ,  gel)en  für  je  ein  ?ßaar 
biefer  4  ©eraben  burd)  ein  (Sd  beig  jum  4  ®eit  gel)örigen 
^olarbreie(fm. 

S5er  Setx>eim  ift  t)olIftänbig  berfelbe  tt)ie  in  86 ,  ba  bie  ^roieft. 
23e5iel)ung  2er  Slangenten  bur(^  bie  Sinnafjme  i)on  blo§  2  anbern 
ni($t  ijoffftänbig  fi^nrt  ift,  mnn  man  babei  bebenft,  ba^  bie  Serül)^ 
rung^c^orbe  nad)  2  biejenige  ©erabe  ift,  tt)el(^e  auf  ben  beiben  Zan^ 
genten  bie  fünfte  beftimmt,  ti^eli^e  iljrem  (S($nitt:pun!te  entf:pre($en. 

89.  ©ie  S:angenten  in  ie  2  ©d^unften  einem  4  @dm 
f(^netben  fi(^  für  aüe  biefem  4@(f  umfi^riebenen  Äurijen  in 
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Je  1  t)on  3  feften  ©eraben,    ti?el($e  bte  3  ©eiten  be^S  jum 
4  6(S  geljörtgen  ^olarbreiecf^  barfteöen. 

90,  ©te  Serül)run9ig(^orben  aller  ^ur^en  II,  ti^et(^e 
2  fefte  ©erabe  m  unb  n  unb  aufeerbem  noc^  eine  Rnxu  II 
K  bo:p:pelt  krü:^ren,  gelten  bur(f)  einen  t)on  2  feften  ^nnften, 

@(^neibet  nämli(^  m  u,  n  bie  K  in  hen  beiben  ^unften^aa^ 
ren  a«  n.  b/9  unb  bejtel^t  man  tmeber  enttx)eber  K(abc,0  :proie!t 
anf  K(ccßy..,)  ober  K(«bc.O  :proie!t  auf  K(aßr..),  ft^otei  c 
u.  r  I^eliebig  ift,  fo  erl^ält  man  tx>teber  burc^  bie  93erbinbung^linien 
entf^re(f)enber  fünfte  ber  Mben  ^projert  Äuröengebilbe  naä)  85, 
3uf.  aUe  mögli(^en  Äuri^en  11,  votlä^t  m  u.  n  jn  S^angenten  ^aben 
unb  bie  K  bo^p^elt  fcerü'^ren. 

91,  £)te  ®($nitt:pun!te  ber  gemeinfamen  Stangenten  2er 
ft($  bo:p^elt  fcerü^renber  Würben  K  unb  Ki,  t)on  benen  K 
feft  gebac^t  tt>irb,  ti)äf)renb  Ki  nur  ber  Sebingung  untern)or' 
fen  ift,  ba^  fie  2  fefte  ©erabe  t)erül)rt,  liegen  auf  2  feften 
©eraben, 

3nf,  ©ie  beiben  feften  fünfte  ober  ©eraben  n^erben  für 
90  u,  91  ebenfo  beftimmt  wk  für  86.  unb  87, 

a^ücfen  bie  beiben  S9erü:^rung!^:pun!te  t)on  K  u,  Ki  unenblic^ 
nat)e  jufammen,  fo  gel)t  bie  bo:p:peIte  23erü!)rung  in  eine  4;punltige 
O^fulation  über,  Bierauig  er{)alt  man  ben  ®afe: 

92,  (S^  gibt  im  SlUgemeinen  4  Äurt)en  11,  ^elc^e  eine 
gegebene  ^uroe  II  K  4:punftig  Oi^Miren  unb  noc^  bur(S  2 
fefte  fünfte  ge^en,  SSRan  finbet  bie  O^Mation^^piinlte,  ti^enn 
man  t>on  ben  in  86,  ober  91,  gefunbenen  feften  fünften  £am 
genten  an  K  jieljt, 

93,  §at  man  2  Äuroen  II  K  u,  Ki,  bie  \iä)  bo:p:peIt 
berül)ren  ober  4!pun!tig  ficE)  OJ^Miren,  unb  man  jie!)t  bon 
2  ganj  beliebigen  fünften  ber  einen  2  $aar  Sangenten  an 
bie  anbere,  fo  beftimmen  beren  23erül;rung^pun!te  ein  4@(f, 
t>on  beffen  ^olbreietf  ein  @cf  ftet^  auf  ber  ©erül)rungi§' 
d)orbe  beiber  Äuri^en  liegt,  toäl^renb  baö  burd)  bie  4  S^an= 
genten  felbft  beftimmte  4  Seit  ein  ^olarbreied  l)at,  beffen 
eine  Seite  ftet^  bur(^  ben  ©(^nitt:pun!t  ber  gemeinfd)aftli(^en 
Sangenten  t)on  K  u,  K-i  gel^t, 

94,  §at  man  ö)ieber  2  fi(^  bo))^)elt  berül)rcnbe  Äuri^en 


Hosted  by 


Google 


-     44    — 

II  K  u,  K^  unb  t^ä^lt  2  belteMc^e  S^angenten  ber  einen,  jo 
Beftitnmen  auf  ber2ten  bie  4  ©d)mtt:pun!te  btefer  2  Söngenten 
ein  4  M  i)on  befjen  ^olbreieö  ftet^  ein  ©cE^unft  auf  ber 
SSerüljrungj^c^orbe  liegt,  tx»ät)renb  'oon  beut  bur(^  bie  4  ®d)nitt- 
fünfte  beftimmten  umfd)riebenen  4  Seit  bai3  ^olarbreieä 
eine  ©eite  l)at,  bie  ftet!^  burd)  ben  ©c^nitt^untt  ber  gcmein^^ 
jd^aftlid)en  Siangenten  i)on  K  u.  K^  gel)t. 

95,  23erüt)ren  einanber  2  Äuröen  IL  K  unb  Ki  4  :punftig 
unb  man  jiel}t  i)on  2  fünften  ber  gemeinjamen  S^angente  2  5ßaare 
Sangenten  an  fie,  fo  liegen  ni(^t  nur  2  ^^aare  ber  a3erül)rung!S^)un!te, 
fonbern  auc^  bie  Reiben  @($nitt:pun!te  biefer  beiben  Sangenten;paare 
mit  bem  O^^lulation^^punlt  in  1  ©eraben, 

©iefeg  folgt  unmittelbar  au^  5yir,  21,  injofern  bei  ber  :per- 
f:pe!t,  ffiejiel^ung  beiber  Äuri)en  bie  erwäl)nten  fünfte  einanber  ent= 
j;pred)en, 

96,  ®tnb  bie  beiben  gemeinf($aftli(^en  S:angenten  2er  fi(^ 
3:punftig  o^fulirenber  ^uri^en  II  K  u,  Ki  :pardllel,  jo  bilben  bie 
4  23erül)rung!8^unfte  ber  4  Sangenten,  bie  fid^  in  1  fünfte  ber 
©c^nittlinie  t)on  K  u,  K^  fd)neiben,  ein  i^oGftänbige)^  4(Scf,  t>on 
beffen  3  $aar  ©egenfeiten  eineig  mit  ben  Sangenten  ^parallel  i[t, 
tüä^renb  ein  2k^  bur($  ben  £)ig!ulation^:pun!t  gel)t,  unb  ein  3te^ 
auf  ber  gemeinjamen  ©e^ne  t)on  K  u.  Ki  fid)  j(^neibet, 

golgt  ebenfo  ti^ie  95  au^  2Rr.  21. 

97,  Sejie^t  man  eine  ©erabe  p  fo  glei($läufig  ^projeft, 
auf  fi($  felbft,  ba§  bie  beiben  in  p  entl)altenen  ^projeft.  ©e- 
raben  ©ebilbe  bie  beiben  ©($nitt:pun!te  ber  p  unb  einer 
Äuri^e  II  K  entf:pred)enb  gemein  l)aben,  fo  beftimmt  febeiS 
^aar  entf:prec^enber  fünfte  aai  t)on  p  ein  ber  K  umfdjrie- 
bene^  4©eit,  beffen  4  übrige  @d:pun!te  auf  4  feften  Äur:= 
i)en  liegen,  bie  alte  fid^  unb  bie  K  in  ben  beiben  ®d)nitt= 
fünften  pK  berühren;  unb  eben  jo  beri^en  bie  4  ©eiten 
beg  bur(^  bie  .S3erü^rung§:pun!te  beftimmten  t)oHftänbigen 
4  gtf^,  ti?eld)e  nic^t  burc^  ben  ^ol  Don  p  gel)en,  4  beftimmte 
Ä'uroen  II  bie  biefelben  beiben  Sangenten  in  ben  beiben 
Sßunften  pK  l^aben,  n)ie  bie  eben  erti;)äl)nten  Äuri^en,  2^it 
ber  4  erft  ertt^äl^nten  Äuri)en  fte^t  ju  einer  ber  4  legten  in 
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bem  a5ert)ältm§ ,  ba§  ju  iebem  5^unft  ber  Iften  eine  S^an- 
gente  ber  2ten  aU  polare  geljört. 

Unter  ber  gemachten  SSoraui^felung  !ann  ndmli($  immer  bie 
ebene,  in  ber  K  liegt,  auf  4erlei  SOöeife  :proie!t»  fo  auf  fid^  belogen 
tuerben,  ba§  in  ben  beiben  barin  enthaltenen  ebenen  ©etDeben  bie  K 
fi(^  felbft  unb  bie  beiben  in  p  entl)altenen  iprojelt,  geraben  ©ebilbe 
fid^  entj:pre(^en ,  man  erhält  babur($  au(^  4erlei  in  K  entl^altene 
px^ttt  Äuri^engebilbe  II,  bie  na(^  ?tr,  4  buri^  bie  5tangenten  in 
ben  entf:pre(^enben  fünften  ober  burc^  bie  SSerbinbung^Iinie  ent^ 
f:prec^enber  fünfte  bie  8  ertuä^nten  Äuri)en  erjeugen. 

^m  tann  bei  ber  iprofeft  Sejiebung  ber  ebenen  ©et^ebe 
a\x6)  t)on  ber  iprojeft.  23ejiel)ung  be^S  ®tral)lenbüf(^el!8  P,  ben  beibe 
ebenen  ©etDebe  au^er  K  nod)  entf^red)enb  gemein  ^aben,  au^ge^en, 
unb  erl)ält  ganj  auf  biefelbe  SSeife  n)ie  fo  eben  folgenben  ®a^: 

98.  ffiejiel^t  man  einen  ®tral)Ienbüf(^el  P  gleichläufig  :pro== 
ielt  fo  auf  fi^  felbft,  ba^  bie  beiben  an  eine  Äuri^e  II  K  i)on  P 
auß  ju  jieljenben  Sangenten  feine  entf:pre(^enb  gemeinfamen  ©tral)- 
len  finb,  fo  beftimmen  je  2  entf:pre($enbe  ©traljlcn  burc^  i^re  ©c^nitt^^ 
!punfte  mit  K  4edEe,  bereu  4  niä^t  hnxä)  K  gel^enbe  Seiten  4  Rux^ 
un  II  berüljren,  toäljrenb  bie  S^angenten  in  ben  @(^nitt:punften  ein 
i)ottftänbige^  4©eit  beftimmen,  oon  bem  bie  4  (gc!en,  toel(^e  ni($t 
auf  ber  polare  Don  P  liegen,  in  4  feften  Äuroen  II  liegen. 

Sn  getoiffen  gäKen  lonnen  je  2,  ja  fogar  alle  4  ber  4  erften 
toie  ber  4  legten  Äurben  in  1  gufammenfallen.  23efonbere  gälle  bie- 
fer  beiben  8ä^e  finb: 

90.  S)ie  ©cfen  aller  einem  Äreife  umfd)riebenen  ^a- 
rallelogramme  mit  lonftanten  SStnfeln  liegen  auf  2  bem 
erften  foncentrif(^en  Greifen. 

100.  2)rel)t  fic^  ein  fonftanter  SBinlel  um  ben  33renn= 
:pun!t  P  einer  Äuroe  II  al^  feinen  ©d^eitel,  fo  beftimmt  er 
bur(f)  bie  4  ©(i)nitt:pun!te  feiner  ©d^enfel  je  4  (Seinen,  bie 
2  fefte  Äuri)en  II  berühren,  bie  benfelben  ffirenn^untt  F 
l)aben;  ebenfo  f  ci)neiben  ft(^  bie  4  S^angenten  in  ben  4©c^nitt=: 
:pun!ten  je  in  4  fünften,  bie  auf  2  feften  Äuri^en  II  liegen, 
bie  ebenfalls  P  jum  33reun:pun!t  l^aben. 
3uf.    SBirb  ber  fonftante  25>infel  ein  rechter  2öin!el,   fo 
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fallen  ]mo^  bte  beiben  erften  al^  aud^  bie  beiben  legten  Äurtjen 
ie  in  1  sufammen, 

101,  5)te  ©(^eitel  aller  einer  ^arakl  umfd)riebenen 
rechten  SBinfel  liegen  auf  einer  ©eraben,  2)irectri):  genannt, 
beren  ^ol  ber  Srenn^punK  ber  ^arabel  ift  (nac^  ^Jtr.  4), 

2)ie  unenblic^  ferne  Stangente  ber  ^arabel  tuirb  nämlic^  offen- 
bar burd^  2  auf  einanber  fenlre(f)te  2:angenten  in  2  jugeorbneten 
fünften  eineig  ini)olut,  geraben  ©ebilbe^  gef (Quitten» 

102,  ©er  geometrifc^e  Ort  für  bie  ®:pi^en  aßer  einer 
Parabel  umfc^riebenen  glet(%f($enfligen  ©reiedfe,  beren  ©runb^ 
Knien  in  einer  feften  Stangente  liegen,  ift  eine  ©erabe,  bie 
burd)  ben  Serül^rung!^:pun!t  ber  feften  Stangente  unb  burd^ 
ben  Srenn^punft  ber  Parabel  gel)t. 

$Denn  bie  ini^olut  SSejiel^ung  ber  unenblidf)  fernen  S:angente 
ift  in  biefem  galle  berartig,  bafe  fo):Dol)l  in  ber  feften  Sangente  ate 
anä^  in  ber  auf  il^r  fen!re(^ten  ie  ein  ^aar  jugeorbnete  S:angenten 
jufammenfaHen.  b,  ^.  ba^  biefe  beiben  Stangenten  bie  Orbnung^ele^ 
mente  barfteEen, 

103,  5Dre:§t  fid)  ein  rechter  Sßinfel  um  einen  $unft  ei^ 
ner  Äurtoe  II  al^  ©d)eitel,  fo  ge^en  bie  entftel^enben  @e^= 
nen  aUe  burd^  einen  feften  $unK  ber  im  ©c^eitelpunft  p 
erri(^tenben  5Jlormale, 

Offenbar  finb  nämlid)  bie  einzelnen  ©el)nen:punfte  Srdger 
2er  ini)olut  Äurt)engebilbe,  für  bie  bie©nb^unfte  ber  anormale  au(^ 
pgeorbnete  fünfte  barfteKen, 

Qk^  man  t)on  je  2  fünften  einer  Sangente  einer  Äurt^e 

II,  tx)el(^e  i)om  33erü5rungg:punft  burd^  einen  feften  ^un!t 

P  l)armonifd)  getrennt  finb,  je  ein  5paar  neuer  Sangenten, 

fo  fd^neiben  fi(^  biefelben  auf  ber  polare  i)on  P, 

S)ie  einzelnen  Sangentenpaare  ftellen  triieber  jugeorbnete  San- 

genten  2er  ini)oIut,  Äurt)en  II  bar, 

104,    ein  befonberer  gaU  l)iet>on  ift :  SBäl^lt  man  auf  einer 

2lf^m:ptote  einer  §^:perbel  einen  feften  ^un!t  M  unb  §iel)t  i)on  Je 

2  5ßun!ten,  bie  gleid^  tt)eit  ^on  M  abfielen,  Sangentenpaare,  fo  fd)nei= 

ben  \iä)  biefelben  auf  einer  jur  fragli($en  Slf^mptote  parallelen  ©eraben, 

105,    SetDegen  fid)  n — 1  @dfen  eine^  einfad)en  n6d^ 

in  beftimmter  Orbnung  auf  n — 1  feften  ©eraben  ab  cd... 
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(n  — 1),  tüä^renb  \iä)  beffen  n©etteti  in  beftimmter  Orb- 
nung  um  n  fefte  fünfte  ABC...  N  bret)en,  fo  befd^retbt 
bag  nte  ©c!  eine  Äuri^e,  bie  burd)  ben  l[ten  A  nnb  leisten 
S)rel):pun!t  N  gef)t  unb  bie  in  getxJiffen  fallen  in  1  ©erabe 
übergeben  fann, 

S)iejer  ©a^  mit  bem  il)m  xedpot  i)emanbten  tDurbe  jd)on 
in  71  unb  72  angefüljrt  unb  i)ier  nur  nod)  einmal  aufgeführt,  ba 
bie  nad)fotgenbe  Slufgabe  in  unmittelbarer  3Serbinbung  mit  iljm 
[te^t 

106.  2lufg,  (S^  foö  ein  einfac^e^  n  @cf  gefunben  tüerben, 
beffen  Seiten  in  beftimmter  Orbnung  bur(^  bie  n  ©iSen  ABCD... 
N  eineg  gegebenen  n  (Sä)3  gelten,  ix^ä^renb  jugleid)  bie  n  (giJen  beö- 
felben  auf  ben  n  ©eiten  abc...  n  einei^  2ten  gegebenen  n@d^  liegen, 
bringen  'voix  biefe  Slufgabe  in  ben  naturgemäßen  3wf^tnmen= 
l^ang  mit  bem  i:)origen  ©afee,  fo  lautet  fie  alfo:  SD^an  foE  bie 
©d)nitt:pun!te  ber  bafelbft  erti^äljnten  Äuri^e  II  mit  einer  ju  ben 
bortigen  n—l  ©eraben  abc...  no(^  l)injuge!ommenen  nten  ©eraben 
gefunben  tüerben;  ober  alfo:  bie  ju  ben  bortigen  n— 1  ©eraben 
abc...  no(^  Ijinju  fommenbe  nte  toirb  t)on  ben  beiben  fc^on  in  71 
ertx>äl)nten  ^roieft.  ©tral)lenbüfc§eln  A  u.  N  in  2  :proj[e!t.  geraben 
©ebtlben  be^felben  Srägerj^  gefc^nitten,  e^  follen  nun  bie  entf:pre=: 
(^enb  gemeinfamen  9ßun!te  berfelben  gefunben  tx>erben;  e^  genügen 
nämlid)  offenbar  Jene  ©(^nitt^punlte,  toie  biefe  entf^rec^enb  gemein^ 
famen  fünfte  afö  ba^  le|te  ober  Ifte  @cf  be^  gefuc^ten  n  @tf 
ber  Slufgabe,  S)iefe  Slufgabe  Ijat  alfo  burc^au^  leine  ©c^toierigleit, 
fonbern  ift  nad)  I  %l).  ?tr,  75a  aU  gelöft  ju  betrachten. 

107.  Slufg.  e^  foK  ein  n  @ä  gefunben  ti^erben,  ha^ 
bemfelben  einfachen  n  (£c!  jugleii^  ein  unb  auc^  umfdjrie^ 
l^n  ift. 

?Kan  braucht  in  biefem  gaGe  nur  bie  beiben  einfacf)en  ii@de, 
burcl)  bie  in  ber  legten  Slufgabe  ba^  gefu(^te  n  @d  beftimmt  tourbe, 
auf  einanber  faüen  laffen,  um  unmittelbar  biefe  Slufgabe  auf  bie 
Dorige  jurücf gefül)rt  ^u  ^aben ,  fobaß  bie  j;e|ige  Slufgabe  eine  Iz^ 
fonbere  ©rtoä^nung  nid)t  t)erbiente,  toenn  an  fie  nid^t  einige  inte^^ 
reffante  23etra(^tunge^.  fi(^  anf($löBen. 

3ft  in  ber  obigen  Slufgabe  106  Mne  33eftimmung  über  bie 
SRangorbnung ,  in  ber  bie  ©c£en  unb  in  ber  bie  ©eilen  ber  beiben 
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n  (£cEe  auf  emanber  folgen  foGen ,  beneti  ba§  gejut^te  ein  unb 
umf($rieben  fein  folt,  fo  ftnb  bie  ?iJiögli(^!eiten  ber  fraglichen  £0- 
fung  l)M)[t  Tnanni4fa(^,  unb  e^  [inb  im  2lHgemeinen  vok  man  lei(f)t 
finbet  2^ .  3^ .  4^ .  5^ .  6^ . . .  n^  fold)e  n  (gtf e  möglich ,  bie  f elbftoer^ 
ftänbli(^  jum  S^eil  unmöglich  n)erben  !ßnnen. 

galten  bie  beiben  n  6'(f e  in  1  jufammen,  fo  ift  aföbalb  !lar, 
ba§  naä)  ber  obigen  Söfung  mit  §ilfe  ber  ^projeft  ©tral^lenbüfd)el 
!ein  (£(f  ein  S)rel)^un!t  für  eine  (Seite  be^  gefuc^ten  n  ©cf^  fein 
fann,  oon  toeli^er  ein  (£(f  auf  einer  ber  beiben  ©eiten  be^  gegeben: 
neu  n(S(f^  liegt,  bie  in  Jenem  @äe  fic^  fc^neiben*  ©^  tx^irb  l)ie== 
burd)  bie  mögliche  ^ai)l  ber  Söfungen  tDefentlid)  befc^ränft,  jeboi^ 
überzeugt  man  fi(^  leicE)t,  bafe  für  ben  galt,  bafe  bie  n  ©de  eine 
größere  Slnja^l  t)on  @(f en  ^aben,  bie  Söfung  im  SlUgemeinen  mög= 
lid)  fein  toirb.  O^ne  iebod)  l^ierauf  nä^er  einjuge^en,  feien  l)ier 
folgenbe  2  belannte  ©äfee  noc^  näl)er  ^ertjorge^oben: 

108,  S)a^  bie  Stufgabe  für  ba^  ©reied  feine  Söfung  ju= 
laffen  lann,  ergiebt  bie  einfac^fte  SSetrai^tung ;  intereffant 
bleibt  aber,  ba§  aucE)  fürlba^  4@(J  eine  Söfung  nic^t  mög= 
lid)  ift,  tt)ie  alfo  ft(^  ergiebt: 

©inb  AB  BC  CD  DA  bie  4  ©eiten  be^jenigen  ber  3  ein= 
fa(^en  4  ©de  be^  i^oltftänbigen  4  (S'd^  ABCD,  für  ti^eli^e^  bie 
2lufgabe  gefteltt,  ein  neueig  ^einfadje^^  4  6tf  ju  !onftruiren,  ba^  i^m 
Xuglei(^  um-  unb  eingef(^rieben  ift,  fo  ift  flar,  ba§  bie  ©eite  be^ 
neuen  4  6cf§,  tr^elc^e  bur(^  A  geljt,  bieienigen  beiben  ©den  be!3 
neuen  enthalten  mu§,  bie  auf  BC  unb  CD  liegen,  ebenfo  enthält 
bie  burc^  B  geljenbe  ©eite  bie  auf  AD  unb  CD  liegenben  ©den, 
bie  burc§  C  ge^enbe  ©eite  bie  auf  AB  unb  AD  liegenben  (Scfen, 
unb  bie  burd)'  D  gel^enbe  ©eite  bie  auf  BC  unb  AB  liegenben 
©den.  §ierau^  ergiebt  fic^  für  ha^  Serfaljren,  toie  ba^  gefud)te 
neue  4  ©den  ju  finben  fei,  ein  bo:p:pelter  SSeg,  ber  aber  notl)n)enbig 
ju  bemfelben  ä^ele  fü^rt,  inbem  in  ben  beiben  gälten  blo§  bie 
3fti(^tung  ber  SSetoegung  auf  bemfelben  in  \iä)  gef(^loffenen  2Bege 
eine  oerf(^iebene  ift» 

S)en!t  man  fic^  nämlid)  nai^  bem  obigen  A  al^  ©entrum 
eine^  ©tral)lenbüfd)ete,  oon  bem  in  BC  unb  QP  2  :perf^e!t,  ©c^nitte 
ft(^  befinben,  fo  fmn  man  bie  ©ai^e  fo  anfc^auen,  al^  ob  burd) 
ben  @tral^lenbüf(^el  A  bie  fünfte  oon  BC  auf  CD  ober  umge!el)rt 
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bie  Dott  CD  auf  BC  :proiicirt  t^aren ,  im  Iften  ^aöe  bleibt ,  xocnn 
man  ha^  oben  an(5ett)enbete  ober  bezeichnete  3Serfal^ren  fortfefeen 
\x)ill,  !eine  9lugti^al)t  me{)r  üMc\,  man  mu^  bann  ba^  erf)attene  ge- 
rabe  ©ebilbe  in  CD  au^  bem  (Sentrum  B  auf  AD  unb  ba^  fo  in 
AD  erhaltene  au^  bem  (Sentrum  C  auf  AB,  unb  nun  enblic^  baö  fo 
in  AB  erhaltene  au^  D  auf  BC  ^roitciren,  auf  biefe  SBeife  erhält  man 
na(^  einanber  in  CD  in  DA  in  AB  unb  in  BC  4  gerabe  ©ebilbe, 
bie  alle  ^u  bem  urf^rünglicf)  in  BC  angenommenen  :proj;e!t»  finb, 
fo  baj3  in  BC  felbft  2  unter  \xä)  :proiect,  gerabe  (Sebilbe  finb,  beren 
entf^re(%enb  gemeinfame  fünfte,  unb  ^wax  biefe  aKein,  ber  gefteü^^ 
ten  Slufgabe  atö  je  ein  (5cf  be^  gefud)ten  4  (Sä^  genügen  fönnen. 

§ätte  man  ben  2ten  %aU  in  2lntt>enbung  gebracht,  b»  ^.  n)äre 
man  bon  einem  in  DC  gelegenen  geraben  ©ebitbe  ausgegangen,  fo 
n?äre  ni($tg  geänbert  njorben,  aU  ba§  fotool)!  bie  Orbnung  ber 
^rojeftioniScentra  i^on  A  aui^gel)enb  aU  aud^  bie  Orbnung  ber 
Seiten  ober  ©eraben  i)on  C  auS  in  genau  umge!et)rter  Orbnung 
t)ätten  genommen  n)erben  muffen,  unb  man  t)ätte  jule^t  in  DC 
2  :proie!t.  gerabe  ©ebilbe  erhalten,  beren  reelle  entf^rec^enb  gemein* 
fame  3ßun!te  bie  einzigen  ?!JlögIi($!eiten  für  eine  Söfung  ber  ge= 
fteüten  Slufgabe  geliefert  l^ätten, 

iSeibe  2Bege  finb  alfo  t^efentlic^  biefelben,  ja  baS  35erfal)ren 
ober  ber  SetoeiS  ift  fogar  bem  SBortlaute  nac^  berfelbe,  mnn  man 
bei  ber  SSegeic^nung  unfrei  4  @(fS  bai^felbe  in  umge!el)rter  fftiä)- 
tung  bur(^laufen  ben!t;  ti^ir  l^alten  unS  ba^er  an  bie  Sejeidinung 
beS  Iften  gaffet. 

a3ejeid)nen  voiv  aber  ben  ©(^nitt:pun!t  ber  ©eraben  AD  mit 
ber  ©eraben  BC  burc^  E  unb  fud^en  nun  ju  ben  3  fünften  BCE 
ber  erften  ©eraben  BC  burc^  bie  obige  4  malige  ^roieftion  bie  ent- 
f^re(^enben  2(Junfte  auf  ben  4  ©eraben  unfrei  einfa(^en  4  ©tf^, 
fo  ift  ol}ne  n)eitere)8  erfid)tlid),  ba§  btefen  3  fünften  na(^  ber  le^= 
ten  ^rojeltion  aus  D  auf  BC  felbft  ti^ieber  ftets  bie  3  fünfte 
EBC  entfprec^en,  tt^orauS  bei  jeber  gegenfeitigen  Sage  ber  3  fünfte 
BCE  nie  beibe  :proie!t  gerabe  ©ebilbe  einen  ^un!t  entf^pred^enb  ge= 
mein  Ijaben  lonnen,  benn  bejeid)nen  toir  biefe  3  fünfte  ber  2lrt 
bur(^  abc,  bafe  b  benjenigen  berfelben  bebeutet,  ber  auf  ber  enb^ 
liefen  <Btx^ä^  jtoif(^en  ben  beiben  anbern  liegt,  fo  leuchtet  unmittet 
bar  ein,  ba§  tt)eber  auf  einer  ber  eitblic^en  ©treffen  ab  unb  bc  nod^ 

^faff,  neue«  ©eometrte.  II.  ^ 
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auf  ber  unenbl{($en  ©treffe  ca  ein  ^aar  entf^pred^enber  spuntte  ent- 
i)alten  fein  fönnen, 

109.  SBäl^renb  Mm  ©reietf  unb  4  @cf  bte  Slufgak  in 
107  gar  Mne  ßöfung  juläßt,  läfet  fte,  tüa^  nic^t  mtnber  m 
tereffant  ift,  fcei  bem  5  @dE  unenblid^  i)iele  fiöfungen  p. 
a3etra(i)tet  mau  uämü(§  tt)teber  t^ou  einem  i)oEftänbigen  5@(f 
ABCDE  ba^  beftimmte  ber  10  einfad^eu  baburc^  fl):irteu  einfachen 
5  ©de  ober  5  ©eite,  beffeu  Seiten  in  ber  bur(^  bie  3flei^enfolge 
ber  ©tfen  ABCDEA  beftimmt  finb,  fo  gießt  z^  i)ier  für  jebe^  (Sä 
A  be^  gegebenen  5  @(f^  unb  bie  hnvä)  ü)n  ge^^enbe  Seite  ie^ 
neuen  5  6^!^  3  i}erf($iebene  ?iJlöglid)Mten,  )x>k  bie  ©tfen  bei8 
neuen  b(Sd^  auf  ben  Seiten  be^  alten  fid^  gru:p^iren  !önnen;  auf 
ber  bur($  A  ge^enben  Seite  be^  neuen  5  (ScE^  Jönnen  nämlic^  bie 
2  neuen  ßc!^un!te  auf  je  2en  ber  ©eraben  BC  CD  DE  liegen. 
®araui8  ergeben  fid)  aber  nun  aud)  eine  gro§e  ?iJlenge  i^on  SSaria- 
tionen  bei  ber  Unterfui^ung  ber  mögli($en  Söfungen  ber  l^ie^er 
gel)örtgen  2lufgabe  in  107.  SBir  l)eben  für  unfern  3^^^  b.  ^»  jum 
aSen^eii^  beö  au^gef^ro(%enen  Safee^  folgenben  gaü  ^zvoox.  ^ro^ 
jiciren  tx>ir  immer  gerabe  2  fol(^e  Seiten  auf  einanber,  jtDifd^en 
benen  nur  eine  Seite  beiS  5  ©d ^  liegt,  unb  jtijar  aM  bemjenigen  (£c£ 
be^  5  (Sä^,  ttjeld^ei^  ber  fo  eben  ermäl^nten  Seite  gerabe  gegenüber 
liegt,  fo  giebt  ei§  anä)  l)ier  toie  in  108  nur  eine  3Jiögli(^teit  ju  bem 
gefuc^ten  5@(J  ju  gelangen,  obvool^l  aud^  J^ier  ti^ieber  tt)ie  bort  auf 
2  fc^einbar  i)erfd)iebenen  äBegen  jum  S>^zk  ju  gelangen  ift,  bie 
ft(^  iebod)  nur  ber  JRic^tung,  in  ber  man  i)ortijart!^  gel)t  auf  bem 
in  fi(^  gefc^loffenen  Sßege,  unterf($eiben.  SSftm  lann  nämlid)  in 
bem  einfachen  5  Seit  ABCDEA  tx)ieber  aui3  A  ba^  gerabe  ®e^ 
bilbe  in  ber  Seite  BC  auf  bie  Seite  DE  ober  umgefe^rt  bie  DE 
auf  bieBC:proiiciren;  l)at  man  fi(^  aber  einmal  für  bai8  eine  entf d^ie^ 
ben,  fo  bleibt  nun  unter  ber  obigen  25oraui6fe^ung  feine  toeitere  SBal^l 
fotoo^l  l^infid^tli(^  ber  2lufeinanberfolge  ber  ^roieftioui^centra  ali3 
au(|  ber  Seiten,  e^  überf:pringen  nämlid)  \o'wo^  bie  erften  al^  mä) 
bie  legten  ftet^  je  ein  ©d ,  unb  bie  beiben  i)erfc^iebenen  äBege  un^ 
terfc^eiben  fid^  nur  in  ber  2lrt  burc^  bie  SRi($tung,  fo  ju  fagen, 
'i^a^  bie  ^roieftioni^centra  in  bem  einen  %aU  in  ber  Orbnung  A  C 
E  B  D,  in  bem  anbern  in  ber  Orbnung  A  D  B  E  C  auf  einanber 
folgen,  babei  erl^alten  toir  ba^  erfte  ^al  in  ber  ©eraben  B  C  ba^ 
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anbre  Mal  in  ber  ©eraben  DB  2^roie!t»  gerabe  ©ebilbe,  beren 
entj:pr^c^enb  gemeinfatne  fünfte  aU  ©äen  be^  gefuc^^ten  5  (Sä)3 
je  eine  2luflöjung  getx)ä^ren, 

@U($t  man  nun  akr  in  ber  er\i)ä^nten  SBeije  ^u  ben 
3  fünften  in  ber  erften  ©eraben  (f)ier  BC)  i)on  benen  2  (l^ier 
B  unb  C)  ju  ben  5  (ää^unlten  jelfeft  geboren ;  unb  bem  <Bä:)nitU 
)pmÜ  (F)  ber  Reiben  ©eraben  l)ier  (BC  unb  DE)  bie  ^uerft  auf 
einanber  (I)ier  auj^  A)  :proiicirt  ft)erben,  bur(^  fortgeje^te  ^^rojeftion 
in  ber  bejd^rieknen  Orbnung  bie  entf))re(^enben  fünfte,  fo  finbet 
man  o^ne  ©(^tüierigteit,  bafe  btefe  3  fünfte  in  ben  beiben  ))roiett. 
geraben  ©eiilben  ber  erften  Seite  (l^ier  BC)  aEe  3  entf:precf)enb 
gemeinfame  fünfte  barfteUen,  t^orauj^  folgt,  bafe  in  iebem  ^un!t 
2  entf^prec^enbe  fünfte  jufammentreff en ,  fo  bafe  alfo  i^ber  ^unlt 
i?on  BC  al^  (Sd  eine^  fold^en  5  6(f^  betrachtet  iperben  !ann. 

110.    ©reiben  fi^  n  Seiten  eine^  einer  ÄurJ^e  II  K  ein« 

gef Geriebenen  einfallen  n  + 1  6(S^  um  n  g^unlte  M^M^'^^ 

einer  ©eraben  p,  jo  bre^^t  fi(^  bie  le^te  Seite  ebenfalls  um 

einen  ^unlte  biefer  ©eraben  p,  in  bem,  §alle,  tx)enn  n  m^ 

gerabe  alfo  n+  1   gerabe  ift;  bagegen  berül)rt  biefe  le^te 

Seite  eine  2te  ^nw  II  K^ ,   bie  mit  K  in  ben  Schnitt- 

:pun!ten  ^on  K  unb  p  eine  bo;p:pelte  SSerü^rung  l)at,    in 

bem  §all,  totm  n  gerabe,  n  +  1  alfo  ungerabe  i|t, 

8ä^t  man  ba^  erfte  @cf  ftetig  fid^,  änbern,  fo  änbern  fii^  alle 

anbern  ebenfo,  unb  babei  befd^reibt  jebe?  beftimmte  biefer  n+1  @d£en 

ein  Äurt)engebilbe  II  in  K,  ba§  jebem  anberen  auf  biefe  peife  er- 

jeugten  ^rojelt  ift;  alfo  bilbet  auä)  ba^  lefete  (gcf  unb  ba^  Ifte  je 

ein  ^aar  entf^rei^enber  g^unfte  2er  :proie!t.  ^imftgebilbe  II  bei?= 

felben  S^räger^.    ^n  bem  Iften  ^aU  in  bem  n  ungerabe  alfo  n  +  l 

gerabe,  entf;pred)en  bie  beiben  S(^nitt:pun!te  t)pn  K  unb  p  einanber 

abtxjec^felnb  im  2ten  gaH,  toenn  n  gerabe  alfo  n  +  l  ungerabe,  finb 

biefelben  beiben  S(|nitt:pun!te  entf))re(^enb   gemeinfame  (Slemente, 

ti^orauig  ber  Sa|  folgt 

111.  ^n  bem  gaUe,  ba§  n  +  l  ungerabe  ift,  lann  tro|bem 
ber  %aU  eintreten,  ba^  bie  le|te  Seite  feine  Äuroe  II  berührt, 
fonbern  ba^  an6)  fie  ftetig  bur(J)  einen  feften  $un!t  geljt;  ei^  ift 
biefe  nämlit^  befetoegen  möglid),  li?eil  au^,  mnn  ba^  le|te  unb 
erfte  ©cf  jugeorbnete  fünfte  eine^  int^olut  Äurt)engebilbei?  II  bar^ 
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fteEen,  tmmerl)tn  no(^  bie  (S(^mtt:pun!te  i)on  K  unb  p  fic^  jelbft 
entf^)re(^en  fönnen,  nämltd)  in  bem  galle,  xotnn  fie  bte  C)rbtnm0^== 
eletnente  hc^  int)oIut  ^urt)engebilbe^  barftelten»  (£ö  muß  ba^^er 
aber  itntner  in  biejem  galle  ber  ^ol  P  'oon  p  ber  fefte  ^un!t  fein, 
burdf)  ben  bie  le^te  (Seite  ftetö  gel)t» 

Riebet  t[t  e^  uon  S^terefje,  bafe  biefei^  Olefultat  für  jebe^ 

eingeji^riebene  n  +  l(Scf  mit  ungeraber  ©eitenjal)!  auf  un== 

enblid)  ijielfac^e  äöeife  erreicht  ti^erben  !ann,  unb  ba^  babet 

i)on  ben  n  feften  Sreljpunften  M1M2M3. . .  i)on  p  äße  bi^ 

auf  einen  i^oUftänbig  beliebig  geti^ä^lt  tüerben  !önnen,  voai)- 

renb  jeboc^  bann  bie  le^te  baburi^  boEfommen  beftimmt  ift 

^[t  nämlich,  um  beif:piel^ti)eife  ben  Sett)ei^  ]üx^  5  (Stf  ju  fü^* 

ren,  aia2a3a4a5  (f.  gig.  14)  ein  ganj  beliebige^  eingejc^riebene^ 

SföcE,  für  tx>el(^e^  jeboi^  aiaö  iiuxä)  ben  $ol  PCMö)  i)on  p  gel^t, 

unb  fd^neiben  bie  (Seiten  aia^  ^2^1^  a^a/^  a4a5  entf:pre(^enb  bie  p 

in  ben  fünften  MiM2M3M4,  fo  erfüllen  biefe  4  qjunfte  bie  a3e=^ 

bingung,  bafe  für  iebejg  anbere  eingefi^riebene  5  ©(f  bib^bsb^bö, 

beffen  4  erfte  (Seiten  bi  bg  ic.  ebenfalls  burd)  M^  Mg  M3  M4  gel)en, 

bie  lefete  (Seite  böbi  ebenfalls  bur(^  P  ge^t.    §iebei  ift  !lar,  ba§ 

bie  i)ier  gebrauchte  33ebingung,  baß  ai  a5  burc^  P  gel)en  mufe,  i)oII= 

lommen  gleid)bebeutenb  ift  mit  ber,  bafe  3  ber  4  fünfte  M  iDiH- 

tüxliä)  fein  bürfen,  baß  aber  ber  4te  baburc^  fiprt  ift,  benn  lä^t 

man  M1M2M3  unb  ba^  erfte  (gtf  a,  ganj  tx)t(Ifürti(^  fo  ftnb  a^a^ 

a4  baburd)  beftimmt  unb  nun  !ann  mauM^  immer  gerabe  auf  eine 

äöeife  fo  tx)ä^len,  ba§  a4a5  burc^  M4  gel)t. 

S)a^  aber  bie  fo  eben  aufgefteßte  23ei)au:ptung  tx)ir!li(^  rii^tig 
ift,  ergiebt  fi(^  alfo:  33etra(^tet  man  a5  at^  Ifte^  ©(f  eine^  neuen 
eingefd)riebenen  Sßcfi^,  beffen  (Seiten  in  ber  obigen  Orbnung  vok- 
ber  bur(^  MiM2M3M4  ge:^en  unb  ba^  in  ber  gig.  buri^  ,bi  b2b3 
^4^5  bejeic^net  ift,  fo  ift  bas^felbe  ooKfommen  fijcirt,  ba  aber  t)on 
bem  ber  Äuroe  eingefd)riebenen  4(Scf  bibg  a2ai  ha^  ^aar  ®egen= 
feiten  \  bg  nnb  ai  a2  fi(^  in  einem  fünfte  M^  oon  p  fd)neiben,  voal)^ 
renb  bie  (Seite  biai  hnxä)  ben  $ol  P  i)on  p  get)t,  fo  mu§  na(^ 
11  au(^  beren  ©egenfeite  b2a2  burd^  P  geilen.  @anj  au^  bemfet 
ben  ©runbe  mufe  au($  h^a^  unb  b4a4  bur(^  P  getjen;  unb  barum 
mu'^  bann  anä)  enblid)  ber  (Sc^nittpunft  ber  beiben  ©eraben  b4ai 
unb  a^aö,  toeil  b4a4  unb  cixi^^  sugleid^  bur^  P  get)en,  auf  p  b.  ^. 
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in  M4  \x&)  fi^netben,  b.  ^.  e^  tnu§  65  mit  01  jufammenfaHen,  b.)). 
in  bem  ))rßje!t.  Äurijengetilbe,  in  tt)eld)em  ba^  Ifte  nnb  le^te  @cf 
ber  fraglichen  5  (£cfe  entj:pre(i)enbe  fünfte  finb,  entf;pre(^en  ai  unb 
Oö  nnb  alfo  aGe  ^nnfte  einanber  abUJec^felnb  tt^.  5,  b,  to. 

3uj,  33ei  eingefd^riebenen  S)reieäen  ift  nad)  bem  Obigen 
blo^  ber  1  S)rel^^nn!t  Mi  beliebig  nnb  ber  anbere  M2  babnri^ 
j;)olI!ontmen  fi):irt  nnb  l^ier  la^t  fid)  nnn  an(^  nod)  bie  2lb{)ängig' 
feit  i^on  Ml  nnb  M2  geontetrifc^  benten,  n)ie  an^  bem  legten  ®e== 
tt>ei^  nnmittelbar  folgt  nnb  an(^  anf  anberem  Söege  fid)  fd)on 
ergeben  !)at    S)ie  2{bl)ängig!eit  lantet  nämli($  alfo: 

£)rei)en  fii^  bei  einem  einer  ^nri^e  II  eingef(^riebenen 
©reiede  2  ©eiten  nm  2  fonjngirte  ^nnlte,  fo  ge^t  bie 
3te  ftet^  bnrc^  ben  ^ol  ber  SSerbinbnngj^Iinie  ber  feften 
S)reb^nn!te. 

112,  2ln  ben  in  110  enthaltenen  ®a^,  ber  fiir  ein  einge^ 
f(^riebene§  SSieled  i)on  geraber  ©eitenja^l  galt,  f($liefet  fid)  nnmit= 
telbar  ein  heiterer  intereffanter  ©a^  über  foId)e  95ielec!e  an* 

(S^  feien  nämlid)  bie  Änri)e  K,  bie  ©erabe  p  imb  in  xijx 
eine  nngerabe  ^ai)l  (m— 1)  i)on  feften  5)re:^:pnn!ten  M1M2M3,». 
gegeben,  jiel)t  man  nnn  bnrc^  ben  Iften  feften  S)rel^:pnntt  Mi  eine 
©elante,  ^e(d)e  bie  Änri)e  in  ben  betben  ^nnlten  A  n,  Ai  fd)nei== 
ben  möge  (f.  gig.  15),  fo  fann  man  biefe  ©erabe  AAi  al^  bie 
erfte  Seite  eineig  ber  Änröe  eingef($riebenen  m  (5dj§  /  beffen  ©etten 
ber  obigen  Drbnnng  na($  bnrc^  bie  feften  ^xtijpuntk  M1M2*** 
ge^en,  betra(^ten  aber  bi'efeg  in  bo:p^eIter  SSeife;  man  !ann 
nämli(^  A  afö  ben  Iften  nnb  Ai  ali^  ben  2ten  ed:pnn!t  bejgfelben 
betrad)ten  ober  anc^  nmge!el^rt  Ai  al^  ben  Iften  nnb  A  aU  ben 
2ten;  babnri^  erhält  man  2  eingefc^riebene  mßde,  ABCDE..A1 
nnb  A1B1C1D1E1...A,  bie  beibe  bie  ©eite  AAi  gemein  l^aben, 
beren  entf;pre(^enbe  m — 1  erfte  ©eitenipaare  fid)  in  benfelben  m — 1 
feften  S)re^:pun!ten  Mi  Mg.»,  fdfeneiben,  nnb  fiir  welche  nnn 
auä!)  naä^  bem  ©at^e  in  110  bie  beiben  legten  ©eiten 
bnrd)  einen  nnb  benfelben  ^nn!t  i:)on  p  get)en.  Sie 
(£d:pnn!te  ABCD..A1B1C1D1  biefer  beiben  ber  Slrt  jnfammen^^ 
get)örigen  m  ©de  bilben  aber  jnfammen  offenbar  ein  einjige^ 
nenei^  eingefc^rtebene^  aSieled,  i)on  bem  AAi  eine  S)iagonale  ift 
nnb  in  ii^el(^em  fid)  je  2  ©eiten  in  ben  m— 1  feften  5Dre:^:pnn!ten 
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M1M2..  f(^netben.  ^terau^  ergieBt  ft($  ber  o5en  angebeutete  Safe 
folgenber  WoS^tu:  ^^  fei  bte  gerabe  ©ettenja!)!  be^  urf^rüng- 
li($en  aSteletf^  mit  geraber  ©(Sensal)!  bxirc^  2q  tejet(^net,  fo  I)at,  ba 
|a  A  u.  Ai  obtüol)!  (Säen  Beiber  2q  ©tf en  im  neuen  SSielecf  nur  ein=^ 
mal  geja()It  ti^erben  bürfen,  bag  neu  entfte^enbe  SSielecf  4q-— 2(Söen; 
jti^iPen  je  2  ©exten  be^feUen,  bte  \\&)  in  1  feften  ©rel):: 
;pun!t|(^netben,  liegen  unb  jtt)ar  na(^  lin!^  n)ie  nai^ 
re(J)t^  gerechnet  gerabe  2q  — 2  feiner  ©eiten;  bie  obige 
3al)l  (m— 1)  ber  feften  5)re^:punäe  lautet  in  ber  je^igen  ^ejeii^^ 
nung  2q— 1,  tt^obei  für  ben  folgenben  ©a|  \\^6)  ^u  bea(i)ten,  ba^ 
Ml  in  bemfelben  i^erfcl)tt^inbet,  woraui^  benn  folgenber  Safe  fic^ 
ergiebt : 

©c^neiben  fi(^  in  einem  einer  Äurt)e  II  eingefd)riebenen 
^ieIe(Je  i)on  ber  ©cfenja^l  4q— 2,  tt)obei  q  eine  beliebige 
ganje  3aI)I  ift,  2q  — 2  ^aare  i)on  ©egenfeiten  in  2q~-2 
feften  fünften  einer  ©eraben,  fo  finbet  biefe^  au($  mit  bem 
legten  ^aare  ©tatt, 
IReci^rof  p  ben  leisten  ©äfeen  105,  110,  111,  112  finb  fol^^ 
genbe: 

113.  ©reiben  fi($  n — 1  ©eiten  eine^  einfachen  n  ©eit)8 
um  n— 1  fefte  1ßun!te  tüä^renb  bie  n  (Stfen  auf  n  feften 
©eraben  ft(i)  bet^egen,  fo  berül^rt  bie  le|te  ©eite  im  2lIIge^ 
meinen  eine  Äurtoe  II,  bie  auc£)  bie  erfte  unb  Ie|te  ber  obi=^ 
gen  feften  ©eraben  ju  Sangenten  ^at, 

114    33eti)egen  \\6)  n  —  1  (gden  eineg    einer  ^ur^oe  II 

K    nmf(f)riebenen    einfachen    n  ©eit^    auf   n  —  1    feften 

©tral^Ien  eiuej^  ©tra{)lenbüf($el§  P,  fo  betx)egt  fid)  ber  le^te 

@c!))un!t   ebenfalls    auf    einem   ©traute   be^felben,    ti^enn 

ba!3  n©eit  eine  gerabe  ©eitenja^^l  f)at    %i  bagegen  n  un^ 

gerabe,  fo   befd)reibt  ba^  le^te  (Sä  im  2lIIgemeinen   eine 

Äuri^e  II ,  tt)eld)e  bie  K  in  ben]enigen  betben  fünften  be^^ 

rül)rt,  tDelc^e  auf  ber  polare  i)on  P  liegen, 

115.    5lud)  bei   einem  einer   Äuri)e   umfd)rtebenen  SSielede 

i3on  ungeraber  ©eitenjal)!  fann  ber  gaü  eintreten,  ba^  alle  ©cfen 

auf  n  feften  ©eraben  fid)  fortbeti)egen. 

©inb  um  biefen  einen  aKgemeinen  galt  anäufül)ren  in  114 
11—2  ©tral)len  i)on  P  ti^ill!ürli(^,  fo  !ann  man  ben  (n— 1) 
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ften  ftet^  fo  tt)ä{)len,  ba^  e§  unenblt(^  i)tele  ber  K  um= 
fc^rteBene  einfalle  n  @cfe  Qxtbt,  bereu  n— 1  @cfen  auf  beu 
ewäl^uteu  ©tra^leu  öou  P  fii^  Utoeo,tn,  tt^ä^reub  ber  nte 
aföbauu  immer  auf  ber  polare  i)ou  P  \xä)  16etr>egt 
^üx^  umj($rtekue  ©retetf  lautet  iufouberfieit  btefer  @a^: 

Seti^egeu  \i^  2  (Sdf eu  etue6  etuer  Äurt)e  11  umfc^rtekueu 
©retetf^  auf  2  feujugirteu  ©erabeu,  fo  t)ett>egt  fi(^  ba^  3te 
(g(f  ftetig  auf  ber  polare  be§  ©c^uttt^uuft^  Jeuer  beibeu 
erfteu  ©erabeu. 

116.  ©rel^eu  ft($  bei  eiuem  etuer  Äuri^e  II  umf($rieBeueu 
eiufac^eu  25telfett  t)OU  ber  ©eiteujal)!  4q  — 2  bie  25erbtu= 
buuö^ltuieu  aller  ^aare  öou  ©egeuedfeu  Uß  auf  eiue  (fte 
it)erbeu  n)oi)l  au(^  §au:ptbtagouaIeu  geuauut)  um  etueu  fefteu 
$uuft,  fo  brel^t  \xä)  anä:}  bie  le^te  §au;ptbtagouaIe  um  beu= 
felbeu  ^uu!t 

117.  Slufg.  m  foH  iu  eiue  Äuri^.ell  eiu  eiufai^e^  nM 
eiugejei($uet  ti^erbeu,  beffeu  nSeiteu  iu  beftimmter  Orbuuug 
burd)  n  beliebige  ^uulte  gel^eu,  b.  ^.  eiuem  gegebeu  n@({ 
M1M2M3...  umfd^riebeu  feiu  foE. 

33ejeic^ueu  toir  l^ier  biegcfeu  burd^  Ai  A2A3...,  mbet  A1A2 
bur(^  Ml,  A2A3  burd)M2K.  ge:^eu  foß,  uub  beult  mau  fi(^  Ai  burd^ 
S)rel^uug  be^  ©tral^le^  i)OU  Mi,  auf  bem  e^  liegt,  felbft  i)eräuberli($, 
fo  i)eräuberu  ficf)  bamit  aöe  übrigeu  @(feu,  jeboc^  befc^reibeu  aüe 
babet  ^jrojeft.  ^urt)eugebilbe  iu  K.  Riebet  tx)irb  ber  le|te  ^uu!t 
An+i,  u?el(^er  mit  Ai  jufammeufalleu  mu^,  it)euu  ba^  ngtf  ge- 
fd^loffeu  feiu,  b.  f).  it)euu  toirflid^  eiu  n®(f  uub  ui(^t  etu  n  +  1  @tf 
hmä)  bie  t)erf(^iebeueu  ©(^uitt:puu!te  ber  eiujelueu  ©tra^eu  i)ou 
M1M2M3...  eutftet)eu  foE,  im  SlEgemelueu  mit  Ai  ui(^t  juf ammeu^ 
faEeu,  fouberu  uur  iu  beu  beibeu  $uu!teu,  toel(^e  bie  beibeu  ^projeft. 
Äurt)eugebilbe,  bie  A^  uub  An+i  befc^reibeu,  eutf))re($eub  gemeiu  ^a^ 
beu.  ^terau^a  tft  toieber  ju  erfel^eu,  bafe  bie  2lufgabe  im  2lEgemeiueu 
2  aiupfuugeu  julä^t,  baß  aber  anä^  !eiue  ober  eiue  ober  uueublic^ 
ijiele  Slupfuugeu  fi(^  ergebeu  toxmtn,  tioit  beuu  111  uub  117  i)ou 
bem  le^tereu  gaEe  2  Seif:piele  er!euueu  laffeu. 

3uf.  pr  beu  gaE,  ba^  i^ou  beu  fefteu  $uu!teu  Mi  Mg 
M3...  eiue  uugerabe  2luja:^I  au^erl)alb  ber  Äuröe  liegt, 
giebt  e^^  uotl^tx>eubig  gerabe  2  21uflöfuugeu. 
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S)tefe!g  ergiebt  \i^  baraui8,  ba^,  tx>te  man  fic^  let(i)t  überzeugt, 
in  biefemgaHe  ba^  erfte  unb  le^te  :proie!t  Äuröengebtlbe  K(Ai,,,) 
unb  K(Aii4-i,,,)  notI}tt)enbK;  gegenläufig  :proie!t.  fein  nnb  alfo  2 
entf))re(^enb  gemeinfame  fünfte  I)aben  muffen. 

118.  3)ie  recüpr..  2lufg.  lautet:  ©^  foK  einer  Äuri^e  II 
ein  einfac^e^  n©eit  umf (^rieben  tDerben,  ba^  ^ugleid)  einem 
gegebenen  einfachen  n©eit  eingef(Srieben  ifi 

®(i)neibet  eine  ungerabe  Slnjalil  i)on  ©eiten  be^felben  bie 
^urt)e,  fo  giebt  e;^  gerabe  2  3luf(öfungen. 

.119.    ©inb  bem  ©reiecf  NPQ  n  ^uri)en  K1K2K3 . . .Kn 

umfc^rieben,  fo  f(^neiben  \xi)  biefe  no(^  ^u  je  2  in  ben  n 

fünften   M1M2M3...  nämlic^  K^  Kg    in  Mi,  K2K3  in 

M2  IC.    Unb  unter  biefer  SSorau^fefeung  giebt  e^  unenblid) 

i)iele  einfa(J)e  n  (Säe  AiA2A3...An,  beren  n®eiten  na(^ 

ber  Orbnung  burd)  M1M2M3 . . .  gel)en,  unb  beren  (Sden  nac^ 

ber  Orbnung  in  ben  n^uri^en  K1K2K3...  liegen. 

Stimmt  man  Ai  in  Ki  beliebig  an,  fo  ift  A2  eine  ^rojeltion 

i)on  AiaufK2  ^^^  ^^wt  K^u.  K2  gemeinf(^aftlic^en  ^^unfte  Mi;  A3 

eine  ^rojeltion  i)on  A2  auf  K3  au^  bem  K2  u.  K3  gemeinf (Saftlic^en 

fünfte  Mq  2c.    Unb  fo  gelangt  man  enblii^  in  ber  legten  ^uri)e 

En  ju  bem  legten  fünfte  An.  Setoegt  fiel)  Ai  in  Ki,  fo  betoegen 

fi(^  aüe  (gtfen  in  il)ren  Äurt)en  unb  n^enn  unfer  ®atj  richtig  fein 

foü,  fo  mu§  ftet^  An  unb  Ai  mit  Mn  in  1  (Seraben  liegen,  b.  b- 

bie  beiben  ©tral)lenbüf(^el  Mn  (An...)  unb  Mi  (Ai...)  muffen 

beibe  :perf^e!t.  jur  ^uroe  Ki  fein.    S)a^  biefe^  aber  ber  gaH  ift, 

folgt  barau^,  ba§  offenbar  aEe  ©tral)lenbüfcf)el,  bie  bei  ber  Slenbe^ 

rung  i)on  Ai  entfte^^en,  ))roie!t.  finb,  unb  ba^  fe  2  aufeinanberfot 

genbe  :perf:pe!t.  ju  ber  Äuri^e  finb,  in  ber  i:^re  (äentra  liegen,  in= 

foferne  bie  3  @tral)len,  bie  nac^  ben  3  fünften  NPQ  gel)en,  ent== 

f:pred)enbe  ©tral^len  barftellen. 

120.  ©inb  n  Äuri)en  bem  Sreied  npq  eingef (^rieben,  fo 
giebt  eö  unenblid;  oiele  einfache  n  ©eite  beren  ©eiten  bie  einzelnen 
aufeinanberfolgenben  Äuroen  berühren,-  unb  beren  (äden  in  berfelben 
Orbnung  je  auf  ber  4ten  gemeinfc^aftliä)en  Sangente  berfelben  bei^ 
ben  Äuri^en  liegen. 

121.  ffiejiel)t  man  gig.  15  bie  ^unftelemente  abc...  einer 
Äuri)eII  K  iuoolut.  auf  bie ^:pun!telemente  aibiCi...  berfelben Äuri^e 
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K  unb  tft  M  u.  m  ^^i^oluttouig:^  Zentrum  itnb-Slxe,  unb  Bejiel^t 
man  ferner  K(aBc...)  ini)olut  auf  K(ABC..O  unb  K  (ai^iCi...) 
ini^olut  auf K(AiBiCi...),  iebod)  beibe?iJial  für  ba^felk  Zentrum 
Ml  unb  btefefte  2l^e  mi  ber  tni^Dlut.  aSejtel^ung,  fo  tft  offenbar 
auc^  K  (ABC.)  tootut  K  (A.'B^G,...),  Sft  nun  für  biefe 
lefetere  tni^olut.  23ejtei)ung  Mg  u,  mg  Sn^oluttoui^  =  Sentrum  unb 
2l):e,  fo  gilt  nun  folgenbei8: 

M  Ml  XL  M2  liegen  in  einer  ©eraben  unb  e^  ftnb  M  M2 
burc^  Ml  u.  nii  l^armonif(^  getrennt,  n)oraug  bann  rect^ro!, 
i)on  felbft  folgt,  bafe  mmiing  ft(^  in  1  ^un!t  f(i)neiben 
unb  m  nig  burc^  mi  u.  Mi  ^armonifd)  getrennt  ftnb. 
S)a§  MM1M2  in  1  ©eraben  liegen,  folgt  unntittelBar  barau^, 
ba§  bie  ©(^nitt:pun!te  i^on  MMi  ntit  K  auc^  für  bie  3te  ini^olut. 
23ejiel^ung  ein^aar  lonjugirter  fünfte  barfteHen;  unb  ti^a§ben2ten 
S:t)eil  bei6  @a^e§  anlangt,  fo  fc^neiben  ft(^  na(^  11  aai  unb  AAi 
auf  ber  polare  mi  i)on  Mi  unb  e^  ift  babei  Mi  u.  mi  bur($  bie 
©eraben  aai  u.  AAi  l)armonifd^  getrennt, 
(Sin  befonberer  gaU  l)iei)on  lautet: 
^iel^t  man  oon  ben  ®(^nitt:punften  einer  ©eraben  p  mit  2 
:parallelen  Sangenten  einer  Äuroe  II  no^  ein  $aar  Sangenten  an 
fie,  fo  f(^neiben  ft($  biefe  auf  einer  ju  p  ^araKelen  ©eraben,  bie 
in  ber  ?iJtitte  jtt)ifd)en  p  itnb  il)rem  3|Sole  liegt, 

122.  ^k^  man  i)on  2  fünften  einer  Sagente  t}on 
ber  Äuri)e  II  K,  bie  glei(^tDeit  i)om  23erüt)rung!6:punft  A 
abfielen,  noc^  je  ein  3ßaar  Sangenten  an  fie,  fo  f(i)neiben 
fid)  biefe  Sangettten=^aare  auf  bem  burd)  A  gel)enben  S)ur(%= 
meffer,  unb  bie  SSerbinbungj^linie  ber  Serül)rung^:pun!te 
läuft  mit  ber  Sangente  AA  :parallel  S)iefe^  folgt  au^  I.  Sl). 
61  unb  4b,  injoferne  für  ba^  in  K  entfte^enbe  in\)olut» 
^tiroengebilbe  ber  unenblid^  ferne  ^mt!t  t)on  AA  3nt)olu= 
tion^centrum  voivh, 

123.  ^iti)t  man  i)on  2  fünften  einer  Sangente  AA 
oon  einer  Äuroe  II  K,  für  mlä^t  ba^  ?ßrobuIt  ber  entfer== 
nungen  00m  Serü^rung^:pun!t  A  !onftant  ift,  je  no(^  ein 
$aar  Sangenten,  fo  ge^t  bie  aSerbinbung^linie  ber  aSerü^^ 
rung^:pun!te  fteti3  buri^  einen  feften  ^itnft  be^  burd^  A 
gel)enben  5)ur(^meff er;^ ,  tDäljrenb  bie  ©(^nitt:punfte  ber  ein- 
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jelnen  2:angenten:paare  in  einer  ju  AA  ;parallelen  ©eraben 

liegen, 
©iefe^  folgt  tijieber  m^  I.  S;l}.  61  unb  4  b  injoferne  in  bem 
in  K  entftel^enben  ini)olni  Äuri^engetilbe  bie  @nb^nn!te  be^  bnrc^ 
A  gel^enben  ©urc^meffer^g  jngeorbnete  ^nnfte  barfteEen. 

124.  Sie  aSerbinbung^linien  ber  Serü^vung^:pun!te  A 
unb  B  2er  auf  einanber  fenirec^ter  Sangenten  einer  Parabel 
get)en  imä)  ben  23renn^)un!t  F  unb  bie  (S:pi^en  C  alter  ber 
ber  2lrt  ber  ^arabel  umfc^rtebenen  rechten  2öin!el  liegen 
bal)er  auf  ber  ©ireäri):. 

S)a  nämli(^  bie  unenblic^  ferne  S^angente  ber  ^arakl  bur(^ 
je  2  auf  einanber  fenlre(^te  3:angenten  in  2  jugeorbneten  fünften 
berfelkn  3^i)olution  gef(^nitten  ti^erben,  fo  fteEen  nad)  4b  iebeö 
^aar  a3erül)rung§:pun!te  ti?ie  AB  2  jugeorbnete  fünfte  einejg  in 
ber  ^arakl  entl^altenen  int)olut.  Äurt)engeMlbe)8  II  bar.  ©aß  aber 
ba^  3^i)olutioni§centrunt  F  tt?ir!ti(^  ber  23renn^unft  ift ,  folgt  bar- 
au^,  bafe  ie  ba^  ^aar  ©eraber  FA  (ober  FB  b.  ^,  AB)  mh  FC 
bie  unenbli(^  ferne  Oerabe  in  2  fünften  fd^neiben,  bie  in  ber  oben 
erti^ä^nten  3ni)olution  äugeorbnet,  alfo  auf  einanber  fenfrec^t  finb. 
[Sie  gig.  16  mac^t  ben  legten  S^l^eil  be^  ®etx>eife^  für  ben  anf(^au== 
lieferen  §aE  beutlid§,  ba§  ba!8  int)olut  Äuri^engebilbe  reeöe  Orb^ 
nung^elemente  ^at,  unb  bie  unenbli($  ferne  S^angente  burc^  eine 
enbli(f)e  Sangente  aai  i)ertreten  ift;  bie  Orbnung^elemente  be^^  jum 
ini)olut.  Äuri^engebilbell  :perf:pelt.  tntoolut  geraben  ©ebilbe^  aa^  finb 
M  unb  N  unb  a  Mai  N  ift  nai^  10  offenbar  einl^armonifc^er  äßurf  J 

125.  3^^^^^^^^  Joniugirter  ©uri^meffer  einer  ^uri^ell 
fd)neiben  eine  beliebige  Sangente  berfelben  in  einem  ^aar 
fünften,  für  n)eli^e  baj^  ^p^obult  ber  Entfernungen  "com 
23erü^rung!^:pun!t  gleid^  ift  bem  Quabrate  bei^  ber  Sangen^ 
tenric^tung  fonjugirten  §albmeffer^.  *) 

golgt  auig  25  unbl.S^.  100,  t^enn  man  bebenft,  ba^bieSia^^ 
gonalen  eine^g  einer  ©Hüpfe  umfcC)riebenen  ^araEelogrammig ,  beffen 
©eiten  2en  loniugirten  ©urd^meffer  ^arattel  finb,  felbft  ein  $aar 
fonjugirte  5)ur($meffer  finb  (nad)  13);  unb  bafe  für  bie  §^:perbel  bie 


*)  S8ei  ber  ^\)ptxM  'voixh  bk  ©röge  btefe^  ^albtnefjer^  burd^  bte^älfte 
be^  ^trifi^eti  hzn  5Ift)tnptoten  entl^altenen  ©tü(Je^  ber  Zanc^tnU  bargefteHt 
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aijp^toten  bie  Orbnuttg^etemente  be^  buri^  bie  tonfugirten  ©urd)^ 
mefjer  geWlbeten  tni?olut.  Süjc^el^  barftellen, 

3uf .    2lu^  btefem  ®et^.  ergieM  fid)  jugletc^,  ba§  bei  einer 

§t):perbel  ber  23erül)rung!8:punft  einer  S:angente  ba^  <BiM 

berfelben  jti)ij($en  ben  2lf)5m:ptoten  I)alftet. 

126.  Sft  gig.l7  ABC  einSreied,  K  eine  bemfelkn  einge^^ 

fd)riebene  Äurtie  II  nnb  cba  beren  3  23erü^rung^^nnfte  auf  ben 

3  (Seiten  cba  be^  S)reied^,  fo  ift  bie  Äuri^e  i)oGftänbig  be[timmt, 

ti^enn  t)on  ben  3  23erü^rung!g:pun!ten  2  gegeben  finb,     ^\t  biefeig 

aber  nid)t  ber  gaff,  fonbern  ift  für  2  fol(^e  Berill^rung^^punÖe  a 

nnb  b  blog  bie  33ebingung  feftgefetjt,  bafe  ab  bnr(%  einen  feften 

^un!t  P  gelten  foGe,  fo  änbern  fic^  mit  bem  ®trat)le  al  i^on  P 

auc^  bie  ^nrt>e  nnb  ber  3te  Serül^rung^Jpnnft  c,  immer  gilt  aber 

für  biefe  Änri^en  folgenbe^: 

@ebt  für  eine  einem  ©reiecf  ABC  eingefd)riebene  Äuri)e  II 

bie  SSerbinbungj^Iinie  ber  33erü^rung!^:pnn!te  ah  bnrc^  ben 

feften  ^nnft  P,  fo  gel)t  au($  bie  SSerbinbung^linie  ac  burd^ 

einen  feften  ^nn!t  M  nnb  ebenfo  bie  aSerbinbungi^linie  bc 

bur(^  einen  feften  ^nn!t  N  nnb  an^erbem  berül^ren  noc^ 

äffe  Äuri)en  eine  unb  biefelbe  4te  fefte  ©erabe  d  unb  babei 

ift  MNP  ba^  ^olarbreiec!  be^  4@eitg  ab  cd. 

(Snd)t  man   nämlid)   für  irgenb  eine  Änri^e  be;^  fraglid^en 

©^ftem^  i)on  Äuri^en  bie  S^angente,  ti^eld^e  t)on  bem  ©d^nittpunöe 

ber  CB  unb  AP  anfeer  CB  felbft  nod)  an  bie  Äurt)e  fid)  jiel^en 

faßt,  fo  folgt  au^  h  u.  3..  ha%  biefe  Tangente  anä)  burd)  ben 

©d)nitt^)un!t  i)on  AC  unb  BP  gelten  xnu^  unb  bal}er  für  äffe  Rnx^ 

i3en  biefelbe.  ift.    ©er  übrige  S'^eil  be)8  ^^mi\^^  ergiebt  fii^  aber 

unmittelbar  au^  13.    (t)gl  74.) 

2  beliebige  Sangenten  einer  §^;perbel  fd)neiben  bie  bei:= 
ben  2lfi)m^toten  in  2  fünften  eine^  ^araffeltra:pe^e)§. 
©iefeig  folgt  )Dieber  au^  1.  u.  3.  tDenn  man  bebenft,  bafe  bie 
Serül^rung§(^orbe  ber  beiben  2lf^m:ptoten  bie  unenblic^  ferne  ®t- 
rabe  ift. 

127.  ^k1:)t  man  in  ber  ©bene  einer  Parabel  ein  ^arat 
lelogramm  AB  CD,  beffen  2  Seiten  AB  unb  AD  bie  ^a^^ 
rabel  berüljren,  tx>äl)renb  ba^  4te  @d^  C  auf  ber  23erüb' 
rung^c^orbe  (polare)  bon  A  liegt,  fo  ift  bie  diagonale  BD 
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ftetö  eine  S:angente  berfelten^arabel;  folgt  ebenfalls  unmtt= 
telbar  an^  1,  u.  3. 

128,  ^at  man  5  ©erabe,  jo  kfttntmen  btefe  i^oüftänbtg  eine 
t)on  il^nen  Berü{)rte  Antigen  II,  jui^t  man  nnn  anf  je  2  biefer  5  @e^ 
raben  nad)  1  u.  3  bie  93erül)nmc5§:pun!te ,  fo  erl)ält  man  l)ieran^ 
unmittelbar  folgenben  ©a|: 

5  Sinien  liefern  10  i)erj(%iebene  $aare  i^on  Sinien,  e^  fei 
ab  eine^  ber  10  $aare  unb  iDerbe  entfJprei^enb  i^on  ben 
übrigen  Sinien  in  ben  3  $un!ten:paaren  ab,  a^bi,  a2b2 
gef(^nitten,  fo  liegen  nad)  1  bie  3  ©d)nitt^un!te  abi  aib, 
ab2  a2b,  aib2  a2bi  in  1  ©eraben,  fol(^er  ©eraber  erhält 
man  für  bie  10  t)erf(i)iebenen  ^aare  10,  unb  biefe  bilben 
bie  10  ©eiten  eine^  i^oHftanbigen  5  6cE^,  ba^  bem  gegebenen 
5®eit  eingef(^rieben  ift- 

129,  SBerben  2  ©erabe  mn  i)on  3  anberen  pqr  in  fol= 
d)en  ^un!ten:paaren  :p^i  u,  qqi  u,  rr^  gef(^nitten,  baß  bie 
©trecfen  ber  einen  ju  ben  entf:pre(^enben  ©tretfen  ber  an= 
bem  alfo  j,  23.  ))  q  ,  :pi  :pi  in  einem  fonftanten  aSer^ältniß 
fielen,  fo  ift  biefe^  mit  jebem  ber  10  ^aare  ber  gatt  bie 
au^  ben  5  ©eraben  au)^geti;)ä^lt  tx^erben  fönnen. 

Sie  5  ©eraben  umpUen  nämlid)  al^bann  eine  Parabel  unb 
je  2  ber  5  ©eraben  tt^erben  beßtüegen  t)on  ben  fämmtli(^en  anbern 
S^angenten  in  entf:prei$enben  fünften  2er  ät)nli($er  geraber  ©ebilbe 
gefd)nitten  (I.Zl).  11), 

130,  Siegt  bie  ©runbliriie  eineig  beliebigen  gleic^f^^en!- 
ligen  S)reiec!^  in  einer  feften  S^angente  einer  Parabel,  voü^^ 
renb  bie  (Sd)en!el  felbft  S:angenten  ber  Parabel  finb,  fo  liegt 
bie  ©:pi^e  be^felben  ftet^  in  ber  burd^  ben  S3erül)rung^:pun!t 
unb  23renn:pun!t  ge^enben  ©eraben. 

©ie  unenblid)  ferne  S^angente  ber  Parabel  tt>irb  nämlid)  um 
ter  biefer  2Sorau^fe|ung  i)on  jebem  ^aar  ©c^enM  ber  fraglichen 
©reiede  in  2  jugeorbnetcn  fünften  eine^  ini^olut,  geraben  ©ebil^ 
beig  gef(^nitten ,  beffen  Orbnung^elemente  in  ber  feften  S^angente 
unb  einer  auf  il)r  fen!red}ten  ©eraben  liegen;  alfo  beftimmen 
bie  23erü^rungi8:punlte  ber  feften  unb  ber  auf  il)r  fen!red)ten  S^an= 
gente  bie  ©erabe  auf  ber  nad)  4  b  bie  ®))i|en  ber  glei($f(%entligen 
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J)rete(fe  liegen  muffen,  btefe  ©erabe  Qti)t  aber  nad^  124  buri^  ben 
33renn^un!t. 

131»  ©n  4©(f  AB  CD  unb  ein  4  (Seit  ab  cd,  i^on  benen 
ba^  erfte  auf  K  liegt,  'voaljxenh  bie  Seiten  be)3  2ten  bie  Sangenten 
in  ben  Sangenten  htß  Iften  barfte'ffen,  l)akn  befanntlid^  ein  ge= 
meinfame^  ^dI  ober  ^olarbreiecf  MNP  (13). 

Unb  ^^  gilt  nun  ferner  ber  ©afe: 

S)a§  auf  jeber  Seite  be^  ^olbreietf^  bie  beiben  äugep- 
rigen  @egenec£en  be^  nmfi^riebenen  4  <BtiU  abcd  buri^  bie 
(äöen  :§arnionif(^  getrennt  finb» 

S3etra(i)ten  tDir  §ig.  18  bie  beiben  ©egenecJen  EE^  auf  ber 
(Seite  MN  be!8  pm  4  (Sil  geprigen  ^olbreierf^,  fo  ift  aföbalb  ^u 
erfennen,  bafe  NEME^  enti:prec^enb  bie  ^ole  finb  i)on  PM  PD 
PN  PA ;  biefe  legten  4  ©traljlen  bilben  aber  einen  l)arntonif(^en 
2Burf  na(^  6,  ti^e^ti^egen  and^  NEME^  ein  tiarmonifd^er  SBurf 
fein  mu§. 

132.  SSerüpen  3  Änri)en  II  K^KsKs  biefelben  beiben  ®e^ 
raben  ab,  nnb  finb  fie  babei,  mnn  biefelben  reell  finb,  in  benfel- 
ben  Sßinfel  eingef(^rieben,  fo  f(^neiben  fi(^  loon  ipen  gentein|d)aft^ 
li(^en  reeöen  ober  imagin.  Sefanten  4  SJlal  3  in  je  1  fünfte,  fo 
ba^  fie  alfo  bie  6  (Seiten  eine^  ooEftänbigen  46(1^  barfteUen* 

SSJlan  !ann  nämli(^  ben  @(^nitt^nn!t  S  üon  ab  für  ie  2  ber 
3  Jluroen  al^  :perf))e!t  Zentrum  betra(^ten,  b.  ^.  man  fann  je  2 
ber  3  Äuri^en  al^  entf))re(^enbe  ©ebilbe  2er  :perf:pe!t,  ebenen  ©ewebe 
betrauten,  für  ti^elc^e  jeboc^  ftet^  S  :perf:pe!t.  (Zentrum  ift  (21). 
Siebe  biefer  :perf^)elt.  ^ejiel^nngen  !ann  aber  (21)  auf  2erlei 
äßeife  fi^irt  toerben;  bejiet)t  man  nun  trgenbtDie  Ki  :perf:pe!t,  auf 
K2  unb  ebenfo  K^  :perf:pe!t.  auf  K3,  fo  fteöen  immer  notl)tr)enbig 
fol(^e  (Slemente  i)on  Kg  unb  K3  (ref:p.  il}re^  tbtnm  ©etxiebe^), 
tr>eld)e  l^iebei  einem  unb  bemfelben  (Slemente  ber  Iften  Äuroe  (ref^. 
ipe^  ebenen  @e\Debe^)  entf^rec^en  immer  am^  entf:pre(i)enbe  (Sle^ 
mente  ber  perfpelt.  ^ejie^^ung  oon  K2  unb  K3  für  ba^  Zentrum 
S  bar.  a3ejeid)nen  toir  nun  bie  beiben  2l):en  ber  :perf:pe!t.  Säejie^ 
^ung  oon  K^  unb  K^  bur(^  mg  unb  113  unb  bie  ber  ))erf^e!t.  Ses 
jie^^ung  oon  Ki  unb  K3  buri^  m^  unb  ng  unb  bie  ber  :perf^e!ta 
33ejie^ung  oon  K2  unb  K3  buri^  111^  unb  ni ,  fo  ift  bemnai^  not^^ 
ti^enbig  ber  (S(f)nitt:punft  oon  11131112  ein  ^un!t  i)on  mi,  ber  i^on 
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mang  ein  ^nxüt  'om  ni,  ber  i)on  ii3ni2  ein  5ßuntt  Don  bi  unb 
ber  i^on  n^  112  ein  ^unlt  i)on  mi ,  ba  Ja  ^kU  ber  fraglii^e  Schnitt- 
:punft  ein  entf))re(^enb  genieinfamei^  ©lement  ber  legten  :perf:pe!t. 
^ejie^nng  t[t. 

3uf-  &  Ien(^tet  ein,  ba§  in  gett^iffen  gäKen  bie  fo  eBen  er- 
tDät)nten  Elemente  \i6)  auf  eine  geringere  äci'^I  Bef(^rän!en  fönnen, 
b.  i),  ba§  ber  ©a^  in  ber  obigen  gafjung  nur  im  Stilgemeinen 
gilt,  ©inb  j.  33,,  um  nur  biefen  gaü  anjufül^ren,  bie  33erül)^ 
rung^:pun!te  PQ  oon  Ki  auf  a  u,  b  biefeKen  toie  bie  oon  K2 
b.  ^,  berühren  \iä)  bieje  beiben  Äuri^en  in  P  u,  Q,  jo  faßt  mg  mit 
113  b,  ^.  mit  PQ  jufammen,  fo  ba|  man  ben  ©aife  erhält. 

133.  Serül^rt  eine  Äuroe  Kg  bie  beiben  gemeinf(f)aft' 
Ii($en  S:angenten  2er  fi($  in  P  u,  Q  bo)):peIt  berül)renber 
Äur^en  II  Ki  u,  K2,  fo  fd^neiben  fi($  4  ber  gemeinfd)aft' 
lid)en  ®ei)nen  K1K3  u.  K2K3  in  einem  $un!te  oon  PQ. 

©ie  gu  132  unb  133  rect:profen  ©äfee  lauten: 

134.  .^aben  3  Äuroen  II  biefelbe  gemeinfame  (£f)orbe, 
unb  f(^lie|en  fte  babei  für  ben  %aU,  ba§  biefe  reelle  ©(^nitt- 
))unlte  entt)ält,  bas^felbe  QtM  berfelben  ein,  fo  liegen  oon 
ben  ®(^nitt:punlten  ber  gemeinfamen  Sangenten  je  2er  ber- 
felben,  4  SSRal  3  auf  Je  einer  ©erabcn  b.  ^»  6  biefer  S^an- 
genten*®(%nitt:punlte  bilben  bie  6  (£(f:pun!te  einest  t^oUftän- 
bigen  4@eit^. 

135.  <S(^lie§en  E1K2K3  t)on  einer  ©eraben  ba^felbe  @tü^ 
PQ  ein,  toäljrenb  Ki  u.  K2  in  P  u.  Q  biefelben  2  S^angenten  SP 
unb  SQ  t)aben,  fo  liegen  4  ©c^nittpn'fte  ber  gemeinf(^aftli(^en 
S:angenten  oon  K3  mit  Ki  unb  mitK2  auf  einer  burd)  S  ge^enben 
©eraben. 

Befonberer  gälte  oon  132,  133  unb  134  lauten: 

136.    aSon  3  !onfoMen  '^j  Äuroen  II  fc^neiben  fic^  im 

SlGgemeinen  43}ial  3  gemeinfame  ßl^orben  in  Je  1  fünfte. 

137.  §aben  2  oon  3  fonfofalen  Äurijen  II  au(ä)  no(|  biefelbe 


*)  (S§  fön  i^ter  an^hxMiiä)  l^eri^orgel^oBen  )x>txhm,  ha^  tx>ir  unter  fons 
foMen  ^iti^en  bie  t)evfteE)en,  n?el(^e  einen  ^renn^v^unft  gemein  ^aUn,  2^ur' 
öen  II,  )x)e((^e  kibe  33renn^unfte  gemein  i^aBen,  tt)erben  n?it  bo|?:pelt  fon= 
fof  al  nennen. 
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2)treltrt):,  fo  f(^netben  fi(^  4  'om  ben  gememfamen  ©gerben,  bie 
bte  3te  mit  bie  Jen  beiben  gemein  ^at,  in  1  ^un!te  biejer  S)ire!tri>\ 

138.  ©ie  6  2{el)nli(%!eit^))unfte  3er  Greife  bitben  bie  6  (Säen 
eine^  tjoHpnbigen  4  ©eit^. 

139.  2lUe  ©eignen  einer  Äurbe  II  K,  n)elc%e  t^omaSrenn- 
pmtt  F  an)3  nnter  f onftantem  3öin!el  «  erf($einen,  berühren 
eine  nene  Änrt)e  II,  tDelc^e  mit  ber  gegebenen  felbft  nid^t  tmr 
ben  gleichen  a3renn))nnlt ,  fonbern  anc^  bie  glei(^e  ©ireltri): 
^at  (i^ergl  100). 

©enft  man  ft(^  nämlid)  bie  ebene  ber  ^nrbe  II  bo:p:pelt 
nnb  aföbann  bie  eine  nm  ben  Sßinlel  a  um  ben  ^nnft  F  gebre^t, 
fo  I)at  man  nnn  2  ^m^zn,  wlä)z  ieboc^  2  gemeinsame  !oninngirte 
imagin.  S^angenten  ^aben,  bie  in  P  ji(^  fi^neiben  nad^  15.  S)at)er 
lann  man  fie  beibe  afö  :perj^)elt.  in  SSejng  anf  F  aB  (Sentrum  be^^ 
trauten,  jo  ba§  alfo  anf  iebem  @trai)Ie  i)on  F  2  $aare  entf:pre^ 
(^enber  g^nnft  2er  ^projelt  Änrtiengebilbe  liegen.  S)enft  man  ft(^ 
nnn  aber  tx)ieber  bai^  eine  ebene  ©en^ebe  nm  ben  SBinfel  a  in  nm^ 
gefeierter  9%i(^tnng  nm  F  gebre^t,  fo  fallen  nnn  bie  beiben  ^xoidt 
^nri^engebilbe  in  bem  Sräger  K  jnfammen  unb  ber  erfte  2^^etl 
nnfrei^  ©a^e^  folgt  bal^er  unmittelbar  au^  4  a.  Um  nun  bie 
beiben  ^erü^rungö))un!te  t^on  K  u.  Ki  in  ben  entf:pre(^enb  ge^ 
meinfamen  ^unltgebilben  in  K  ju  ermitteln,  fo  beulen  toir  un^^ 
irgenb  ein  ^aar  ©tra^len  t>on  F  a  u.  b,  toel(^e  ben  Jonftanten 
Sßinlel  a  mit  einanber  bilben,  unb  tüel(^e  entf:prec^enb  bie  K  in 
ben  beiben  ^unftenpaaren  aoi  u.  bbi  f(^neiben,  al^bann  öegt  nad) 
2  offenbar  ber  ©i^nittpunft  i)on  abi  u.  aib  mit  ben  beiben  a3e^ 
rül^rungi^^punften  in  1  ©eraben  biefer  ©(^nitt:pun!t  liegt  aber  ftet^  in 
ber  polare  i)on  F  (na(^  11),  b.  1^.  in  ber  ©ireftri):,  unb  'oa  biefe^ 
für  bie  übrigen  fünfte  ber  S)ire!tri^  bei  tieränberli(^em  a  u.  b 
ebenfo  gilt,  fo  muffen  bie  beiben  33erü^ruttg^))un!te  oon  K  u.  Ki  in 
ber  ©ireftri):  liegen,  toorau^  ber  2te  2:i)eil  folgt. 

140.  ^xti)t  man  burc^  ben  gemeinfamen  a3renn:pun!t  B' 
2er  lonfofaler  Äurben  II K  u.  Ki  eine  ©erabe  a  unb  jiel^t 
i)on  ben  beiben  @d)nittpun!ten  aa^  berfelben  mit  ben  beiben 
©ireftricen  bie  beiben  Sangenten^paare,  fo  beftimmen  biefefc 
im  ein  4  ©eit,  beffen  beibe  i?on  aai  i)erf(^iebenen  SDiago- 
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naien  Bei  Deränberit(i)em  a  ft(^  m($t  ättbertt  unb  bte  burc^ 
ben  ®d)mtt:pun!t  ber  Betben  S)tre!trtcen  jelbft  Q^i)^n. 
£)enft  man  \iä)  nmliä)  K  n»  Ki  :perf:pe!t.  :proie!t,  in  Sejug 
auf  F  al^  Zentrum,  fo  finb  Bei  Beiben  2Irten  ber  :perf:peft.  23ejie^ 
l^ung  bO(^  bie  Beiben  ©ireltriceti  entf:pre(^enbe  ©erabe  unb  aljo  a 
u,  Cii  entf^re(^enbe  fünfte,  ballet  Bilben,  tx>ie  man  fid)  al^Balb 
üBerjeugt  bie  Beiben  oBenemäl)nten  S)iagnolen  bie  Beiben  %j:tn  ber 
:perj^e!t,  SSejie^ung,  tijorau^  ber  ©a^  unmittelBar  folgt. 

5Rel)men  'voix  in  biefem  legten  ©a^e  bie  eine  ber  Beiben  ^er- 
f^e!t.  2l):en  feft  an,  fo  erhält  man,  ba  ja  für  je  2  Äuroen  bie  Beiben 
SDireftricen  fid)  auf  biefer  3l):e  f(^neiben  muffen  (nai^  bem  OBigen) 
fotgenben  ©a^: 

141.  5)ie  S)ire!tricen  aller  lonfofalen  Äuroen  II,  bie 
bur(^  2  fefte  fünfte  gelten,  t)on  beren  S^räger  fie,  fallsS 
fie  reell  finb ,  ba^felbe  (BtM  einfc^lie^en ,  fd)neiben  fi(^  in 
1  fünfte  biefe^  S^räger^. 

142.  ®el)en  3  ^uri^en  II  KKJL^  bur(^  2  fünfte  AB, 
fo  f(^neiben  fi(^  i^re  3  üBrigen  gemeinfamen  (Sl)orben  in 
1  fünfte. 

e^  fei  S  ber  ®d)nitt:pun!t  ber  Beiben  g^orben  C2D2  u.  CJ^i, 
vodä^t  K  mit  Ki  einerfeit^  unb  mit  K2  anbrerfeit;^  gemein  ^at; 
jiel)t  man  nun  huxä)  S  eine  ©erabe  s,  ttjelc&e  burc^  feinen  gemein- 
famen  ^un!t  ber  3  ^urt)en  gel^t,  unb  fc^neibet  biefe  s  bie  K  in 
EF,  bie  Ki  in  E^Fi  unb  bie  Kg  in  B^Fg  bagegen  bie  AB  in  T, 
fo  ift  n)egen  bejg  K  u.  Ki  gemeinfam  eingef(^rieBenen  4  ©d^ 
ABC2D2  EF.  El  Fl.  ST,  aBer  n)egen  be^  ber  K  u.  Kg  gemeinfam 
eingefd)rieBenen  46«^  ABCiDi  EF.E2F2.ST  eine ^noolution  auf 
s.  23etra(^tet  man  bal^er  bie  auf  s  burd^  bie  ©egenfeiten  be^  ber 
Kl  u.  K2  gemeinfam  eingef(^rieBenen  4  (Sä^  erzeugte  ^noolution, 
fo  mu^,  ba  biefelBe  bur(^  E1F1.E2F2  i)oEftdnbig  fi^irt  ift,  bie  jur 
©eite  AB  gel^örige  ©egenfeite  CD  eBenfaßjg  burd)  S  ge^^en,  ba  ja 
na«^  bem  i)origen  EiFi.EgFg.TS  eine  ^nt^olution  ift. 

143.  ^aBen  3  Äurt)en  II  biefelBen  2  Slangenten ,  fo  lie- 
gen  bie  ©(^nitt:pun!te  ber  noc^  üBrigen  Beiben  Slangenten 
t>m  je  2  berfelBen  auf  einer  unb  berfelBen  ©eraben. 

©in  Befonberer  gaK  oon  142  ift: 
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144.  S)ie  3  gemeinjamen  6t)orben  3er  Greife  f(^netben 
fiel)  in  1  fünfte. 

©en  obreren  ©aij  142  fann  man  anä^  in  folgenber  S^fl^^^fl 
ix)teber  geben. 

145.  ^iel)t  man  i)on  einem  beliebigen  ^^nnlte  S  ber  ge^ 
meinfamen  6l)orbe  C2D2  2er  Änri)en  II  KK^  2  ©e!anten, 
t)on  benen  bie  eine  bie  K  in  CiDi ,  bie  anbere  bie  Ki  in 
CD  fc^neiben  möge,  fo  liegen  immer  bie  4$nn!te  CDCxDi 
mit  ben  beiben  nocf)  übrigen  ©cf)nittpnn!ten  A B  i^on  KKi 
in  einer  nenen  Änrt)e  IL 

©in  bejonberer  gall  t)iet)on  lantet: 

146.  3is^)^  ^^^  ^^^  ^i^^'^  ^nnfte  ber  gemeinfamen 
6l)orbe  2er  Greife  nac^  jebem  eine  ®e!ante,  fo  liegen  bie 
4  ©c^nitt^nnfte  in  einem  neuen  Greife. 

S3ie  ©^nitt^un!te  CD  ober  CiDi  ober  CgD^  ober  AB  Un^^ 
neu  einanber  unenblict)  nal)e  riicfen,  Ijkvmß  erplt  man  unter  an^ 
beren  folgenbe  ©ä|e: 

147.  3*4^  ^^n  ^^^  ^ta^^  fünfte  ber  gemeinfamen 
(S^orbe  C2D2  2er  ^nxun  II  KK^  an  jebe  berfelben  eine 
Sangente,  beren  Serü()rung^:pun!te  Ci  u.  C2  fein  mögen,  fo 
giebt  e^  immer  eine  ^uroe  K2,  ti)etcE)e  burc^  bie  beiben  noc^ 
übrigen  ©c^nittpunfte  i)on  KKi  gel)t  unb  bie  K  in  Ci  unb 
bie  K-i  in  C2  berüi)rt. 

148.  3irt)t  man  buri^  ben  ©cE)nitt^un!t  2er  gemein- 
famer  2:angenten  2er  j^uroen  II  KKi  eine  @erabe  s  unb 
legt  oon  einem  fünfte  berfelben  an  K  unb  oon  einem  anbern 
^uncte  an  K^  j;e  1  ^^aar  S^angenten,  fo  liegen  biefe  4  Zan- 
genten  mit  bem  anUvn  ^aar  gemeinfamer  S^angenten  i)on 
K  u.  Ki  in  einem  ©tra^lenbüfi^el  IL 

S)a  ber  @aij  142  b.  l).  ber  93etx)ei^  biefe^  ©a^e^  mä)^  9 
nod)  ooHftänbig  gilt,  aud)  toenn  man  an  bie  ®teBe  einer  ober  ber 
anbern  ober  aller  IJuroen  II  ein  Sinienf^ftem  2er  ©eraben  ober 
beim  reci:pro!en  ®a^  ein  5ßaar  fünfte  fe|t  (i^ergl.  l)ieju  bie  unten 
folgenbe  191),  fo  erhält  man  no(^  oerf(^iebene  befonbere  ^Dlobiftfa^ 
tionen  ber  obigen  ©ä|e,  )a)ooon  £)ier  no^  einzelne  folgen  follen: 

149.  S)er  ©ag  30a  ift  ein  befonberer  %a{i  oon  142,  tx^enn 
man  irgenb  3  3ßaar  ©erabe,   oon  benen   3  bur(^  A,  bie  3  an= 

^faff,  neueve  ©eometvte,  11,  ^ 
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beren  burc^B  ge^en,  aU  je  eine  Stnte  II  Betrachtet,  ebenfo  t[t  30  b 
ein  befonberer  gaU  i)on  143. 

150.  äßä^It  man  eine  Rnxu  II  K  imb  2  ^aare  mn 
©eraben  ab  u.  axbi ,  bie  burd)  2  fünfte  AB  ber  K  gef)en, 
jo  erhält  man  ben  3ßa^Ial|c^en  ®a^  afö  einen  befonbern 
gaU  i^on  142. 

©g  tft  nämli(^  gig.  19,  ab  afö  K^  sii\  aU  Kg  betrad)tet, 
CD  bie  gemeinfame  6§orbe  KKi,  EF  bie  gemeinfame  (J{)orbe  KK2 
nnb  PQ  bie  gemeinsame  g^orbe  K1K2  nnb  PQ  gel)t  nnn  bnrtf)  ben 
©(^nittpunÖ  ^on  CD  n.  EF.  ^ertaufd)t  man  a  mit  ai,  jo  erljält 
man  benjelben  ©alj  bei  anberer  Stnorbnung  ber  gig.  ©^  tritt 
RS  an  bie  ©te'tte  Don  PQ,  CE  an  bie  ©teile  i^on  CD  unb  DF 
an  bie  ©telle^' t^on  EF. 

©in  bejcnberer  gaG  bieje^  ©a^e^  150  lä^t  \iä)  aljo  an^=^ 
j^rec^en: 

151.  3^^^^  ^^^  2  ^aare  jn  ben  3{ft)m^toten  einer  §1)- 
:perbel  ^parallele  ©erabe,  \o  beftimmen  fie  auf  biefer  £'uri)e  ein 
eingejc^riebene^  4©(f,  i)on  bem  2  ^aare  i^on  ©egenfeiten 
ft(^  auf  ben  beiben  diagonalen  beg  burd)  bie  ©eraben  be- 
ftimmten  parallele  grammig  fd)neibGn. 

2Bät)It  man  2  ^uri)en  II  unb  ein  ^aar  ©erabe,  fo  eri)ält 
man  ben  ©afe: 

152.  3i^^^  ^^tt  fe^^^  2  ©(^nittpunfte  AB  2er  Rnx^ 
Den  II  K  u.  Ki  2  ©erabe,  fo  beftimmen  fie  auf  ben  j^^ur- 
i^en  je  no(^  eine  ©e^ne,  bie  fi(^  beibe  in  ber  i^on  AB  ber= 
jc^iebenen  gemeinfamen  ©I)orbe  CD  i^on  EKj_  fi^neiben. 

153.  SSäI)tt  man  4  ^^unfte  AA^  BB^,  bie  ju  2  unb  2 
auf  2  2:angenten  einer  j^urioe  II  liegen,  unb  jiet)t  loon  il)' 
nen  bie  nü($  mögltd)en  4  S^angenten,  fo  liegen  oon  beren 
©c^nittpunften  2  SÄal  2  je  mit  einem  ©(^nitt:punfte  ber 
2  $aar  ©egenfeiten  be^  4©d^  AAiBB.|  in  einer  ©eraben. 

3uf.  S)iefer  ©afe  entljdit  ben  ^a^falfd)en  (ref:p.  ben  ju  bie- 
fem  reci:pro!en  getxJÖ'^nlic^  Srianc^onfd)en  ©a^  genannten)  ©a|  n)ie=: 
ber  tr)ie  150  al^  befonbern  galt  in  ft(^. 

154.  3i^^t  ^-^^  ^^^  2  fünften,  bie  auf  2  gemeinf($aftlid)en 
S:angenten  ab  2er  Mmun  II  KKi  liegen,  bie  2  ^aare  neuer  S:an^ 
genten  an  fie,  fo  liegen  bie  beiben  ©d}nitt:punlte  biefer  beiben  ^^aare 
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mit  bem  ©c^nitt^imfte  ber  beiben  i)on  ab   i}erfd)tebenen    gemein- 
fd)aftli(^en  Zano^mtm  ^m  KK^  in  1  ©eraben  (ift  recipro!  jn  152). 
©in  befonberer  galt  i)iet)on  lantet: 

155.  3^^^^  ^*^^  ^^^  2  fünften  ber  einen  gemeinji^aft- 
Ii(^en  S^angente  2er  fid)  bo:p:pelt  berü^renber  Äurt)en  II  an 
jebe  berjelben  noc6  1  ^aar  S^angenten,  jo  liegen  bie  beiben 
©c^nilt:pun!te  biefer  S^angentenpaare  in  einer  ©eraben  mit 
bem  i8ernl)rung^^un!te  anf  ber  anbern  gemeinfamen  Zan- 
gente. 

©iefe^  folgt  anc^  no(^  an^  21. 

©a  bei  2  Änri)en  bie  eine  ©erabe  a  in  bemfelben  ^nnfte  A 
beriitjren,  a  afö  ^^i^^fl^^ff  2er  2;angenten  jn  betrai^ten,  bie  il)ren 
@($nitt^nn!t  in  A  ^aben,  jo  erl)ä(t  man  no(^ : 

156.  ©inb  bie  4  ©eiten  eine^  Parallelogramm^  "J^an? 
genten  2er  ^arabeln  mit  :parallelen  2l)cen,  fo  get)t  bie  eine 
diagonale  berjelben  ftet^  bnrc^  ben  ©(^nitt:pnn!t  ber  beiben 
gemeinf(^aftli(^en  S^angenten  beiber  Parabeln. 

©a  ebeufo  ber  23erül)rung^:pnn!t  2er  j?:urt)en  II  aK  ©(i)nitt^ 
:pnn!t  2er  nnenbli(^  na'^e  jnfammengerüäter  gemeinfamer  S^angenten 
berfelben  gelten  mn§,  jo  erhält  man  anf  biefelbe  SBeife: 

157.  Sitte  Änroen  bie  mit  2  gegebenen  K  n.  Ki  bie:= 
felben  2  S^angenten  gemein  l}aben  nnb  fte  beibe  nod)  berüh- 
ren, tl)nn  biefeg  in  2  ^nn'ften,  bie  mit  bem  ©d)nttt^unfte 
ber  2  übrigen  gemeinfamen  S^angenten  i^on  K  n.  Ki  in 
1  ©eraben  liegen. 

158.  ©d)neiben  fid)  i)on  ben  gemeinfamen  ß^orben  3er 
£nri)en  II  i)on  ie  2en  1  alfo  im  ©an^en  3  in  1  $nn!t  S, 
fo  bilben  biefe  3  unb  il)re  ©egenfeiten  in  ben  gemeinfam. 
eingef (^riebenen  4  ©den  6  ©eiten  eine^  ooHftdnbtgen  4  ©d§, 
b.  l).  e^  giebt  noc%  3  $nn!te  ti^ie  S,  in  benen  je  3  biefer 
6  ©tjorben  jnfammentreffen. 

S)enlt  man  fid)  ndmlic^  bnr(^  einen  ^nnlt  S  einer  gemein^ 
fd)aftli(^en  (Jl)orbe  a2b2  2er  J?uroen  II  K  n.  'K^  nod)  2  ©el)nen 
gebogen,  i)on  benen  bie  erfte  bie  K  in  aibi,  bie  2te  bie  Ki  in  ab 
fd)neibet,  nnb  ben!t  fi(^  nun  burd)  abaib^  eine  ote  Stüxu  II  K2 
gelegt,  tx)elcl)e  bie  a2b2  in  ben  fünften  cb  f(^neiben  möge,  fo  ift 
auf  ber  ©efante  a2b2  bie  ^noolution  foi^ol)l  für  KK2  al^  auc^ 

5* 
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für  K^Kg  unb  bte  tl)nen  gememfam  eingefi^riekneit  4  (Säe  burd) 
bte  kibett  pgeorbneten  ^im!ten:paare  a2t2>cb  t)ottfümmen  fixirt 
unb  ba  in  ben  beiben  biejen  2  Jluri)en^aaren  gemeinjam  ein3efd)rie' 
benen  4  ©den  bte  eine  Seite  burd)  ben  ^^un!t  S  gel)t ,  jo  muß  für 
beibe  bie  biefer  Seite  juge^örige  ©egenfette  burd)  benfelben  ^unft 
Don  a2b2  geljen.  SBie  l)ier  ber  ©atj  für  a2l)2  ebenfo  läfst  er  [id) 
für  aibi  u.  ah  fül^ren,  tt)orau^  ber  ©a:^  folgt. 

159.  ©(^neiben  3  (Seiten  eine^  einfachen  einer  jl^uroe  II 
eingefcbriebenen  4  @d^  eine  beliebige  ©erabe  in  3  feften 
fünften,  jo  i[t  bieje^  aucb  mit  ber  4ten  ber  §all  nad)  9. 

160.  ©d)neibet  ein  g^aar  (Segenfeiten  eine^  einer  i^ur- 
t)en  II  eingef(^riebenen  OoHftänbigen  4  6d^  eine  beliebige 
©erabe  in  2  fünften  aai,  bie  oon  ben  Sd)nitt:pun!ten  rnnti 
berfelben  mit  ber  Äuroe  gleich  n^eit  abftet)en;  fo  i[t  biefe^ 
mit  ben  Sd)nitt:pun!ten  ber  betben  übrigen  ©egenfeiten^aare 
bbicq  ebenfalls  ber  galt. 

S)ie  9Jlitte  oon  mmi  ift  in  biefem  g^ciß^  ba^  eine  Orbnung^== 
element  ber  entfte^enben  3tti)otution  nad)  28. 

161.  3ft  sbenfo  für  einen  beliebigen  ^unlt  P  oon  p 
für  bie  tDie  foeben  bejeii^neten  ©d)nitt^un!te  Pm.Pmi  = 
Pa,Pai,  fo  finb  biefe  g^robufte  auc^  =  Pb.Pb^  =  PcPc^ 
m^  25. 

162.  3i^^i  1^^^^  ^w^Ä)  bie  5Jlitte  M  einer  ©eljne  2  be^ 
liebige  ©erabe,  fo  beftimmen  biefe  auf  K  ein  oollftanbige^ 
4(Sd,  beffen  2  übrige  ^aare  oon  ©egenfeiten  bie  Seljue  in 
^unften^aaren  fc^neiben,  für  bie  M  ebenfalls  bie  Mtte  ift. 

(S^  ift  tx)ieberum  ber  eine  C)rbnung^:pun!t  M. 

163.  3^t  man  burc^  bie  ?D1itte  @iner  ©et)ne  eine  neue 
©el)ne,  fo  fc^neiben  bie  S^angenten  in  ben  ©d)nittpun!ten  ber 
le^tern  mit  ber  j?urOe  bie  erftere  in  fünften,  für  bie  M 
ebenfaE^  bie  5mitte  ift. 

&  finb   l)ier  in  ber  neuen  ©efante    2  ©erabe  jufammen^ 
faUenb  gebad)t. 

164.  S)ie  3  §ö^en  eine^  ©reied^  ABC  f($neiben  fid) 
in  1  ^unft. 

3lmnt   man   nämlic^  bie  ^öl)en,  toeld)e  auf  ben  3  Seiten 
abc  be^  3)reied^  fen!red)t  ftel)en,  entfpred)enb  aibjCi,    fo  bilben 
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aa^  bb^  ein  4@(S,  in  tt5el(^em  bie  2^aar  ©egenfeiten  aa^  bb^  auf 
etnanber  fenfrec^t  finb,  betrachtet  man  nun  ben  (Bäjmü  ber  3  ^aar 
©egenfetten  be^jelben  mit  ber  unenbli($  fernen  ©eraben,  fo  fiet)t 
man,  ba§  ba^  3te  ^aar  ©egenfeiten,  nämli($  bie  ©eite  AB  nnb 
bie  bur(^  ba^  3te  ©c!  C  unb  ben  ©d)nitt^un!t  ber  beiben  §öl)en 
aibi  gel)enbe  ©erabe,  anc^  anf  einanber  jen!red)t  fein,  b.  1^,  ba§ 
biefe  leiste  ©erabe  bie  §ü^e  C|  fein  muf]  ti3.  j,  fc,  ti^. 

165,  3lHe  gleid)feitißen  .^jtjiperbeln ,  bie  burd)  3  ^^untte 
ABC  ge!)en,  gelten  anä:)  burd)  ben  §5I)en^nn!t  biefe^ 
©reied^. 

3iel)t  man  nämlic^  i)on  B  auf  AC  einen  ^eripenbüel ,  be- 
jeid)net  ben  i)on  B  i)erfc^iebenen  ^^irntt  ber  §l)^erk[,  ber  barauf 
entf)alten  ift,  burc^  D  unb  betrad)tet  bie  S^ii^olution,  it)eld)e  buri^ 
bie  Stuxu  unb  ba^  eingefd)riel}ene  4@d  ABCD  auf  ber  unenblii^ 
fernen  ©eraben  erzeugt  mxh,  fo  liegen  \moi)l  bie  beiben  ©cE)nitts 
:pun!te  mit  ber  Mmu  aU  and)  bie  Reiben  in  ben  ©egenfeiten  AB 
CD  ent£)altenen  ©i^nitt^unfte  je  in  einem  ^aar  auf  einanber  fen!- 
rechter  3lid)tungen/  unb  e^  muffen  bal)er  auc^  bie  ©egenfeiten  AD 
u,  BC  fotDie  CD  u.  BA  auf  einanber  fen!red)t  fein,  ti).  j.  b.  \r>. 

Sft  bag  ©reied  ABC  in  B  fen!red)t,  fo  fällt  ber  §öl)enfd)nitt^ 
puntt  mit  B  jufammen  unb  auf  bem  ^er^enbifel,  ber  t)on  B  auf 
bie  AC  gefällt  t^erben  fann,  liegt  baljer  außer  B  felBft  fein  ^unlt 
ber  §l}))erbel;  barau^^  folgt: 

166,  Sei  jebem  einer  gleid)feitigen  §l):perbel  eingejei($^ 
neten  red)ttoinfligen  ©reied  l)erül)rt  ber  ^er^penbifel,  ben 
man  oon  ber  ©^i^e  be^  rechten  3Bin!el6  auf  bie  §^^otenufe 
jieljen  !ann,  bie  §^:perBeL 

167,  Surd)  4  fünfte,  oon  benen  Mner  ber  S)urd)= 
fd)nitt^:pun!t  ber  3  §öl)en  be^  buri^  bie  3  anbern  gebilbeten 
S)reied^  ift,  lä§t  fi(^  immer  oerabe  1  gleid^feitige  §t)^erBeI 
legen, 

Betrachtet  man  nämlid)  ba^  ini)olut  gerabe  ©ebilbc  in  ber 
unenblicf)  fernen  ©eraben,  ba§  nad^  9  burd)  ba§  4  (Scf  unb  ba^  ba^^ 
burd)  kftimmte  £uroenfl)ftem  fi):irt  ift,  fo  giebt  e^  in  bemfel&en 
na^  14  gerabe  1  ^aar  fonjugirter  ^unlte  bie  in  2  auf  einanber  fen!- 
red)ten  Slii^tungen  liegen,  unb  bur(^  biefe  beiben  fünfte  gel^t  bie 
fraglid)e  gleii^feitige  §l):perbel 
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S)ie  23evbinbunc\  ber  bciben  ©d^e  165  itnb  167  erc^iebt  nun 
unmittelbar  fotöenben  ©a^,  mnn  man  ben  ©afe  auf  bie  4S)reie(fe 
be^  4(S'cf^  ^on  167  antt)enbet. 

168.  S)ie  4etfpunlte  eine$  beliebigen  4(Scfö,  fo  tDte  bie 
4  fünfte,  in  benen  fi(^  bie  §öl)en  ber  4  burc^  ba§  4  ©df 
beftimmten  Sreieife  jd)neiben,  liegen  auf  berfelben  gleicf)== 
feitigen  ^^^^erbeL 

169.  ©c^neibet  eine  ©erabe  p  2  @egenfeiten  eineö  Ärei^= 
t)ierec!^  unter  glei(^en  3Bin!cIn,  fo  fi^neibet  x^  a\iä)  bie  beiben 
übrigen  $aare  i)on  ©egenfeiten  unter  gleid)en  SBinfeln. 

.®etra(Stet  man  nämlid)  bie  3ni)otution,  ^v^lä)^  buri^  bie  3 
^aare  t)on  ©egenfeiten  eines  ^rei^t)ierec!S  auf  ber  unenbli^  fernen 
©eraben  erzeugt  ti^irb,  fo  muffen  nad)  14  bie  Orbnung^elemente 
berfelben  in  2  auf  einanber  fenfrecbten  3tid)tungen  entl)alten  fein 
unb  ba  fie  au(^  burd)  {ebeS  Sßaar  ©egenfeiten  I)armonifi^  getrennt 
fein  foUen,  fo  muffen  fie  mä)  27  in  benjentgen  2  Ölleitungen  ent^^al- 
ten  fein,  tr)eld)e  bie  beiben  2öin!el  eines  ^aareS  \}on  ©egenfeiten 
^atbiren,  fie  muffen  bal^er  in  hem  unenblid)  fernen  fünfte  i^on  p 
unb  in  ber  barauf  fen!red}ten  Jtic^tung  liegen. 

3uf.  2{uS  biefem  leisten  23en)eife  folgt  jugleic^  unmittelbar 
folgenber  ©a|: 

170.  §albtrt  mian  bie  3  äöin!el^aare  ber  3  ^aare  t)on 
©egenfeiten  etneS  ^reiSi^teredS ,  fo  finb  biebaburd)  erbal- 
tenen  6  ©eraben  ju  3  unb  3  ^^araUel. 

171.  2  fünfte  P  u.  P^  bie  burd)  2  aSaar  ©egenfeiten 
eines  t)oIlftänbigen  4  @dS  Ijarmonifd)  getrennt  finb,  finb 
bieS  ntcbt  nur  au d)  in  Sejug  auf  baS  3te  ^aar,  fonbern 
fie  finb  aud)  in  Be^ug  auf  jebe  Stmu  II,  \t)eld)e  burcf)  bie 
4  @d:pun!te  beS  4  ©dS  gel^t,  einanber  lonjugirt. 

23etrad)tet  man  nämlid)  bie  3nt)olution/  tt)eld)e  auf  ber  ©e^ 
raben  PPj  bur(^  baS  4  (£d  unb  baS  baburd)  beftiinmte  Äuri3en-' 
fi)ftem  cntftel)t,  fo  finb  P  unb  Pi  offenbar  bie  OrbnungSelemente 
berfelben,  it)orau^  ber  ©ai^  folgt. 

172.  2  ©erabe  p  u.  pi,  toeId)e  burd)  2  ^^aare  bon  ©e^ 
gen^)uniteit  eineS  bollftänbigen  4  ©eitS  t)armonifd)  getrennt 
finb,  finb  eS  ni*t  nur  aiiä)  burc^  baS  3te  ^aar,  fonbern 
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fte  finb   au(^   in  23e^ug   auf  lebe  Äurt)e  II,   tt)elci)e  bem 
4  ©ett  etngefc^rieben  t|t,  etnanber  fottjugirt 

SRan  lann  biefe  2  legten  ©ä^e  aitc^  jo  au^j^rec^en :  bie  Sßo- 
laren  etne^  ^imfte^  P  in  S3e^ug  auf  alle  einem  4  @cf  umfc^riek- 
neu  J^urt)en  II  j($neiben  fiel)  in  einem  fünfte  Pi ,  ben  man  finbet 
aU  ben  ©d)nitt:pun!t  berjenigen  Reiben  ©eraben,  bie  x>on  bem  gege^^ 
benen  fünfte  P  buri^  2  ^aare  i^on  ©egenfeiten  be^  4  (S&  ^ar= 
monifc^  getrennt  ftnb, 

©ie  ^ole  einer  ©eraben  p  in  Se^ug  auf  alle  einem  4  (Seit 
etngefd)rieBenen  ÄurDen  II  liegen  auf  einer  ©eraben  pi ,  U)etdE)e 
man  finbet  aU  95erbinbung!8linie  berjenigen  2  fünfte,  votläjt  ^on 
ber  p  burc^  2  ^aare  t)on  ©egenecfen  be^  4  ©eit^  l)armonif{^  ge? 
trennt  finb, 

Sefonbere  gäöe  ^^iei^on  finb: 

173.  S)ie  331ittel:pun!te  aller  bemfelben  4  ©ett  einge^ 
fiSriebenen  Äurt^en  II  liegen  auf  einer  ©eraben,  tDelc^e  bie 
3  ©trecfen  jtt)if(^en  je  2  ©egeneä^en  be^  4  ©eiti8  l)all)irt. 

174.  J)ie  ?ircittel:pun!te  aller  bemfelben  S55in!el  einge^ 
fd)rie"knen  fonfofalen  .Kurt)en  II  liegen  in  einer  ©eraben, 
bie  bie  ©trecEe  jtr)if(^en  bem  Srenn^punft  unb  bem  ©i^eitel 
be^  aßin!ete  ^al'birt. 

33ejeic^net  man  bie  3  ©($nitt:pun!te  i^on  je  2  ©egenfeiten  eine^ 
öoffftänbtgen  4  @cf^  AB  CD  burd)  MNO  unb  erwägt,  tx)ie  na(^ 
172  ^u  einem  ^^unft  P  ber  fonjugirte  ^natt  Pi  für  ba^  hmä) 
ba^  4t?(J  ABCI)  beftimmte  Äuröenf^ftem  gefunben  mrb,  fo  ift  ju 
erjel)en,  baij  MP  u.  MP.|  e'benfo  t^ie  NP  u,  NPi  je  ein  ^aar  ju= 
gecrbnete  ©tral)len  eine^  ini^olut.  ©tra^lenbüfdjete  barfteCen, 
beffen  Orbnung^ftral)len  je  bie  ©egenfeiten  be^  4  @d^  barftelten. 
§ierau^  folgt,  bafe  M[P,.]  ^M[Pi]  u,  N[P..]  7jN[Pi..].  ^^at 
nun  ba^  ©i)ftem  X)on  fünften  P,  für  \t)eld)e  man  bie  fonjugirten 
fünfte  Pi  fu.d)t,  bie  Sage,  bafe  M[P..]  7rN[P...],  fo  liegt  P^ 
auf  einer  Äuroe  II  ober  einer  ©eraben,  §ierau§  erljdlt  man  unter 
anberen  folgenbe  ©äl^e: 

175.  ©ud)t  man  bie  fonfugirten  fünfte  gu  allen  in 
einer  ^uroen  II  gelegenen  ^^unften,  bie  buri^  2  ber  3 
fünfte  MNO  j*  &\  burd)  MN  ge^t,  in  Sejug  auf  bie  buri^ 
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baiS  4  @tf  befttmmten  Äurüen ,  fo  liec^en  fie  auf  einer  neuen 
Ä'uri)e  II,  bte  buri^  btefelkn  2  fünfte  MN  gel)t 

176.  ©U(f)t  man  in  25ejuc^  auf  ba^fclk  jvurt)eufi)[tem 
bte  lonjugirten  fünfte  ju  allen  auf  einer  ©eraben  p  liec^en^ 
ben  fünften,  \o  liegen  biefe  in  einen  ©eraben  pi,  n)enn  p 
bur(^  einen  ^un!t  be^  jum  4  @c!  ge£)ßrigen  ^olbreiecfö 
MNO  get)t,  unb  jtx^ar  [inb  ppi  burd)  bie  ^u  beut  fraglichen 
(Sä  gel)örigen  ©egenfeiten  be^  4  (Sä§  tjarmonijd}  getrejtnt. 
Slit^erbent  liegen  fie  in  einer  »Kuri^e  II,  U)eld)e  notl)tt)enbig 
imä)  bie  3  (Scfen  MNO  be^  ^^olbreied^  gefrt 

gä^t  man  im  legten  gaß  bte  p  in^  Unenblic^e  rüden  unb 
fU($t  ju  ieber  ^lic^tung  ber  (Sbene  bie  !onj[ugirten  ©urc^meffer  be^ 
©t)[tem^,  fo  fd)neiben  fic^  biefe  je  in  1  ^^unfte  einer  Jluri^e  II,  unb 
biefe  Äuri^e  ge^t  nid)t  nur  burd)  bie  3  ©den  MNO  be^  ^olbreiecB, 
fonbern  auä^  buri^  bie  6  5Stttten  ber  6  ©eiten  be^  Doüftdnbigen 
4  @d^,  U)ie  fi($  biefeö  barau^  ergiebt,  ti^enn  man  ju  ben  6  ©d)nitt^ 
:pun!ten  ber  6  ©eiten  be^  4  @d)g  mit  ber  unenblid)  fernen  ©eraben 
bie  fonjugirten  fünfte  nac^  172  fuc^t 

23etrad)tet  man  nun  ferner  irgenb  2  ber  in  bem  foeku  be=^ 
trachteten  @i)ftem  t)on  J?uri)eu  gel)örigen  ,^urt)eu  KKi ,  \^ai)lt  il)re 
?[Jtittel:punfte  CCi  unb  fud)t  ^u  aUen  9tld)tungeu  ber  ©beue  für 
bie  2  Änri)en  II  bie  !oningirten  S)urd)meffer,  fo  fd^neiben  fid)  biefe 
ebenfalls  in  ben  fünften  einer  Ä'urt)e  II  unb  biefe  Rnx^^  geljt 
nun,  tt)ie  man  auf  biefetbe  SBeife,  trsie  foekn,  erl)ält,  buri^  bie  6 
SiJtitten  ber  4  (Sdfeiten,  b.  l).  biefe  ^mu  ift  mit  ber  i^origen  iben^ 
ti\ä),  n)örauig  benn,  ba  bie  Beiben  9Jiittel:punrte  CCi  ebeufatte  auf 
biefer  letzten  Äuri^e  liegen,  folgt: 

177.  S)ie  ?Dlittel:pun!te  aller  Stmmi  II,  li^eldie  bemfet 
ben  4  @d  ttmfd)rieben  finb,  liegen  in  einer  neuen  ^itrben  II, 
mlä)t  burd)  bie  3  ©den  be^  gum  4  @d  ge'^örigen  ^olbrei=^ 
edi^,  foU)ie  burc^  bie  6  Sftitten  ber  6  ©eiten  be^  4  (5d)8 
gel)t. 

Offenbar  ift  jebe  J:angente  an  ber  lei3ter^al)nten  Mittet 
))unft^!uri)e  im  fünfte  C  berjenige  ©urcbmeffer  ber  £uri)e,  bie  il)= 
ren  S[ftittel:pun!t  in  eben  biefem  ^^unlte  C  l)at,  ber  ber  3lid)tung 
(onjugirt  ift,  für  n)el($e  alle  foniugirten  in  bemfelben  fünfte  C 
fi(^  jc^neiben.   ©etrac^tet  man  bal)er  irgenb  eine  ^tur^e  be^  ©t)ftem^, 
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bte  xi)x^n  ?Dltttel:pun!t  in  ber  Wtlik  einer  ber  6  4(5c!^feiten  j.  23. 
AB  l)at  nnb'fuc^t  bie  Stii^tmig  ber  S^angente  ber  ?Dtittel:punto!nri)e 
in  ekn  biefem  ^nnfte,  jo  mnfe  man  bie  3fli(f)tnng  jucken,  fiir  tt>eld)e 
fiel)  aüe  fDnjngirten  in  eben  biejent  ^nnfte  f(f)neiben/  biefc  9ticl)tnng 
unrb  aber  offenbar  nac^  172  bnrd)  bie  SSerbinbnng^ünie  MO 
ber  .beiben  ©cfen  be^  jmn  4  ©cf  gel)örigen  ^oIbreiecE^>  beftinmit, 
bnrc^' tt)eld^e  AB  nicE)t  gei)t,  ba  baljer  für  bie  SKitte  .ber  @egen^ 
feite  biefelbe  35etra($tnng  nni)eränbert  gilt,  fo  i[t  erfid)tli(^,  baf^  W 
betben  S^angenten,  weldje  «m  ben  beiben  ?lRitten  je  2er  ©egenfeiten 
be^  4  (Scf^  an  bie  SDtittelpnnftigfnri^e  fi($  jieljen  laffen,  parallel 
finb,  tt3orau§  benn  unmittelbar  folgenber  @a^  folgt: 

178.  aSerbmbet  man  bie  3  ^^aar  SRitten  ber  3  $aar 
©egenfeiten  eine^  ooEftänbigen  4  @cf^  burct)  3  ©erabe,  fo 
fi^neiben  fid)  biefelben  in  einem  ^untte,  tx)elcl)er  ben  WiU 
tel:pun!t  berjenigen  j^uroe  barftettt,  in  ber  alle  9Jlittelpun!te 
ber  bem  4®cf  nmf Geriebenen  Ä'uroen  II  entl)alten  finb. 

3uf.  3)aj3  bie  3  aSerbinbnng^linien  ber  SiTcitten  oon  je  2 
©egenfeiten  be^  4  ©d^  fic^  in  1  ^unft  fd^neiben,  folgt  and)  birett 
aug  bem  ©al^e  über  :perfpe!t  ©reiede,  ba  fic^  aföbalb  ergiebt,  ba^ 
bie  3  ©eiten  ber  beiben  Sreiede,  i^on  benen  je  2  §albirungö:pun!te 
2er  ©egenfeiten  entf:preceenbe  6d:pnnfte  barftellen,  :parallel  finb. 

179.  SBeife  mm  oon  einem  S)reied  ABC,  ba^  e^  inSejug 
auf  eine  £uroe  II  K  unb  alfo  aucE)  in  Sejug  auf  bag  ebene  $o^ 
larfl)ftem,  ha^  K  jur  £)rbnung§!uroe  ^at,  abfolutej^  ^:polarbreied 
fein  foll,  fo  entf:pri($t  biefe  Eingabe  bei  ber  gi^irung  ber  ^uroe  K 
felbft  ber  2lngabe  oon  3  fünften  ober  3  S:angenten,  unb  man  ftofet 
l)äufig  auf  bie  2luf gaben,  eine  ^uroe  ju  finben,  tt^enn  unter  ben 
Seftimmung^elementen  ein  fold)e^  abfolute^  ^olarbreied  gegeben  ift. 

&  mögen  baljer  l)ier  bie  einfac£)ften  gälte  be^anbelt  toerben: 
@^  feien  au^er  bem  abfoluten  ^olarbreied  ABC  nod) 
2  $un!te  DE  ber  K  gegeben. 

©(^neiben  in  biefem  galle  bie  3  ©eiten  abc  \)on  ABC  bie 
DE  in  abc  unb  finb  aibiCi  entf))re(^enb  oon  abc  burc^  DE  i)ar== 
monifd)  getrennt,  fo  finb  AaiBbiCcji  bie  polaren  oon  abc  unb 
fc^neiben  fic^  nad)  8  (toobei  ju  oerglei($en  192  unb  193)  im 
^ole  P  i)on  DE;  bie  ©erabe  PA  ,  PB  ober  PC   liefern  al^bann 
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bur(^   bie  Orbnimgi^eletnente  einer  in  i^^nen  leid)t  ju  beftintmenben 
^nDoluüon  je  2  ^nnfte  ber  gefni^ten  ^ux^^. 

©inb  DE  reell,  jo  ergtebt  ftc^  bie  älnflöfung  unmittelbar 
baburd),  ba§  man  auf  jeber  ©eraben,  bie  ^on  D  u.  E  nad)  einem 
(Sd  i)on  ABC  geljt,  aKbalb  noc^  einen  2ten  reeüen  ^un!t  t>on  K 
finbet, 

2lte  befonberer  gaU  öerbient  l)ier  folgenbe  Slufgabe  ^zvoox^ 
gel)oben  ju  ttjerben.  Siegt  D  auf  einer  ©eite  AB  i)on  ABC,  jo  i[t 
CD  bie  S^angente  in  D  unb,  n^enn  ADBDi  ein  'l)armonifd)er  SBurf, 
CDi  bie  2:angente  in  D^  ^c.  Stegen  D  u,  E  auf  AB,  fo  ift  bie 
Slufg.  unbeftimmt, 

180.    &  ift  ein  S)reied  gegeben,   man  joll  benienigen 

Ärei^  fuc^en,  für  tx)eld)en  (al^  Orbnung^'furi^e  üm^  ^olar^ 

jl)ftem^)  ba^felbe  abfolute)^  ^olar-SreiecE  ift. 

3)a  für  einen  £reig  afö  Orbnung^!uri)e  je  2  auf  einanber 

fen!red)te  ^unlte  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  einanber  fonjugirt 

finb,  fo  ift  Jebe  §ö^e  be^  ©reiedig  bie  polare  be^  unenblid)  fernen 

^$unlte^  ber  auf  il)r  fenfrec^ten  ©eite,   bal)er  ift  ber  ©(^nittipunft 

ber  3  S^^^n  ber  2Rittel:punlt  beg   gefuc^ten  Äreife^;  unb  l^ierau^ 

finbet  fid)  nun  ber  Ärei^  felbft  let(^t  nad)  25 ,  \t>enn  man  bebenit, 

ba^  je  2  fünfte  beefelben  bie  Orbnung^punfte  ber  3ni)olution  bar- 

fteüen,  für  n)el($e  ber  3Kittel^un!t  §au:pt:pun!t  ift;  man  braud)t  bal)er 

nur  nac^  einem  @d>un!t  A  be^  abfoluten  ^olarbreied)g  eine  ©erabe 

ju  jie^en,  biefe^  A  unb  ber  ©(^nitt^punft  A^  ber  ©egenfeite  finb  bann 

ebenfalls  ein  ^^aar  jugeorbnete  fünfte  ber  fraglii^en  ^J^^^I^l^^i^- 

18L  Sft  au^er  bem  abfoluten  ^olarbreiecf  nocb  ju  einem 
fünfte  P  bie  polare  p  gegeben,  fo  ift  bie  3lufgabe  nid)t^  anbereS 
CiU  ber  im  I.  S:t).  96  bel)anbelte  ©a|,  unb  e^  laffen  fid)  n)ie  bier 
oUn  in  179  auf  PA,  PB  ober  PC  al^balb  je  1  ^aar  fünfte  ber 
^urt)e  finben. 

182.  31^  enblid)  ju  bem  ^unlte  P  nicbt  ^te  foeben  bie 
polare  p  felbft,  fonbern  nur  dn  ^unft  Q,  burd)  ben  fie 
gel)en  foH,  gegeben,  b.  l).  ift  ein  ^^aar  !on[ugtrte  fünfte 
PQ  au^er  bem  abfoluten  ^olarbreieel  ABC  gegeben,  fo  ift 
bie  Slufgabe  !eine  beftimmte,  e^  finb  blo^^  4  einfad)e  Sebin= 
gungen  gegeben,  bie  K  erfüllen  foll,  unb  man  finbet  benn 
au(^  n)irflic^,    ba§   e^    eine  unenblid)    gro^e  2lnjal)l   i}on 
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Äur^en  c^kU,  bie  bie  emä!)nten  iSebingunöen  erfüllen,  bie 
iebO(^  alle  bur(^  4  ^un!te  gel)en. 
©^  folc^t  biefeiS  nämlid^  unmittelbar  au^  bem  obigen  ©a^el7L 
benn  fni^t  man  in  ben  beiben  ©tral)lenbüfd)eln,  beren  3Jlittelpunite 
2  ed:pun!te  be^  ^clarbreieö^  ABC  finb,  bie  2  ©trai)len,  bie  fo-^ 
tr)ot)l  burd)  bie  Seiten  be^  ©reietfjg  al^  burd^  P  u.  Q  :^armonifc^ 
getrennt  finb,  fo  erfüllt  jebe  Äurt)e  II,  'votl(i)Z  burd)  beren4©(^nitt«= 
:pun!te  geljt,  bie  in  ber  3Iufgabe  ober  bem  @a^e  angefül)rte  23e= 
bingung. 

3uf.  Siegt  ber  eine  ^^nntt  P  auf  einer  ®reiec!igfette  AB 
felbft,  fotf^^ß  ^^^  bie  beiben  ©tra^lenlbeg  Süfd)eB  C,  toelc^e 
fotxio^I  burc^  A  u.  B  aU  anä)  burd)  P  u.  Q  l)armonifd&  getrennt 
finb,  iebe  JlurDe  II,  tx)el{^e  biefe  beiben  ©tral)ten  in  i^ren  ®c^nitt=^ 
:pun!ten  mit  AB  berüf)rt,  genügt  ber  Slufgabe.  ^n  biefem  befon- 
bern  galle  gel)t  alfo  ba^  4:pun!tige  Softem  ber^uri^enll  in  eine^g 
über,  in  n)el(^em  2  ?!Jial  2  ber  4  fünfte  einanber  unenblii^  na^e 
rüden. 

aSir  !el)ren  nac^  btefer  lurjen  Slbfi^ti^eifung  ti^ieber  ju  177  jurüd 
©inb  2  unb  fomit  alle  3  $aare  t)on  ©egenfeiten  be^  4  6d^ 
auf  einanber  fen!red)t,  fo  tüirb  bie  9JcitteI^unIt^!uri)e  ein  ^rei^,  ba 
al^bann  3  auf  je  einem  ©urc^meffer  fte^enbe  ber^urt>e  eingefd)rtei 
bene  2Bin!el  rechte  äßinfel  finb.  35a  in  biefem  gaße  Jebe  ^uri)e 
be^  ©^ftemi^  ebenfo  tDie  je  2  ©egenfeiten  bie  unenblid^  ferne 
©erabe  in  je  2  ^^unöen  fc^neiben,  bereu  9R:i($tungen  auf  einanber 
fenfrei^t  finb,  fo  erl)ält  man  in  SSerbinbung  mit  165  Ijieraujg  ben©a^: 

183.  S)ie  ?Kittel:punfte  aQer  einem  3  ©d  umfd)riebenen 
gleic^feitigen  §t)^erbeln  liegen  auf  bem  Umfange  be^ienigen 
jlretfei3 ,  ber  bie  3  ©eiten  be^  £)reied^  unb  bie  3  ^ö^enab- 
f(^nitte  jtoifc^en  ben  ©den  unb  bem  gemeinfamen  ©c^nitt^: 
:pun!te  ber  §öl)en  l^albtrt,  unb  au^erbem  burd)  bie  3  gufe^ 
:pun!te  ber  §öl)en  gel)t. 

184.  SBenn  man  ^u  ben  Sangenten  irgenb  einer  Äuri)e 
II,  ):oel(^e  2  ©eiten  bei8  ju  einem  4  ©eit  ab  cd  geprigen 
$olarbreied^  berül)rt,  bie  in  23e§ug  auf  äffe  biefem  4  ©eit 
eingef(^riebenen  ^mu  II  foniugirten  ©eraben  fu(^t,  fo  bt^ 
xui)xtn  biefe  toieber  eine  Äuri^e  II,  bie  biefelben  2  ©eiten 
be^  ^olarbreied^  ju  Sangenten  ^at 
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185.  ©U($t  man  ju  allen  ©tra!)len  eine^  ©trat)lenbüjc()ete 
P  n)teberum  biejenigen  ©eraben,  tx)eld)e  in  Sejuc;  auf  alte  bem 
4  ©ett  ab  cd  einc^efc^rtebenen  i£uri)en  II  it)nen  tonjugirt  finb,  jo 
BeriU}ren  biefelben  eine  StnxU  II  K,  bie  tlüjs  bann  tDieber  in  einen 
©tral)Ienbüjc^el  I  Pj  übergel)t,  tDenn  ber  9JUtteI^un!t  be^  erften 
auf  einer  ©eite  be^  ^olarbreieö^  liec^t,  P  u.  Pi  finb  aföbann  biirc^ 
bie  ®ä:pun!te  be^  ^olarbreiect^  I}armonifc{)  (getrennt.  S)iefer  (Strat)^ 
Ien'büf(^el  II  Ki  fteKt  jugleid)  bie  polaren  bej^  gentnmi^  P  für  jebe 
^urt)e  be^  @l)fteni^  bar,  ber  2lrt,  bafj  für  bieienige  ^mu  be^ 
jluri)enf^ftemi^  ab  cd,  für  n)el(i)e  bie  J^angente  feltft  bie  polare 
be^  (Sentrum^  P  ift,  ber  33erü{)rung^:pun!t  feltft  ber  S^ol  be^jeni^ 
<]tn  ©tra^Ie^  i)on  P  barfteüt,  für  tt)eld)en  alle  3ßoIe  auf  ber  frac^^ 
li(^en  S^angente  Hecken. 

186.  ^n  23ejug  auf  ade  bemfelben  4  ©eit  einc]ejd)riebe^ 
neu  J?uri)en  II  nmpllen  alle  berfelben  Dtidjtunc^  lonjuc'^ir' 
kn  3)ur($meffer  eine  Äuri)e  II,  bie  ftet^  bie  3  ©eiten  be^ 
^olarbreied^  berüljrt. 

Ttan  erljält  t>erfd)iebene  TOobififationen  ber  allßeuieinen  ©äl^e 
ber  9^rn.  173  u.  177,  iDenn  man  2  ober  je  2  ber  4- fünfte  in  fe 
1  ^ufammenfallen  Iä§t  ^.  iö. 

187.  3)ie  mUMpmtk  aller  J?uri)en  11,  t^elc^e  2  @e=^ 
rabe  in  benfelben  2  fünften  berii^ren,  liec^en  in  ber  ©era- 
ben,  n)elc^e  ben  ©(^nitt^untt  ber  J;an(]enten  mit  ber  Mitte 
ber  33erüi)runc^^c^orbe  t)erbinbet. 

188.  &  giebt  2^uri)enII,  iDelc^e  burc^  4  fünfte  cge^en 
unb  eine  gegebene  ©erabe,  bie  burd)  feinen  ber  4  fünfte 
ge^t,  beriif;rt. 

?D1an  finbet  näm(i(^  bie  23erül}rung^:pun!te  ber  fraglid)en 
Rnvom  unb  ber  gegebenen  ©eraben,  aU  bie  Orbnung^elemente 
berjenigen  ^nöolution,  für  tx^eli^e  je  ein  ^aar  ©egenfeiten  be^  burd) 
bie  4  gegebenen  fünfte  beftimmten  i^oEftänbigen  4  ®cf^  bie  ©erabe 
in  jugeorbneten  fünften  fc^neibet. 

189.  e^  giebt  2  J?:uri)en  11,  tx)eld)e  4  ©erabe  berül)ren 
unb  burd)  einen  ^^un!t  gel)en,  ber  auf  feiner  ber  4S;angen^ 
ten  liegt. 

@d)neibet  man  2  jluri^en  II  K  u,  Ki ,  bie  bur($  4  fünfte 
ABCD  gei)en,  burd)  fämmtlic^e  ©tral}len  eine^  ©tral}lenbüfd)ete. 
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beffen  TOtttel^unlt  einer  ber  4  fünfte  (A)  i[t/  fo  ert)ält  man  2 
^rojeft  J?:nri3engebilbe  K(aBc.)  tt  Ki  (ai bi q _ .),  ^projicirt  man 
teibe  je  an^  einem  mn  2  entfpred)enben  ^^^nnften  j.  ^.  K(al)c.,.) 
an0  a  nnb  Ki  (aibiCj , . .)  an^  a^ ,  jo  erl}ätt  man  2  :proie!t.  @tral)= 
lenMjcI)el,  n)eld)e  eine  3te  Stnvo^  II  K2  erjenc^en,  bte  offenbar 
au^er  bnri^  a  unb  ai  nod)  bnrc^  bte  3  Sßnnfte  BCD  gel)t  Se^ 
tracE)tet  man  nnn  2  berartig  entfte£)enbe  Stnvo^n  II  K2  i^i^"^  K3/ 
tt)eld)e  bnrd)  bte  :pro}e!t,  ©tral)lenbüfc§el  a  n.  ai  einerfeit^  nnb  h 
u,  hi  anbrerfeitö  entftef)en,  fo  ^at  man  4  i^nri)en  II  KK1K2K3, 
t^eldje  aUe  bte  3  ^nnfte  BCD  gemein  l)al)en,  nnb  beren  6  übrige 
©(^nitt^nnfte  bte  6  ©den  eine^  i)olIftänbigen  4  ©eit^  bilben ,  info- 
ferne  nai^  ber  SSoran^fei^nng  Aaai  nnb  Abbj.  je  in  1  ©eraben 
liegen  nnb  anfeerbem  offenbar  ani)  noä)  ber  ©($nitt:pnnft  oon  ah 
nnb  aibi  ein  gemeinfamer  ^nnft  oon  K2  nnb  Kg  ift,  fo  ba§  alfo 
oon  ben  ©i^nitt^nnften  49Jlal  3  in  je  1  ©eraben  liegen.  §ieran^ 
ergiebt  ]iä}  nnn  bnrd)  UmJe^r  nnmittelbar  folgenber  ©a^: 

190.  33efc^reibt  man  nm  bte  4  Sreiecfe,  tx)el(^e  bnrd) 
ein  oollftänbige^  4  ©eit  gebilbet  toerben,  4  Änroen  II,  mlä}^ 
anfeerbem  alle  noc^  bnr(^  2  fefte  ^nnfte  geljen,  fo  fd)neiben 
ftd)  biefelben  noä)  in  einem  3ten  feften  ^nnlte, 

2Ite  befonberer  gall  ergiebt  ftd)  t)ieran^ ,  toenn  bie  2  gemein=^ 
famen  ^nnfte  imagin.  l^erben: 

191.  23ef(^reibt  man  nm  bie  4  ©reiede  eineg  ooUftän- 
bigen  4  ©eitö  4  Jlreife,  fo  fd)neiben  fi($  biefelben  in  1 
^nnfte. 

192.  2)er  ©a^  oon  ber  ^ni^olnttoji,  tt5eld)e  huxd)  ben  ©(^nitt 
eine^  ooEftdngen  4  6dg  bnrc^  eine  ©erabe  entftel)t,  läßt  ftc^  in 
einer  gorm  an^f:pred)en ,  tt)el(^e  für  bie  2ln\Denbnng  l)änfig  eine 
anf d)anlid)ere  gaffnng  nnb  barnm  beqnemere  S3el)anblnng  barbietet ; 
in  biefer  gaffnng  lantet  er  alfo: 

3ie^t  man  oon  irgenb  einem  ^nntte  nad)  ben  3  (£den 
eine^  S)reiec!^,  fott)ie  nac^  ben  3  ©d)nitt:pnn!ten  ber  ©eiten 
mit  einer  ©eraben  je  3  ©tra^len,  fo  bilben  je  2  ©tral)len, 
.  oon  benen  ber  eine  nai^  einem  6d  nnb  ber  anbere  nac^ 
bem  ©(^nitt:pnn!te  mit  ber  ©egenfeite  gel)t,  ein  ^aar  ji^ge^ 
orbnete  Elemente  einer  ^noolntion. 
§ieran^  ergiebt  fic^  aber  bnrc^  Umfeljr  atebalb  folgenber  ©a^ : 


Hosted  by 


Google 


—    78    — 

193.  3^^  ^^^  ^^^  ^^^  ®^^^  ^^^^^  ©reteö^  3  foId)e 
®trai)Iett,  ti^el($e  mit  ben  3  (S(^nttt:pun!ten  ber  3  3:)reiec!^^ 
fetten  mit  einer  (Seraben  in  ber  i)orl)in  angegebenen  Orb-- 
nnng  eine  3ni)olntion  bitben,  \o  fc^neiben  [t(^  biejelben  in 
1  $nn!te. 

194    3iet)t  man   mä^    ben  ©cfen   eine^   S)reietf^   bon 
einem  beliebigen  fünfte   an^  ©traljlen  nnb  ti^ä^lt  nnn  3 
nene  ©tratjlen,  bie  mit  biefen  3  eine  3nt)oIntion  bilben,  jo 
f^neiben  biejelben  bie  3  ©reiecfigjeiten  in  ber  an^  192  §u 
entnet)menben  Orbnnng  in  3  ^nnften  einer  ©eraben. 
J)er  rectprole  ©afe  liefert  fein  nene^  3^efnltat. 
Ueber   bie  Slnti^enbnng  biefe^  ©a^e^  nnb   einige  i)ertDanbte 
(Sä|e  mögen  bie  nai^folgenben  ?lrn.  nä^ereig  bringen. 

195.  ©(^neibet  eine  ©erabe  p  bie  3  (Seiten  abc  eine^  J)rei:= 
ed^  in  ben  ^nn!ten  abc,  nnb  fn(^t  man  jn  biefen  (5(^nitt:pnn!ten 
in  ieber  Orbnnng  bie  4ten  liarmonif^en  ^nnfte  aib^Ci,  fo  baß 
abaic  :c.  je  einen  l)armonifd)en  Sßnrf  barfteßt,  fo  ft^neiben  fic^ 
bie  9  ©eraben,  bie  bon  ben  3  (göen  ABC  nac^  ben  3  ^nnften 
aibiCi  fid)  jiel)en  laffen,  in  blofe  10  nenen  ^nnften,  inbem  bnrd) 
4  biefer  10  ^nn!te  je  3  ber  9  ©eraben  gelten,  ©iefer  ©at^  folgt 
nnmittelbar  ani^  193  in  aSerbinbnng  mit  Iften  2:^.  34.  §ierin 
ift  nnter  anberen  ate  befonberer  galt  ber  ©a^  enthalten,  baß  bie 
Sran^berfalen  bon  ben  (Säen  mä^  ben  SJlitten  ber  ©egenfeiten  ft(^ 
in  1  ^nnlt  fd)neiben. 

2öäl)lt  man  bie  nnenbli($  ferne  ©erabe  [tatt  p  nnb  Mljlt 
bie  inbolnt.  23ejie^nng  fo,  ba§  je  2  ^nnfte  berfelben,c.bie  in  2  anf 
einanber  fen!red)ten  ©eraben  liegen,  einanber  §ngeorbnet  finb,  jo 
erhält  man  ben  ©a^: 

©ie  3  §öl)en  eine^^  ©reied^  fcfineiben  fid)  in  1  ^nnfte. 
196.  ©d)neibet  man  bie  4  ©eiten  eine^  ooßftänbigen  4 
©eit^  bnrd)  eine  ©erabe  p  nnb  finb  abcb  bie  4  ©d)nitt' 
:pnn!te  oon  p  mit  ben  4  ©eiten  nnb  ^aben  aibiCibi  bie 
Sage,  ba§  aai.bbi.cci.bbi  jngeorbnete  ©lemente  eine^  in= 
ijolnt  geraben  ©ebilbe)3  finb,  fo  liegen  bie  4  S:rani^berfal= 
^nnlte,  bie  man  naä)  193  für  ba6  inbolnt.  gerabe  ©ebilbe 
aai.bBi.  in  33ejng  anf  bie  4  3)reiede  be^  i)oltftänbigen 
4©eit!^  erl)ält,  in  1  ©eraben. 


Hosted  by 


Google 


—    79    — 

J)en!en  tx)tr  itn^  bie  eine  ©eile  d  be^  4  ©eit^  um  tf)ren 
©(^nitt:pun!t  b  mit  p  fic^  brel)en,  jo  ärtbert  fi(i)  bie  Sage  t»on  3en 
ber  4  S:ran§i)eiial^un!te  P1P2P4  (S^g.  20),  {eboc^  beitsegen  fte  fid) 
offenbar  auf  3  feften  ©eraben  bie  burd)  B  ober  C  ober  P  ge^en; 
nnb  ^^  lä^t  fid)  nun.  Ieid)t  bartl)un:  1)  ba^  bie  geraben  ©ebilbe, 
bie  ber  2lrt  burc^  bie  fünfte  P1P2P4  ciuf  ben  feften  ©eraben  ent^^ 
flehen,  ^erf^e!t.  finb,  unb  2)  ba§  bag  Zentrum  ber  :perfpett  33ejie:^ung 
je  2er  ber  4te  fefte  ^unft  P3  ift.  ©iefe^  foll  nun  für  2  ber  3 
2:ran^i^erfal:pun!te  nämlic^  für  Pi  ba^  jum  Sreied  ABE  unb  für 
P2  ba^  imn  2)reied  ECD  gel)ört,  na^^gemefen  \t3erben.  Pi  betx)egt 
fid)  auf  ber  feften  ©eraben  bjB,  Pg  auf  ber  feften  ©eraben  biC, 
bie  i)erfd)iebenen  Pi  n^erben  erhalten  burc^  bie  ®d)nitt:pun!te  be^ 
jum  ©trat)lenl)üf($el  b(E..)  ober  b  (d)  :perf:pe!t.  ©trat)lenl)üfd)ete 
bi(A..,)  ober  ai(E_.)/  ^^^  i)erfd)iebenen  P2  bagegen  buri^  bie 
(5($nitt:pun!te  be^  ebenfa'ff^  §um  ©trat)tenbüfc^el  b  (E)  :perf:pe!t, 
©tra{)lenMfd)eK  \(D.. ,)  ober  c^  (E  . . ,) ,  citfo  ift  bj.  B  [P^ . .] 
7t  bi  C  [P2^  J  fäUt  aber  d  mit  ba  ^ufammen,  fo  muj3  Pi  unb 
P2  mit  bi  juf ammenf aßen ,  alfo  finb  beibe  gerabe  ©ebilbe  iper^^ 
f^eft.,  fällt  p  mit  bP  alfo  D  unb  A  mit  F  jufammen,  fo  ent- 
I)ält  biP  ein  $aar  entf))rec^enbe  fünfte,  fällt  p  mit  bB  un^ 
enblic^  na^e  jufammen,  fo  entl)ält  Ci  B  ein  3ßaar  entf^rec^enbe 
^un!te,  tnfoferne  in  btefem  gaCe  E  unb  fo  mit  aud)  Pi  mit  B 
jufammenfällt.  SÜfo  ift  ber  (Sd^nittpunö  oon  biP  unb  CiB  ba^ 
(Sentrum  ber  :perf:peft.  Se^iel)ung;  biefer  ^unlt  ift  aber  offenbar 
ber  S:ran^t)erfal:pun!t  be^S  unt>eränberlid)en  S)reted^  BCF  b.  I).  P3 
to.  i.  b.  \v. 

197.  Sä^t  man  p  in;^  Unenblid)e  rüden,  unb  Miß  bie  in- 
oolut.  a3ejiel)ung  fo,  baß  je  2  fünfte  berfelben,  bie  in  2  auf  eim 
anber  fen!red)ten  ©trauten  liegen,  einanber  jugeorbnet  finb,  fo  er== 
l)ält  man  folgenben  ©afe: 

3iel)t  man  in  jebem  ber  4  ©reiede  eine^  i)ottftänbigen 

4  ©eit^  bie  3  §ö^en,  fo  fd)neiben  fic^  biefelben  ju  ie  3  in 

4  fünften  einer  ©eraben. 

198.    ^kl]t  man  oon  einem  fünfte  P  mä^  ben  4  (gdeu 

eine^  4©d§  4©tral)len  afecd  unb  [teilen  aai.bbi.cci  .ddi . 

jugeorbnete  ©trauten  eineig  int)olut   ©traljlenbüfc^ete  bar^ 

fo  gelten  bie  4  Sran^i^erfalen ,  ^elc^e  burd)  biefe  in^olut. 
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.^e§te^ung  nac§  194   in  ben   4  ©reiecfen   be^  4  @c!^  be^ 
[timntt  finb,  burd)  einen  ^unft. 

3te^t  man  t)on  einem  ^^unlte  P  an^  mä)  ben  4  ©cfen 
ABCD  eine^  4(5c£^  bie  ©eraben  abcd,  finb  entjpred)enb 
bie  ©eraben  aibiCidi  auf  biejen  fenfrec^t,  jo  jinb  unter  ben 
24  @d)nttt^un!ten  biejer  lefeteren  4  ©eraben  mit  ben  6(Sei^ 
ten  be)8  DoHftänbigen  4  (£cf^  ABCD  12,  bie  ju  je  3  in  4@cra^ 
ben  liegen,  bie  fid)  in  1  ^unÖ  j(^neiben;  man  barf  lun 
bie  richtigen  fünfte  ju  erl)alten ,  auf  iebem  ©trat)l  ai  nur 
bie  3  ©c^nitt:pun!te  mit  benjenigen  ber  6  ©eiten  be^  t)olI^ 
ftänbigen  4  6c£i^  ttja^Ien,  bie  ein  2)reieö  biiben,  in  tDeId)em 
ba^  6cE  A  be^  jnge£)örigen  ©traf)K  a  nic^t  al^  ©c!  er- 
fc§eint. 

198.  3^^!)^°^^^  ^^^  einem  ^unft  P  auf  bie  3  ©eiten 
eine^  ©reiecE^  ABC  ^er:penbifel,  unb  tx)äl)(t  man  auf  biefen 
3  ©trauten  3  neue  fünfte  AiBiCx  aU  bie  3  (Säen  eine^ 
neuen  ©reiecf^,  fo  f(^neiben  fid)  bie  3  ^^er:penbi!el  au^  ben 
©den  be^  alten  Sreied^  auf  bie  ©eiten  be^  neuen  in  einem 
fünfte. 

(ßon  iebem  @d  A  mufe  babei  ber  ^er^enbifel  auf  bie  ©eite 
BiCi  gefallt  tt)erben,  ^on  bereu  ©den  feine  mit  A  in  1  ©tral)le 
i^on  P  liegt) 

Mmmt  man  nämli(^  gang  allgemein  an,  t^  feien  Paj  Pbi  Pci 
3  ©tral)len,  t^elc^e  eine  beliebige  ©erabe  p  in  ben  fünften  a^  bi  Ci 
fd)neiben,  bie  §u  3  ©c^nitt:punlten  abc  ber  3  ©reied^feiten  BC  AC 
AB  mit  berfelben  ©eraben  p  eine  ^ni^olution  aai.bbi.ccj,  bilben, 
tDäljlt  auf  2  biefer  3  ©tral)len  j.  23.  Pai  u.  Pb^  2  beliebige  fefte 
fünfte  A^Bi,  tDäljrenb  man  auf  bem  3ten  ©tral}l  nämlid)  auf  Pci 
einen  i)eränberli($en  ^unft  Ci  annimmt;  jiel)t  man  nun,  iDäl)renb 
Ci  \xä)  änbert  i:)on  A  u.  B  je  nac§  2  folc^en  ^^Junften  bi  u.  e-i 
i)on  p,  tt)elc^e  in  ber  ^ni^olution  aa^. bbi  ben  ©(^nitt:pun!ten  b 
unb  e  ber  ©eraben  B^Ci  unb  AiCi  pgeorbnet  finb,  ©erabe,  fo 
fc^neiben  biefe  fid)  in  fünften  Pi,  'voeld)^  fämmtlid)  in  einer  ©era= 
ben  liegen,  bie  ben  ^unft  C  mit  bemjenigen  fünfte  >om  p  i)er^ 
binbet,  ber  bem  ©d)nitt:punft  t^on  AiB^  in  ber  obigen  ^moolution 
pgeorbnet  ift.  ^^an  überzeugt  fi(^  nämlid)  leii^t,  1)  baß  ©tra^^^ 
lenbüfd)el  A[bi,.J  tt  B  [e^...)/  2)  bafe  beibe  33üfc^el   :perf))e!t. 
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finb,  ti)te  ftd)  ergtebt,  tx)enn  man  Ci  mit  q  jufammenf allen  läßt, 
3)  ba§  C  auf  i^rer  :perj^e!t.  2l):e  liegt,  ti^ie  fid)  ergiebt,  tt^enn  man 
Gl  mit  P  ^ufammenfaCen  läßt,  4)  bafe  ber  ^unft  fi,  vo^^^v  bem 
©(^nitt^unlt  t)on  AiB^  jugeorbnet  i[t,  etenfaE^  auf  biefer  3l):e 
liegt,  tx)ie  fid)  ergtebt,  ti^enn  man  C^  auf  biefer  ©eraben  annimmt 
§ierau^  folgt  aber  unmittelbar,  ba§  für  jebeg  0^  ba^  ^u- 
ge{)örtge  Pi  ftet^  bie  Sage  l}at,  ba^  bie  3  ©trafen  PiA  Piß  P^C 
bie  ©genf(^aft  l)aben,  bie  p  in  3  fünften,  bi  ei  fi,  ju  f(^neiben, 
tx)el(^e  ben  ®d)nitt:pun!ten  ber  Seiten  beg  SDreied^  AiB^Ci  mit  p 
in  berf elben  S^i)oluticn  aai .  bbi ,  tx)ie  fie  oben  feftgefetjt,  ^^ugeorbnet 
finb;  ober  umge!el)rt,  ba§  bie  ©trauten,  toel(^e  oon  ABC  nai^ 
ben  genannten  3  j^ugeorbneten  fünften  bieif^  gelten,  \iä)  je  in  einem 
fünfte  Pi  fc^neiben» 

3uf.  ©^  leu(%tet  ein,  baj3  ber  obige  ©afe  blo§  einen  befon- 
beren  gaU  be^g  foeben  betx)iefenen  allgemeineren  @a|ei3  barfteEt,  ben 
man  folgenber  ^Dlaßen  au^f:prec^en  fann: 

SBerben  bie  3  Seiten  eine^  SDreiediS  ABC  oon  einer  ®era== 
ben  p  in  ben  3  fünften  abc  unb  bie  (BeiUn  eine^  anberen  ©ret- 
ecf^  AiBiC-i  berfelben  (Sbene  i)on  p  in  ben  fünften  bef  gefi^nit^ 
ten,  unb  l)at  nun  bas^  eine  S)reie^  AiB^Ci  bie  6igenf(^aft,  ba§  bie 
©tral)len ,  \i^eld)e  oon  einem  gJunfte  P^  aM  mä)  feinen  3  ©den 
gel)en,  bie  p  in  ben  3  fünften  aibiCi  f(^neiben,  fo  ba§  aai.bbx. 
cci  eine  ^ni^olution  ift,  fo  fommt  au(^  bem  anbern  SDreied  ABC 
bie  eigenfd)aft  ^u,  ba^  für  einen  leid)t  ju  beftimmten  ^un!t  P  bie 
3  Strahlen  PA  PB  PC  bie  p  in  3  fünften  b^  ei  fi  fd)neiben  oon 
ber  aSefi^affen^eit ,  bafe  bbi^eei.ffi,  eine  ^noolution  ift,  unb  jtoar 
gilt  babei  immer  nod)  ba^,  ba^  aai*bbi,cci,bbi,eei,ffi*  biefelbe 
^ni)olution  barfteßen. 

199.  ©inb  ABC  unb  AiBiCi  2  :perf^)elt,  Sreiede  mit 
bem  :perf:peft.  Zentrum  S  unb  f($neibet  eine  ©erabe  p  bie 
3  Seiten  beig  erften  in  ben  fünften  abc,  fo  fi^neiben 
bie  3  Strahlen  Sa  Sb  Sc  bie  entf:pre(^enben  ©eraben  be^ 
2ten  Sreied^  ebenfaß^  in  3  ^unlten  einer  ©eraben  pi. 
3m  Stra^lenbüf(^el  S  ift  nmli^  S  [Aa.Bb.Cc]  eine  ^r^ 
ijolution,  alfo  auc^  S  [Aai^Bbi.Ccj.], 

3uf.  S)ie  3flic^tig!eit  be^  ©afee^  ergiebt  fic^  ebenfall)3  einfach, 
t^enn  imn  ABC  n,  AiB^Ci  aU  entf^rec^enbe  ©ebilbe  2er  :perf^elt, 

!pfaff,  neuere  ©eometrie.  IL  ^ 
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ebener  ©etnefie  betrachtet,  p  unb  pi  finb  bann  ßlei(!^fall^  entj^re^ 
(^enbe  ©ebilbe, 

2lud)  ber  ©a^  50  erfltebt  \i6)  aU  ein  befonberer  gaE 
bei^  aügemetnen  ©afee^. 

e§  tft  mmlxä:)  um  bei  bem  lefetgeti^äl^lten  25eif:piel  in  50 
fielen  ju  bleiben  D  [AAi .  BBi .  CCJ  eine  3ni)olution,  ti^oran6  ber 
©afe  folgt  mä)  194 

200.  3ie^t  man  i?on  ben  3  (Stfen  eine^  ©reiecf^  ABC 
3@erabe  abc,  tweld&e  eine  fe[te®erabe  p  je  nnter  bemjelben 
äßinlel  f(^neiben,  aU  bie  ©egenfeiten  be^  £)reiece^,  o^ne 
mit  i^nen  ))araM  ^u  fein,  fo  ji^neiben  fi(^  biefe  3  ©tra^^ 
len  in  1  $un!te. 

S)ie  Snt^olution  ift  in  biefem  galle  auf  ber  unenbli(^  fernen 
©eraben  unb  jtüar  finb  bereu  Orbnung^etemente  ber  unenblii^  ferne 
^unlt  t)on  p  unb  ber  auf  einer '^u  p  fenfrei^ten  3fti(^tung  liegenbe 
$un!t. 

201.  3ie^t  man  buri^  bie  3  eden  ABC  be^  S5reie(fj3  3 
©erabe  a^biCi,  vodä^z  mit  ben  entj))rec^enben  3  ©trablen  abc  in 
bem  legten  ®a|e  3  ^aar  3ti(^tungen  i)on  jugeorbneten  ©trauten  einer 
3ni)olution  bilben,  bie  bie  2  Orbnung^elemente  ber  i)origen  ju  guge== 
orbneten  Elementen  t)at,  fo  fc^neiben  biefe  bie  unenbli(^  ferne  ©erabe 
offenbar  in  3  fünften,  bie  mit  ben  ©(^nitt^unlten  ber  3  ©egen- 
feiten  ebenfalls  eine  ^ni^olution  bilben,  unb  bal)er  f(^neiben  fie  fi* 
mä)  in  1  fünfte.    55)al)er  erhält  man  j-  33,  ben  Safe : 

S)a§  bie  3  ©trauten,  toelc^e  in  ben  ©tfen  ABC  auf  ben 
©trauten  abc  ber  $Rr,  200  fenfred)t  ftel)en,  M  ebenfalls 
tüie  biefe  ©tra^^len  felbft  in  1  fünfte  f($neiben. 
2öal)lt  man  eine  ©erabe  p ,  bie  bie  3  ©eiten  eine^  ©reietf i^ 
ABC  in  ben  gjuniten  abc  f(^neibet,  unb  fuc^t  man  bie  fünfte 
aibiq,  bie  oon  biefen  burd^  bie  @(S:punfte  be^  S)reie(J^  :^armonif(i) 
getrennt  finb,  fo  fteöen  ABC  unb  aibiCi  2  ))erj:pelt  Sreiede  bar, 
für  ti)el(^e  (nai^  64)  p  2l^e  ber  :perf:pett  ©ejie^ung  ift, 
fo  bafe   bie   ©eiten   be^  Iften  unb   2ten  Sreietf^^    burc^   biefelben 
fünfte  t)on  p  get)en,  äiel}t  man  ba^er  i)on  ben  ©öen  aibiCi  ®e= 
rabe  aiu  ])^ß  Cir  naä)  3  fol(i)en  fünften  ccßy  'oon  p,  bafe  aa.hß.cy 
eine  ^^i^olution  ift,  fo  fc^neiben  \xä)  biefe  ©eraben  in  1  ^unft: 
Sefonbere  gäße  t)ieoon  finb  bie  ©äfee: 
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202.    ©ie  3  ^per^penbüel  in  ben  mitkn  ber  3  ©elten 
eine^  ©retedf^  fd^neiben  fi(^  in  1  ^un!t» 
208.    ^k^  man  bnrt^  bie  Witkn  ber  3  ©reiedf^jeiten 

3  ©erabe,  bie  mit  einer  beliebigen  4ten  ©eraben  je  benjel- 
ben  SBinfel  bilben,  ti^ie  bie  entj:pre($enben  ©reieä^feiten,  fo 
f(^neiben  fi($  biefe  3  ©erabe  in  einem  ^nnfte, 

204.  ©n(^t  man  jn  ben  3fti(i)tnngen  ber  3  ©etten  abc 
eine^  5)reie(J^  in  ieber  beliebigen  Orbnnng  bie  4te  l^ar- 
monif(ä)e  9^ic^tnng  aibiCi,  jo  ba§  alfo  abaic  ac^ba  abcb^ 
bie  imenbli($  ferne  ©erabe  in  3  :^armonijc^en  SBnrfen  ji^neiben 
unb  jie^t  hmä)  bie  3  SRitten  a  (i)on  BC)  b  (i)on  AC)  nnb  c 
(t>on  AB)  je  3  mit  a^biCi  parallele  ©trauten,  jo  jd)neiben 
fid)  i)on  biefen  9  ©eraben  4  WUl  3  in  je  1  5ßnnft  (I.  Z^. 
39.  t.) 

S3etra(^tet  man  ein  4  ©tf  ober  i^ielmel^r  bie  4  hnxä^  ba^- 
jelbe  be[timmten  3©cEe  nnb  Up  babei  jngleicE)  bie  inoolnt. 
33ejie^nng  ber  ©eraben  p  für  alle  4  ©reiede  biejelbe 
jein,  fo  bilben  bie  6  Sinien,  bie  man  bei  SlntDenbnng  be^  legten 
^Serfa'^renö  anf  biefe  4  ©reiede  erl)ält,  ein  ooCftanbigei^  4  (5d, 
ti?enn  fie  fit^  nii^t  in  1  ^nnfte  f(^neiben. 

§ieran!^  erhält  man  al^  befonbere  gäUe  unter  anberem  fol- 
genbe  ©äfee: 

205.  ^k^  man  burd^  bie  SJJttten  ber  6  ©eiten  eine^ 

4  6(f^  je  mit  ber  ©egenjeite  eine  ^araUellinie,  fo  f(^neiben 
fi(^  biefe  6  ©eraben  in  ben  4  fünften  eine^  4  (Sd^. 

206.  (5rri(^tet  man  in  ben  6  9Jlttten  ber  6  ©eiten  eine^ 
4  ©d^  ^er^enbüel,  fo  bilben  fie  bie  6  ©eiten  eineig  neuen 
4  ®c!^,  ba^  in  einen  ^untt  überge:^t,  ti^enn  ba^  4  föd  ein 
Ärei^  4  (Sd  ift, 

207.  ^k^  man  t)on  ben  Sölitten  ber  6  ©eiten  eine^ 
4  ©di^  6  ©erabe  oon  ber  a3efd)affenl)eit,  bafe  jebe  mit  ber 
entf:pre{^enben  4  ©d^feite  bie  beiben  Qä)mM  etne^  glei(^^ 
fd^enfligen  S)reied^  bilbet,  beffen  ©runblinie  eine  fefte  ®e* 
rabe  in  ber  ©bene  be^  4  (Sd^  ift,  fo  finb  biefe  6  ©eraben 
bie  ©eiten  eine)6  4  @d^. 

3u  einer  ganj  ä^nlii^en  ©ntti^idlung  gelangt  man,  toenn  man 
toieberum  bie  6  ^unlte  auf  ben  6  Seiten  eine^  4  ed^  in  Setra^tung 
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^ie^t,  bie  t)on  ben  (S(^nttt))un!ten  biefer  ©eiten  mit  einer  ©eraben  p 
burc^  beffenßäen  l^artnonifc^  getrennt  finb,  babet  aber  ni(^t,tDte  joeben 
je  3  fol(^e  ^nnfte,  >^di)t  auf  ben  3  Seiten  eine^  ber  4  3  (Sif e  be^ 
4  (S(Si3  liegen ,  al^  bie  ©df :pun!te  tim^  p  eben  biefem  ©reiec!  :per' 
j:pe!t,  ©reiec!^  Mxa^Ut,  jonbern  i^ielnte^r  3  fold^e  ^untte  ju  (Sä-- 
:pun!ten  eine^S  S)reieä^  tt^ä^lt,  bie  auf  ben  3  i>nvä)  ein  (Stf  ge^enben 
4  etf^feiten  liegen»  Siefeig  3  M  ift  bann  ftet^  bem  Sreietf  ^)er^ 
f:peft,,  tüeli^eiS  t)on  ben  3  anbern  4  @(f ^feiten  gebilbet  tütrb,  unb 
jtt)ar  entj:pre(^en  je  2  @(len,  bie  auf  berfelben  4  ©tf^feite  liegen,  ein= 
anber,  unb  bie  2l^e  ber  :perf))ea,  SJejiel^ung  beiber  ©reierfe  ift 
ujteber  bie  ©erabe  p»  ^ieran^  ergeben  ft(^  unter  anberen  ganj 
wie  in  205 ,2c.  ti)ieber  folgenbe  ©ä|e  al^  befonbere  gälle, 

208,  gäüt  man  i)on  ben  ?[Jlitten  ber  6  Seiten  eine)3 
4  6cf^  ^er:penbi!el  auf  bie  ©egenfeiten  *),  fo  bilben  biefet 
ben  bie  6  ©eiten  eine^g  4  @cEj3  ;  ift  Riebet  ba^  4  ®(J  ein  f ot 
(^ei^,  um  ba^  fi(^  ein  Ärei^  bef(^reiben  lä^t,  fo  gelten  alle 
bie  6  ern)äl}nten  ©eraben  buri^  einen  5ßunlt,  i^ergl 
nx.  212, 

209,  ^k^  man  i)on  ben  bitten  ber  6  Seiten  eine^ 
4  @ö)g  6  fotc^e  ©erabe,  ba§  jebe  berfelben  mit  ber  ©egen- 
feite  M  4  ©(f ^  bie  ®(^en!et  eine^  gleid)f(^en!ligen'  ©reied^ 
bilbet,  beffen  ©runblinte  eine  fefte  ©erabe  ift,  fo  finb  biefe 
©eraben  bie  6  Seiten  eineig  4  @(f^, 

210,  ^n  171  i)Ciltn  n^ir  gefeiten,  bag  bie  ^ole  einer  ©e^ 
raben  p  in  Sejug  auf  aüe  einem  4  ©Ö  umf(i)riebenen  Äuri^en  II 
in  einer  Äurt>e  II  liegen,  bie  burc^  bie  3  e(f:punfte  bei^  jum  4  ©(f 
geljörigen  ^olbreieiäi^ ,  fo  tDie  buri^  bie  6  gjunite  auf  ben  6  Seiten 
be^  4  ©(f^  gel^t,  bie  i)on  ber  ©eraben  burc^  bie  ©(Jen  ^armonif(^ 
getrennt  finb;  babei  l^at  fic^  ergeben,  ba^  bie  einfai^fte  2lrt,  bie 
fünfte  ber  Äuröe  ju  finben,  barin  beftanb,  ba§  man  naä)  ben  ein= 
jelnen  ^^unlten  P.,,  t)on  p  i)on  2  @ff:punften  be^  ^olbreiecfjg  au^ 
©erabe  jog  unb  biejenigen  ©eraben  beftimmte,  bie  üon  biefen  buri^ 
ba^  juge^örige  $aar  ©egenfeiten  beö  4  @ct^  l)armonif(^  getrennt 
ftnb,  il)r  Sc^nitt^unft  P^  lieferte  einen  $un!t  ber  fragli($en  Äurt>e, 


*)  3).  l),  bie  ©egenfeiten  je  §u  bcrxen,   burd^   bereu  50^itte  ber  ^er:pen= 
büel  gel)en  foE, 


Hosted  by 


Google 


~    85    — 

in  bem  \xä)  jugleti^  bie  jatntntlic^en  polaren  i)on  P  jc^neiben*  @§ 
c\iebt  nun  noä)  eine  intereffante  tt^eitere  2lrt  bie  ein^^elnen  Äuri)en= 
pnntk  ^u  ermitteln,  ti^ie  atebalb  gezeigt  n)erben  foG. 

©lg  jc^neibe  gig.  21  bie  ©erabe  p  bie  Reiben  Seiten  AG  u. 
BD  be^  4(£(S^  ABCD  in  ben  Reiben  fünften  a  u.  b,  ®inb  nun 
äi  auf  ber  ©eraben  AC  Don  a  unb  eBenfo  bi  auf  ber  ©eraben  BD 
t)C)n  b  bur(^  bie  (äd^punfte  be)8  4  @d^  "tiatmonifc^  getrennt,  bagegen 
a  u.  «1  einer|eit^  b  u.  ßi  anbrerfeits^  auf  ber  ©eraben  p  in  ©ejug 
auf  irgenb  eine  Äuri^ell  ht^  ©^ftenti^  ABCD  loniugirt,  fo  f(^nei^ 
ben  m  üißi  unb  bi«!  in  einem  fünfte  ber  Äurbe  II,  bie  alle 
$ole  'oon  p  in  Sejug  auf  ba^  ^uri?enft)ftem  ABCD  enthält. 

33ejeid)net  man  nämli^  mit  M  unb  N  bie  beiben  @(^nitt^ 
:punfte  ber  Äurt)e  unb  p  unb  mit  ob  bie  ®(^nitt:punfte  t)on  p  unb 
hen  beiben  ©egenfeiten  AD  u.  BC,  fo  ift  MN. ab. cb  eine  S^t^^o^ 
lution  unb  ba  MaN«i  n  NbM/^i  a(§  ^armonifi^e  2Bürfe,  fo  finb 
au(^  «1  unb  ßi  ein  $aar  jugeorbnete  fünfte  ber  lefetertüd^nten 
^noolution,  alfo  bei  Slenberung  ber  Äur^e  p  («i..O  u  p 
(/9i..O/  ^orauiS  folgt,  ba§  Oißi  unb  bi^i  fid^  in  ben  fünften 
einer  ^nxu  II  fd^neiben,  ^u  bereu  fünften  au($  ber  (5(^nitt:punft 
mn  üia-i  unb  h^ß^  gepren;  bafe  aber  biefe  jufammenfällt  mit  ber 
fraglichen  Äuri^e  K^,  bie  bie  ^ole  t)on  p  entl^ält,  folgt  barau^, 
bafe  bi  ft  bie  polare  bon  b,  ai  «i  bie  5ßolare  oon  a,  alfo  tl^r 
©d)nitt))unft,  ber  auf  ber  Äurt)e  liegt,  ber  ^^^ol  \)on  p  in  Sejug 
auf  bie  jen^eilige  Äurbe  barfteöt. 

aiu^a  biefem  33ettjeife  ift  jugleid)  folgenbei3  erfi(^tli(f) :  S5ott  einer 
^uri?e  jur  anbern  anbern  fic^  oon  bem  4  (Sä  ai  «i  bi  /?i  bie  beiben 
fünfte  «1  ft ,  iiüäl^renb  ai  bi  unb  bie  SSerbinbungi^linie  «i  ft  b.  )^. 
p  feft  bleibt,  bie  beiben  eöen  M  ju  biefen4e(ien  geprtgen  ^oh 
breiecfig,  bie  ntc^t  auf  p  liegen,  b.  ^,  ber  ©d^nittpunlt  tjon  ai«! 
unb  bi/?i,  foti^ie  ber  @(i)nitt:pun!t  ton  aift  unb  b|«i  bilben  ftet^ 
ein  ^aar  fünfte  ber  fraglid)en  Äuroe  Ki,  bie  bie  ^ole  i)on  p  ent* 
bält,  unb  ba  i^re  bett)egli(^e  aSerbinbungs^linie  bie  fefte  ©erabe  aibi 
in  einem  fünfte  fd^neiben  mufe,  ber  ton  ber  p  burc^  bie  feften 
fünfte  üi  u.  bi  :^armonif($  getrennt  ift,  fo  ge^t  biefe  oeränberlii^e 
aSerbinbung^linie  ftetiS  burc^  ben  ^ol  oon  p  in  Sejug  auf  Ki, 

S)iefer  ©a^  fül)rt  ju  terfd^iebenen  befonberen  gällen: 

21L    3ie:^t  man   ton  ben  SRitten  ber  6  Seiten  eine^ 
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einer  Äuri^ell  K  emgef(^rtetenett  4(gc!a  ABCD  nad^  bem  WliU 
tel:pun!te  0  berfelben  6  ©erabe  unb  al)8bann  \)on  eben  ben= 
felben  ^Kitten  ^aralleGtnten  je  ju  berienigen  ber  ebener- 
tnä^nten  6  ©eraben,  bie  i)on  ber  ?[Rttte  ber  ©egenfeite  nac^ 
0  gebogen  iDurbe ,  \o  f($neiben  fid)  biefe  neuen  6  ©eraben 
in  einem  neuen  fünfte  Oi,  njobei  bei  2lenberung  ber 
^nxu  K  bie  Sl^itte  öon  0  Oi  ein  fefter  burc^  ba^  4  @d 
ABCD  beftimmter  $un!t  ift,  nämlid^  ber  @(^nitt:punft  ber 
3  Sinien,  bie  bie  3  ^Kitten  ber  3  ^aar  ©egenfeiten  toer:^ 
binben  (bergt  178). 

212.  ^m  man  bon  ben  WtUn  ber  6  (Seiten  eines 
einem  Greife  eingef(^riebenen  4  @(Ji6  ^er^penbüel  auf  bie  @e^ 
genfeiten,  fo  fd^neiben  fi(^  biefe  in  einem  fünfte  Oi;  babei  ift 
tt)ieberum  ber  @(^nitt;pun!t  ber  8  SJerbinbungSlinien  ber 
?iJtitten  ie  2er  ©egenfeiten  in  ber  ?i}litte  jtt)if(^en  bem  er=^ 
^ä!)nten  ©d)nitt:pun!t  Oi  unb  bem  Mttel^unfte  beS 
ÄreifeS. 

213.  3ie:^t  man  öon  ben  3Jlitten  ber  6  ©eiten  eines 
einer  glei($feitigen  §^!perbel  eingefc^riebenen  4@(fS  ©erabe, 
bie  mit  einer  ber  beiben  2lf\)m:ptoten  benfetben  2Bin!eI  bil^ 
ben,  tDie  Je  bie  ©egenfeite,  fo  fc^neiben  fid^  biefe  6  ©erabe 
in  einem  g^unfte  Oi,  für  ttjeld^en  ti)ieber  in  Sejug  auf  ben 
SKittetipunIt  ber  §^:perbel  baS  in  212  angefül^rte  gilt. 

3uf.  ©a  «i/?!  in  210  jugeorbnete  fünfte  beSjenigen  int)o= 
lut.  geraben  ©ebilbeS  in  p  finb,  beffen  jugeorbnete  ^unWeni^aare 
ie  in  1  ,^uri3e  beS  ©^ftemS  ABCD  ober  in  einem  ^aar  ©egen- 
feiten beS  4@(SS  ABCD  liegen,  fo  folgt  barauS,  baß  auä^  bie  Orb- 
nungSelemente  biefer  ^^bolution  in  ber  fraglichen  Äurbe  Ki  liegen 
miiffen.  hieraus  folgt  unmittelbar  unter  anberem  ber  be!annte 
©a^  i)on  183. 

214.  ©(^neibet  man  baS  ©^ftem  aller  burdE)  2  fefte 
Sßun!te  AB  gel)enben  Äurben  II  burd)  eine  ©erabe  p  unb 
^iel^t  bon  einem  feften  fünfte  M  bon  AB  auS  je  nad^  einem 
$aar  @d^nitt:punften  einer  ber  Würben  2  ©erabe,  fo  be- 
ftimmen  biefe  auf  berfelben  Äurbe  eine  2te  ©el)ne,  bie  burc^ 
einen  feften  ^unft  bon  AB  gel^t. 
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@)8  ift  btefejg  nämlii^  ber  beut  ©(i)nitt:punlt  Don  p  u.  AB  in 
ber  3ni)olutton  AB .  MM  jugeorbnete  ^mtt  naä)  8. 

215,  §at  man  ein  einem  4  (Sd  nmf($riebenei8  Antigen- 
j^ytem,  f(i)neibet  i<:i^\tU:)Z  burd)  eine  ©erabe  p  nnb  jiel)t  i^on 
einem  feften  ^nnfte  P  au^  je  m^  ben  beiben  @($nitt;pnnl== 
ten  i)on  p  nnb  einer  ^nrt)e  bei8  ©^[temiS  ein  ^aar  ©erabe, 
fo  beftimmen  biefe  anf  berfelben  Änr\)e  eine  nene  eif)örbe 
Pi  i)on  ber  Sefc^affen^eit,  ba§  für  aöe  Änri^en  hz^  ©^^ 
ftem^  Pi  bnr(^  einen  fe[ten  ^nn!t  P2  gel)t, 

Sft  Pi  ber  ^nnft,  ti^el($er  nac^  ?tr.  171  in  ©ejng  anf  aEe 
Änri)en  be^g  @^ftem^  bem  $nn!te  P  loningirt  ift,  nnb  jiel^t 
man  bie  ©erabe  PP^,  fo  mn^,  ba  für  Jebe  ^nroe  p  n.  pi  ein 
^aar  ©egenfeiten  einei^  eingefcE)riebenen  4  (gcJiS  barfteüen,  oon 
bem  ein  ^aar  ©egenfeiten  fici)  in  P  fc^neiben  in  ber  3^i)olntion 
bie  anf  PPi  bnrc^  bie  einzelnen  Änroen  nnb  bie  fo  eben  ertoä^n- 
ten  oerf(^iebenen  4  ©de  entfielt,  ftetj^  P  n,  Pi  bie  Orbnnng^ele^ 
mente  barfteüen,  nnb  ba{)er  muffen  alle  i)erf(i)iebenen  pi  biefe  ©e- 
rabe  PP^  in  einem  ^nnft  P2  fi^neiben,  ber  00m  @d^nittpnn!t  oon  p 
bnrd)  P  nnb  Pi  :^armonif(^  getrennt  ift,  tooran^  bie  3^i($tig!eit 
folgt 

S)a  P  n.  Pi  mä)  9a,  anö:)  bnrd^  ie  ein  l^aar  ©egen- 
feiten  beig  t)oGftänbigen  4(£ö^  ABCD  f)armonif($  getrennt  finb,  fo 
gilt  btefer  l^ier  bef:pro(^ene  @afe  anä)  nod),  toenn  man  an  bie 
©teile  einer  Änri^e  be)8  ©^ftemig  irgenb  ein  ^aar  ©egenfeiten  bie^ 
fejg  4@(f^  fefet;  benn  jiel^t  man  nad^  ben  ©(^nitt:pnn!ten  loon  p 
mit  2  ©egenfeiten  oon  P  an^  2  ©erabe,  fo  beftimmen  beren 
nene  ©(^nitt:pnn!te  mit  benfelben  2  ©eraben  eine  ©erabe  pi,  oon 
ber  ebenfo  toie  foeben  betoiefen  toirb,  ba§  fie  bnrd^  ben  $nn!t  i)on 
PPi  ge^en  muffe ,  ber  00m  ©(%nitt:pnnlte  oon  p  bnri^  P  nnb  Pi 
]^armonif(i)  getrennt  ift.    S)iefer  ©a|  läfet  ft(^  fo  an^f:pred^en: 

216,  ^kl)t  man  oon  einem  $nnfte  P  <xu^  je  na(^  ben 
2  ©(^nitt:pnnlten  einer  ©eraben  p  mit  einem  ^aar  ©egen- 
feiten  einesg  ooEftänbigen  A(S<S^  2  nene  ©ercibe,  fo  erl^ält 
man  ber  2lrt  2  einfädle  4@tfe,  beren  3  oon  p  i^erfi^iebene 
S)iagonaIen  fi(^  in  1  $nn!te  f(^neiben, 

3nf,  ^  %mt  P  mit  einem  (gö  M  beg  gnm  4.  (Sä  ABCD  ge^ 
l^origen  ^oIbreieöi8  jnfammen ,  fo  vm^  für  jebe  Änrt)e  pi  oon  p 


Hosted  by 


Google 


but^  ba;^  (gd  M  unb  bte  ©egenfeite  be6  ^olbreietf^  ^atmonifi^ 
ßetrennt  fein,  b.  ^.  Pi  muj3  für  aKe  Antigen  btefelbe  ©erabe  fem; 
i)ierau^  ergtebt  fid)  ber  ©a|  S^r.  48  ate  befonberer  galt,  mnn 
man  txJteber  ein  ^aar  ©egenfeiten  be^  4  @c!^  [tatt  einer  Äuri:)e 
ti^ä^tt.  —  aiect^rot  su  215  tft: 

217.  ^itijt  man  'oon  einem  ^4^unlte  P  au^  an  alle  ^nri;)en,  bie 
bemfelben  4(Seit  abcd  eingef(i)rieben  [inb,  S^angenten^aare,  nnb  jiet)t 
Don  ben  ©c^nitt:pnn!ten:paaren  berfelben  mit  einer  feften  ©eraben  p 
no(^  je  ein  ^aar  $;angenten  ie  an  biefelbe  Änri)e,  fo  liegen  beren 
®d)nitt))nn!te  anf  einer  feften  ©eraben  p2.  ®inb  l)iebei  p  n.  pi 
in  23ejng  anf  atte  ,Kurt)ert  be^  ©i)ftem^  einanber  toningirt,  fc  ift 
P  u,  po  bnrd)  p  n»  pi  l)armonifc^  getrennt. 

218.  @(i)neibet  man  aUe  ^uri^en  II  einei^  4  :punftigen 
Änrijenf^ftem^  ABCD  bnrc^  2  ©erabe  ab,  mlä^e  buxä)  2 
ber  4  ^nnKe  A  u.  B  b.  1^.  bie  eine  a  burd)  ben  ^nnft  A 
unb  bie  anbere  b  bnrd^  ben  $un!t  B  ge^en,  f o  gelten  alle  in 
i^nen  burd^  bie  (S(i)nitt:pun!te  i)on  ab  l)eftimmten  (S^orben 
burd^  einen  feften  ^nntt  t)on  CD. 
©!§  genügt  ben  ^mdß  für  2  Äuri)en  KKi  be^  S^ftem^ 
gefü^^rt  ju  ^aUn. 

@inb  gig.  22  aai  bie  ©^nittpun!te  )oon  a  mit  KKi  unb 
bbi  bie  ©d)nitt:pnn!te  i)on  b  mit  KK^  unb  fd^neibet  bie  ab  bie  CD 
in  S,  fo  jie^e  man  aiS,  n5el(^e  bie  Ki  nod)  in  h  bie  AB  in  bem 
^$un!te  Si  nnb  bie  K  in  cci  fi^neibe;  aföbann  ift  tr^egen  be^  ge^ 
meinfamen  4(Scfi§  ABCD  )oon  KKi  aibo.cci.SSi  eine  ^ni^olution, 
eknfo  ttiegen  be^  4  (gd ^  AB  ab  cc1.SS1.a1b3  eine  3^üolution, 
tüenn  %  ben  $un!t  bebeutet,  in  bem  bie  ©erabe  b  t)on  aiS  ge^ 
fi^nitten  tt)irb,  l^ierau^  folgt,  ba^  162  n.  bg  unb  fomit  ani)  bi  iben=^ 
tif(^  fein  muffen,  tx).  5.  b.  tt). 

ßuf.  1,  ©in  anberer  Setüei^  biefejo  @a|e^  ergiebt  fic^  alfo: 
S)en!t  man  fic^  a  feft  b  i^eränbcrlic^ ,  fo  finb  au(^  B  u.  bi 
t?eränberlid),  aier  immer  ift  ©tral)lenbüf($el  a  (b.,)  7r  a^  (bi...), 
tt>eil  beibe  ^erf^elt  jum  S3üfd)el  B  (b...)  ober  B  (bi...);  außer- 
bem  ergiebt  fi(^  unmittelbar,  baß  fie  am^  :perf:pe!t.  finb,  unb  baß 
CD  aU  2li:e  ber  :perf:pe!t.  S3ejiel)ung  erf(|eint,  ti^orau^S  ber  ®afe 
folgt 

3uf.  2.    23etrad)tet  man  bie  beiben  ©eraben  ab  al^  eine 
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^mu  11  bie  hvixä)  bie  beiben  aßwnfte  AB  gel)t,  fo  ift  offenbar  ber 
®a^  218  blofe  ein  befonberer  gall  be^  @a|ei6 142. 

3uf.  3.  ?tod)  möge  beig  ä^^f^^^^^^^^Ö^  ^'^  ^^^  ttad)fot= 
genben  ?lr,  tt^egen  ein  3ter  ^etx^eis  biefe^  ©afeei8  218  ^ier  folgen: 

©teßen  ^ir  bnrd)  E  F  gig.  23  bie  3{e:präfentanten  ber 
beiben  ©(^nitt^nnfte  oon  a  n»  b  mit  irgenb  einer  beliebigen  Ä^urbe 
beig  @t)ftem-^  bar,  fo  ba^  alfo  EF  an  bie  ©teüe  bon  ab  ober  aibi 
ber  gig,  22  tritt,  fo  ift  immer  AECDPB  ein  ber  Änrbe  einge^^ 
f c^riebene^  d  (Sd,  fo  bafe  alfo  bie  SSerbinbungj^linie  ber  ©c^nitt- 
))nn!te  bon  AE  (ober  a)  n.  DF,  BF  (ober  b)  n.  CE  bnrc^  ben 
@(^nitt:pnnft  oon  AB  n.  CD  ge^t.  23ei  oeränberlic^er  jlurbe  ift 
ba^er  bod^  ftetö  @tra]^lenbüf(^ei  D  (F...)  ^  C(E.O  alfo  and)  a 
(E...)  nh(F.,.)  nnb  e^  ift  atebalb  jn  erfeljen,  bafe  beibe  ^ngleid^ 
^)erfl)elt.  ftnb,  nnb  ba§  ba^  ))erf))eft.  ©entrnm  anf  CD  liegen  mu§, 
ba  in  biefer  ©eraben  fotool^l  2  entf:pred^enbe  ©tral^len  ber  Süfd)el 
D(F,.0  u,  C(E,,0  aU  anä)  2  entf:preci)enbe  ^mtk  oon 
a  (E,.0  li*  b  (F,,.)  enthalten  finb,  mU  man  ba^  ^erf))eft.  6en^ 
trnm  felbft  fn(^en,  fo  voatjle  man  biejenige  Äurt)e  II,  miä^e  bnrc^ 
ben  ©(f)nitt:pnn!t  M  bon  ab  felbft  ge^t,  fnd^e  bie  Sangente  in  M, 
inbem  man  ABCDM  ate  ein  6  (äcf ,  oon  ^eld)em  2  ^nnfte  in 
M  nnenblic^  na^e  pfammengerüdt  ftnb,  betrad)tet,  nnb  man  ftnbet 
al^balb,  bafe  bie  beiben  ©d)nittpnnfte  oon  a  n.  BC  nnb  oon  b  n. 
AD  mit  biefem  (Sentrnm  anf  CD  in  1  ©eraben  liegen. 

3nf,  4.  ©er  obige  Safe  218  gilt  nod)  nngeänbert,  ti^enn  man 
anä)  eine  Änroe  be^g  ©t)ftem!§  bnrd^  ein  $aar  ©erabe  alfo  ent- 
toeber  bnrc^  AC  n.  BD  ober  bnr(^  AD  n.  BC  oertreten  läfet,  b. )). 
mit  anbern  SBorten: 

3ebe5  biefer  ^aare  oon  ©egenfeiten  be^  4@(f^  ABCD  tüirb 
bott  a  n.  b  in  2  neuen  fünften  gefd)nitten,  beren  3Serbinbnng^ltnie 
ebenfaE^  bnrc^  ben  im  ©a^  bejei^neten  ©e:^nen'©d)nittl:)un!t  ge^t. 

SDie  obigen  ®etoeife  erleiben  nämli($  faft  feine  2lenbernng. 
219.    ^ft  toieber  ein  Softem  oon  £nrt)en  gegeben,  ba^ 
burc^  4  fünfte  ABCD*)  gel)t,  unb  legt  man  burc^  1  bie^ 


*)  @^  fei  ^ier  ein  für  aUe  2JlaIe  no(^  einmal  barauf  anftnet!fam  ge= 
ma^i,  bag  ftet^  ^iebei  2  ober  meistere  ber  4  ^nnfte  cinanber  unenblic^ 
nal^e  xMtn  fönnen. 
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jer  fünfte  A  2  ©erabe  mn,  fo  befttmmen  btefc  in  ieber 
Äurüe  eine  ©el)ne,  unb  biefe  jo  erl^altenen  ®el)nen  berüt)ren 
eine  ^uri)e  II  Ä ,  mlä^t  niä)t  nur  m  u.  n ,  fonbern  auä:) 
bie  3  Seiten  be)§  Sreiecfjg  BCD  ju  Stangenten  ^at 

23el^alten  tüir  ganj  bie  Sejeic^nnng  unb  ba§  SSerfa'^ren  bei 
ber  Sett^eiiSfü^rung  in  218  ^n]:S  M,  \o  ergiebt  fid^  au)8  bem  ein- 
gefd)riebenen  6  m  BFAECDB  gig.  24,  ba§  BF  unb  CE  fi(i)  bei 
)oeränberli($er  Äuri)e  b,  I),  bei  Deränberlii^em  E  u,  F  hoä)  immer 
in  1  fünfte  ber  burd^  bie  beiben  uni^eränberlid^en  (S(i)nittpun!te 
mui  bon  m  u,  BD  unb  üon  n  u.  CD  beftimmten  ©eraben  fd)nei= 
ben  muffen,  tDorau^  folgt,  ba§  ©tral^lenbüft^el  C(E..O  ^  B(F,..) 
unb  alfo  aud)  gerabe^  ©ebilbe  m(E,,0  n  n(F,,,)  babei  liegen 
in  ieber  ©eite  bei8  ©reied^  BCD  ein  ^aar  entf:pred)enbe  ^un!te  i)on 
m  u.  n.  SennBC  ift  ein  entf:pred)enb  gemeinfamer  ©tra^I  ber  iprojeft. 
b.  ^.  ^erf^eft,  aSüfc^el  B(F...)  n  C(E...)  mh  bie  ©trauten  CD 
unb  BD  fc^neiben  entf:pre(i)enb  bie  ©eraben  m  u*  n  in  ben  ^un!= 
ten  xii  u.  m  ber  ^erf:peft  Sl^e;  l^ierau^^  folgt  ber  @a^  nad^  3a. 

3uf,  1.  ^n  bem  jule^t  bef:pro($enen  ^^aGe,  n)o  E  u.  F  in 
eine  ©eite  be§  ©reiedig  BCD  ju  liegen  fommen  (mä)  mmi,  nui 
ober  )):pi),  gel)t  bie  fragli($e  Äuri^e  in  ba^  ©^ftem  2er  ©eraber  über. 

3uf.  2.  §infid)tli(%  eine^  anbern  Sett^eife^  biefei^  ©a^e^  219 
f.  L  £^.  153. 

220.  3ie:^t  man  'om  2  fünften  MN  einer  Tangente  a 
an  aEe  Äurben  be^a  Äuri)enf^ftem^,  ha^  bie  4  ©eraben  abcd 
berührt,  Je  no(^  ein  ^aar  Stangenten,  fo  liegen  bie  ©d)nttt=^ 
l^unlte  biefer  Sangenten^paare  auf  einer  neuen  ^mu  II  ^, 
mlä)t  ni($t  bloß  burd)  M  u.  N,  fonbern  aui^  burc^  bie 
3  ed:pun!te  be^  SreiecE^  bcd  gel)t, 

221.  S3efonbere  galle  i)on  219  unb  220  finb: 

3llle  Greife,  toelc^e  burd^  biefelben  2  ^un!te  AB  gel)en, 
werben  i)on  2  ©eraben  mn  bie  burc^  ben  $un!t  A  gef)en  in 
foli^en  fünften  gef($nitten,  ba§  bie  baburd)  beftimmten 
©eignen  alle  biefelbe  ^arabel  berül)ren,  bereu  Srenn^unft 
B  ift. 

222.  Siegen  bie  6  ©den  2er  SDreiede  auf  einer  Äuroe  II. 
fo  berühren  bie  6  ©eiten  berfelben  ebenfaC^  eine  Äuröe  II. 
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eß ift  btefeiS  ttatnlid^  ftrenge  genommen  ber  ©a^  219  in  an^- 
berer  gorm  au^gef:procI)en,  voobei  BCD  baß  eine  unb  AEF  baß 
anbete  ©reiec!  barftettt»  (Sß  tüerben  nämlii^  na(^  biefem  ©afee 
bie  m  n»  n  t)on  einer  ^nri^e  II  krüljtt,  bie  au(^  bie  3  Seiten 
beß  ©reieöß  BCD  unb  bie  ©el^ne  EF  ju  S:angenten  ^at 

223.  3ebeß  ^ä  eineß  £reißt)ieretfß  lann  atß  Srenn^unü 
einer  Parabel  betrad^tet  tt)erben,  bie  bie  3  ©eiten  beß  burd) 
bie  übrigen  (Säen  fceftimmten  ©reieäß  berül^rt,  i)ergL  221. 
§ier  finb  E  n.  P  i)on  219  bie  3tormal:punfte. 

224.  S)ie  23renn:pun!te  aller  einem  Sreietfe  eingefc^rie- 
benen  Parabeln  liegen  auf  bem  bem  ©reietf  umfd)riebenen 
Greife. 

©ie  Sangente  a  i>on  220  ift  namüdE)  in  biefem  befonberen 
gaHe  bie  unenblic^  ferne  ©erabe  unb  bie  fünfte  M  u.  N  bie  S^or- 
mal:punÖc. 

23etra(^tet  man  ein  4 Seit,  fo  fann  man  um  iebeß  feiner 
4  ©reieöe  einen  Äreiß  bef(^reiben ,  ber  aißbann  geometrif(f)er  Ort 
für  bie  Srenn))unfte  ber  bem  fragli($en  ©reieö  eingef(^riebenen 
^arabetn  ift;  ba  aber  unter  jebem  biefer  4  ©^fteme  'om  Parabeln 
bie  einzige  bem  4  ©eit  felbft  einjufc^reibenbe  Parabel  mit  inbe^^ 
griffen  ift ,  fo  folgt  l^ierauß  in  3Serbinbung  mit  223  ber  ©a|  191 : 

225.  ^kf)t  man  um  bie  4  SDreie(fe  eineß  4  ©eitß  bie 
4  mögüd^en  Äreife,  fo  fc^neiben  fn^  biefe  in  1  fünfte, 
ber  iBrenn))unIt  ber  bem  4  ©eit  eingefc^riebenen  Parabel  ift. 

2ln  ben  @afe  219  ober  220  (toiv  tt>0i1)len  ber  3lnf(f)auli(^Ieit 
ber  gig.  n^egen  ben  legten  ber  beiben  xm)pxot  i^erttjanbten  @ä^e) 
fc^lie^t  fid^  unmittelbar  folgenber  <Ba%  an: 

Sft  gig.  25  a  ein  ^un!t  berÄuri)eÄ,  alfo  «M  u.  «N  ein^aar 
Sangenten  einer  Äuri)e  Ki  beß  Äuri)enfi)ftemß  abcd,  fd^neiben  fer-^ 
ner  bie  3  feften  Sangenten  bcd  bie  fefte  Sangente  a  in  ben  fünften 
biCibi,  bagegen  irgenb  eine  5te  Sangente  e  i)on  Ki  in  ben  fünften 
beb,  fo  ift  offenbar  ©tra^lenbüf(^el  a  [MN  biCibi]  n  a  [MN  beb] 
infoferne  ja  nad^  3a.  MN  aibiCi  tt  mnabc,  tcenn  m  u.  n  bie 
©cbnitt^unfte  ber  Sangenten  «M  u.  «N  mit  ber  Sangente  e  finb. 

^ierauß  folgt  nun  unmittelbar  folgenber  ©a|: 

226.  33ejeid^net  man  unter  95oraußfefeung  beß  ©afeeß  unb 
ber  SSesei^nung  bon  220  bie  ©c^nitt^unfte  ber  Sangente  a 
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auf  ber  MN  Hecken,  mit  ben  3  anbern  feften  Slan^enten  bcd 

hnxä)  beb  ti^ä^lt  einen  beliebigen  $unft  a  ber  Äuri)e  ^, 

unb  bejiet}t  nun  ben  (5tra:^lenbüjd)el  cc  :pro{e!t»  auf  baj^  o^t^^ 

rabe  ©ebilbe  MN  beb,  fo  baß  bie  ben  fünften  M  u,  N 

entf))recE)enben  ©trauten  bur(^  fie  felbft  ge^en,  fo  liegen  ikU 

bie  ©(i)nitt:punfte  ber  ben  fünften  beb  entf:pred^enben  @tral)^ 

len  entf:pre(^enb  mit  ben  ©eraben  bcd  in  einer  S^angente 

berjenigen  Äurbe  beiS  ©^ftem^  abcd,  wlä^t  au(^  bie  ©era^^ 

ben  «M  u.  «N  Ux\ü)xt 

3tif*    ©iefem  ®a|  !ann  man  eine  einfact)ere  S^fl^^Ö  geben, 

n^enn  man  bie  2Sorau^fe|ung  fo  ju  fagen  ganj  auf  bie  ^nvu  Ä, 

bie   Se]^au:ptung   afebann   auf  bie  ^nxu  Ki   be^  urf:prüng(i($en 

Äuroenf^ftemig  bejiel)t,  voo  er  bann  alfo  lautet: 

©d^neibet  eine  beliebige  ©erabe  a  bie  3©eiten  bcd  eine^ 
in  eine  Äurbe  M  eingefd)riebenen  ©reiec!^  in  ben  fünften 
beb  unb  bejie^t  man  einen  ©tral^lenbüfi^el,  beffen  ?iKittet 
pun!t  a  efcenfaß^  auf  Ä  liegt,  ^^rojeft,  auf  basg  gerabe  ©e^ 
bilbe  a  (beb:,.)  ber  2lrt,  baß  bie  ©(^nitt:punfte  a  ^  beibe 
in  ben  il)nen  entf))re(i)enben  ©trauten  t)on  a  liegen,  fo 
f(i)neiben  bie  ben  fünften  beb  entfprei^enben  ©trauten  bie 
bcd  in  3  fünften  einer  ©eraben  p,  toobet  abcd  p  foti^ie 
bie  beiben  bon  a  mä)  ben  ©(^nitt))un!ten  a  Ä  gel)enben 
©trauten  S^angentenl  Äuroe  II  ftnb, 
©er  reci^^rofe  ©a|  lautet: 

227.  SSejeid^net  man  unter  Beibehaltung  ber  Bezeichnung 
ijon  219  bie  3  ©eraben,  bie  i)on  Ä  nad^  BCD  ge^en,  burc^ 
bcd,  uja^lt  eine  Siangente  a  ber  Äurüe  Ä  unb  bejiel)t  nun 
bag  gerabe  ©ebilbe  a  fo  ^projelt.  auf  ben  ©tra^^lenbiifi^el  A, 
baß  bie  beiben  ©tral}len  mn  bon  A  burc^  bie  i^nen  entf^re^ 
d^enben  fünfte  bon  a  gel)en,  fo  geben  ftet^^  bieben  ©tral}- 
len  beb  entf))re(^enben  fünfte  entf^rec^enb  mit  BCD  oer^ 
bunben  3  ©erabe,  bie  fic^  in  einem  fünfte  berienigen  Äurt)e 
be^  ©i)ftem^  ABCD  fc^neiben,  gu  bereu  ^unftelementen 
aud)  bie  ©d^nitt^unfte  bon  m  u.  n  mit  a  gepren. 

3uf.  2lu(^  biefem  ©afee  läßt  ftd)  n)ie  bem  226  eine  be^ 
quemere  ^orm  geben,  intt5elcf)er§affung  er  bann  lautet:  ^k):)t 
man  bon  einem  beliebigen  fünfte  A  nac^  ben  3  ©dfen  BCD 
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cineig  einer  Äurüe  II  Ä  umfc^rletenen  S)retetfö  3  ©trainiert 
bcd  tinb  bejiei^t  man  ein  gerabe^  ©ebitbe  a,  beffen  Sräger  bie== 
jelbe  Äurije  Ä  berührt,  ))roie!t»  auf  biefen  33üf(^el  jo,  ba^  bie 
beiben  S^angenten  i)on  A  an  ^  bur(^  bie  beiben  it)nen  en^ 
f))re(f)enben  fünfte  ge^en,  fo  geben  bie  ben  ©trauten  bcd 
entj))re(f)enben  fünfte  i)on  «  entj:pre(^enb  mit  BCD  i^erbun- 
ben  ©erabe,  bie  in  einem  fünfte  P  fic^  f(i)neiben,  tx)obei 
ABCDP  unb  bie  beiben  ©d)nitt:punlte  ber  Don  A  an  ^ 
gezogenen  Sangenten  mit  a  in  1  Äurüe  II  liegen. 
Sefonbere  gäHe  {)iet)on  finb: 

228.  '^\t))i  man  t)on  einem  beliebigen  fünfte  a  eine^  einem 
SDreiedf  umjd)riebenen  Äreijeä3  na(^  ben  3  Seiten  bieje^  ein== 
gefcEiriebenen  ©reieö ^  unter  gleichem  Sßinfel  ©erabe,  fo  tie^ 
gen  beren.  3  ©(^nittpunfte  mit  ben  betreffenben  ©etten  in 
einer  ©eraben,  tDe^e  Sangente  einer  bem  ©reieii  einge^ 
fc^riebenen  ^arabel  ift,  bie  a  jum  23renn^unlt  l^at. 

3)a^  M  u.  N  ^on  226  finb  l^ier  bie  SRormal^punfte  ber  un= 
enblii^  fernen  Sangente;  benn  t^on  bem  ©traf)lenbüf($el  a  get)en 
bei  biefer  Sffial^l  ber  entf:pre($enben  ©traljlen^aare  nai^  16  toirHid^ 
bie  §au^tftra^len  bur(%  il^re  entf^rec^enben  fünfte. 

3uf.  @^  taffen  fid)  Don  a  noiä:)  ben  3  ©eiten  bes^  ©reietf^ 
6  ©erabe  unter  bemfelben  Sßinfel  legen;  ba  aber  bie  3  Strahlen,  tx>el(^e 
t)on  a  au)3gel^en  im  i)origen  ©a^e  auf  ber  unenbli(^  fernen  ©era= 
ben  ein  gerabe^  ©ebilbe  erzeugen  muffen,  ba^  fongruent  bem  burd^ 
bie  3  ®c^nitt))un!te  ber  3  ©reiedfi^feiten  ift  unb  i^m  glei(i)läufig, 
fo  fann  über  bie  SSa^l  ber  jebe^mal  jufammengel^örigen  jener 
6  ©eraben  !ein  S^^if^^^  f^^^- 

Senü^t  man  no(^  225,  fo  erhalt  man: 

229.  ^xt^X  man  i)on  bem  ©(^nitt:pun!te  ber  4  greife, 
bie  fic^  um  bie  4  ©reiede  eine^g  einfallen  4  ©eit^  ober  4  6d^ 
bef (^reiben  laffen,  ©erabe  unter  glei(^en  äßinfeln  an  bie 
4  ©eiten,  fo  liegen  beren  ©d^nittpunfte  mit  ben  entf^prec^en^ 
ben  ©eiten  in  1  ©eraben,  n?el(^e  bie  bem  4  ©eit  einge- 
f(^riebene  Parabel  beriil)rt,  unb  beren  a3renn:punft  biefer 
©(^nitt^unft  ift. 

230.  3i^^t  man  oon  bem  23renn:punft  einer  Parabel 
na(^   allen  Sangenten   berfelben   ©erabe  unter    bemfelben 
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SBinM,  fo  liegen  bcren  ©c^n{tt:punÖe  auf  einer  neuen  %an- 
gente  berfelben. 

231.    ©(^neibet  eine  ©erabe  p  bie  3  Seiten  eine^  einer 

Äurt)e  n  K  umji^riebenen  ©reieifiS  ABC  in  ben  fünften 

afcc  unb  finb  i^nen  in  p  bie  fünfte  aibiCj  fonjugirt,  jo 

fi^neiben  bie  (StraI)Ien  bie  t)on  einem  fünfte  a  i)on  K  nac^ 

aibiCi  gelten,  bie  ©eiten  abc  bei3  ©reietfi^  in  B  fünften  einer 

Sangente  einer  Äur^e  II,  bie  auä)  abcp,  joii^ie  bie  t>on  a 

nad)  ben  ©d^nittpunften  p  K  gei)enben  ©eraben  berühren. 

§ief)er  tüiirbe  ber  ]ä)on  in  228  entl^altene  ©a^  aU  Befonbe^ 

rer  gaH  gepren:    3^^^^  ^^^  ^^^  ^^^^^  fünfte  a  eine^  einem 

Sreied  umj(^riebenen  Äreife^S  $er:penbilel  auf  bie  S)reietf^feiten,  fo 

liegen  bereu  gu^Jpunlte  in  ber  (©^eitel)  S^angente  ber  bem  ©reied 

eingefc^riebenen  ^arafcel,  für  bie  a  Srenn^punft  ift. 

232.  iSetra(^tet  mau  in  bem  legten  ©afee  ein  einer  iluri^e  II 
K  eiugef(^riebene^  4  @(f  ABCD ,  fo  !ann  man  jebeg  (So  aU  ben 
^uutt  betrai^ten,  i)on  bem  bie  ©eraben  au!3gel)en,  tt3el(^e  bie  3  ©ei- 
ten  he€  huxä)  bie  ükigen  3  (Säpnnltt  geHlbeten  S)reierf^  fd)neiben. 
Unb  ei^  gelten  nun  in  ^ejug  auf  bie  12  ©(^nitt:puulte  ber  auf 
biefe  SGSeife  erhaltenen  12  fd^neibenben  ©eraben  folgenbe  ©ä^e: 

1)  Se  2  ber  4  ©den  be^  4  m^  ABCD  j.  23.  AC  liegt 
mit  4en  ber  12  erti^ä^nten  ©(^nitt))untte  auf  einer  Äur^e  II  Ä, 
U)el($e  au(^  bur(^  bie  ©(^nitt:punfte  p  K  gel^t,  unb  babei  ift  biefe 
©eite  AC  unb  p  in  Sejug  auf  Ä  einanber  foniugirt. 

2)  S)ie  fragli(^en  12  ©c^nitt:pun!te  liegen  ju  je  3  auf  4 
©eraben  Imno  na^  231,  unb  biefe  4  ©eraben  f($neiben 
fi^  in  1  $un!te  S. 

3)  4  aJial  ie  3  biefer  12  ©(^nitt^unfte  liegen  mit  bem^ßunft 
S  in  einer  Äuri)e  Äi,  bie  burd^  bie  ©(^nitt))unlte  p  K  gel^t. 

a3etra(^tet  man  namli(%  gig.  26,  n)el($e  blo^  eine  ÄurJ^e  Ä 
unb  eine  Äuri^e  Äj  gegei(^net  entl^ält,  j.  ^,  A  unb  C  al^  WüeU 
:pun!te  2er  ©tral)lenbüf(^el ,  fo  fteKen  offenbar  AD  u.  CMi;  CB 
u.  ALi;  AB  u.  CM2;  CD  u.  AL2  4^aare  entf:pre(^enber  ©trat)- 
len  2er  :proie!t,  SSüfd^el  bar,  für  mlä)z  bie  nac^  ben  beiben  ©c^nitt- 
:pun!ten  pK  ge^enben  ©tral^len  ebenfaG^  entf:pre(i)enbe  ©tral)len  finb. 
(gg  liegen  alfo  L1M1L2M2  auf  einer  ber  Äuri^en  II  Ä  i^on  1)  ebenfo 
MiOiMgOs  unb  NiOiNgO^  unb  L^NiLäNs  unb  M2N2M3N3  unb 
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L2O2L3O3,  Unb  ba  iebe^g  biefer  entf^pred^enben  ©tral)lett:paare  bte 
p  in  foniugtrten  fünften  f(^neibet,  b.  l),  in  fünften  fc^neibet,  bie 
huvä)  pK  ober  pÄ  {)armonif(^  getrennt  finb,  fo  folgt,  bafe  jebe 
©ette  tDte  AG  ber  p  in  33ejug  anf  Ä  fonjngirt  i[t  nacl)  79. 
5)a§  ferner  45S}taI  je  3  ber  12  ©(^nitt))nnlte  in  4  ©eraben  Imno 
liegen ,  folgt  an3  231 ;  benit  man  fi(^  aber  Riebet  D  Deranberlic^ 
ber  Slrt,  ba§  e^  bie  K  burc^tänft,  ABC  bagegen  feft,  fo  breiten  [ii^ 
Imn  ber  Slrt  um  bie  feften  ^nnfte  L1M2N3,  ba§  bie  babnri^  ent=^ 
ftel>enben  ©tra^lenbüfi^el  nnter  fic^  :proie!t.  finb,  toeil  fie  e^  finb  mit 
ben  ®trat)lenBüfd)eln  A  (D,..)  ober  B  (D,,,)  ober  C  (D,.,),  ^w 
biefei^  für  ben  einen  biefer  SSüjc^el  L^  folgenbe  33etra(i>tnng  afö- 
fcalb  bartl)nt:  Setrac^tet  man  ba^  oeränberli($e  ©reiecf  BCD,  fo 
fi^neiben  \xä)  A  (L3...)  nnb  BD  atö  entf))re(^enbe  (Stral)len  2er 
:proie!t.  ni($t  ^)erf:p.  23üfc^el  in  einer  Änroe  II,  toelc^e  aud^  bnrd^ 
Li  gel^t,  ba,  ^enn  D  nac^  C  gelangt,  bie  AL^  ber  entf^red^enbe 
©tral^l  toirb,  tijoran^  benn  ber  ©a^  folgt,  ba^  Li(L3...)  n 
B(D,.0^ 

Setrad^tet  man  nun  aber  biejenige  Äuroe,  toeld^e  2  ber  2lrt 
:proie!t.  ©tra^lenbüfc^el,  toieLj  (L3 ...)  nM2(M.^,.,)  (ober  N3  (N2 ...) ) 
erzeugen,  fo  überzeugt  man  fi(^  al^balb,  ba§  bie  Äuroen  II, 
toeld^e  je  2  biefer  3  iöüf^el  erzeugen,  ibentifd^  finb. 
S)enn  für  {e  2  berfelben  j.  95.  Li  (L3...)  tt  MgCMs...)  liegen 
ni(^t  nur  bie  beiben  ®(^nitt|)unfte  p  K  unb  bie  beiben  Sentra  Li 
u.  M2  auf  ber  fragli(i)en  Äuroe  II,  fonbern  and)  ber  ^unft 
N3.  ©iefe^  le^tere,  >^a^  attein  eine^  Jlac^toeife^g  bebarf,  folgt  un- 
mittelbar  barauig,  wnn  man  D  in  ben  @(^nitt:pun!t  Di  oon  BN3  mit 
K  rücEt,  unb  nun  bie  ©reieöe  ABDi  unb  BCDi  betra(%tet,  ate== 
bann  tritt  N3  an  bie  ©teile  bei^  M3  ober  aud^  an  bie  ©telte  oon 
L3,  b.  f).  L1N3  unb  M2N3  finb  entfprei^enbe  ©tra^len  ber  ernjä^n- 
ten  ¥>roie!t.  Süfd^el  Li  unb  Mg  to.  j.  b.  to.  (S^  f(^neiben  \x6)  ba^ 
^er  in  tebem  fünfte  ber  Äuroe  ^,  toeld^e  burd)  L1M2N3  gel)t,  bei 
t)eranberli(^em  D  3  ber  4  ©eraben  Imno  in  1  fünfte,  unb  ba 
biefeig  ebenfo  gilt  für  j-e  3  anbere  biefer  4  ©eraben,  toenn  man  ein 
anbere^  @tf  oeränberlid)  unb  alfo  ein  anbere)3  ber  4  S)reieöe  be^ 
4  Q&  feft  annimmt,  fo  muffen  fic^  aUt  4  ©erabe  immer  in 
1  fünfte  S  fi^neiben,  in  bem  fi(^  felbftoerftänbli(^  aud)  bie  4 
Äurt?en  Äi  fd&neiben. 
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©in  befonberer  gall  bieje6  allgemeinen  ®a^e^  lautet: 

233.  3[t  ABCD  gig.  27  ein  £rei^4e(f  unb  fällt  man 
t)on  iebem  ber  4  (gcfen  je  auf  bie  3  Seiten  be^  bur(^  bie 
übrigen  ötfen  gebilbeten  3  (£(f ^  ^er:penbi!el,  fo  liegen  jebe^? 
mal  bie  3  gu^^punlte  berjelben  in  einer  ©eraben,  biefe  fo 
erl)altenen  4  ©eraben  Imno  f(^neiben  ftc^  in  einem  ^^unfte  S. 
Slu^erbem  liegen  6  ?SJiat  je  4  ^on  ben  12  guB^unften  in  je 
einem  Äreife  Ä  beffen  S)urd)mefjer  eine  ber  6  (Seiten  be)S 
^rei^  4(gtf^  i[t;  unb  ebenfo  liegen  4aJtal  je  3  Der  12  gufe^ 
:pun!te  mit  bem  ^unlte  S  in  Je  einem  Greife  ^i,  unb  jt^ar 
ergiebt  \iä)  au^  bem  obigen  aügemeinen  23etüeife  atebalb, 
ba^  bie  3  gufe^punlte,  ti^elc^e  ie  mit  S  in  einem  Greife  liegen, 
gerabe  immer  bie  gufe:pun!te  ber  3  §ß^en  eine^  ber  4  S)rei= 
ec!e  be^  4(5tf^  finb,  fo  ba§  alfo  biefe  4  Greife  Äi  auä)  je 
burc^  bie  SJlitten  ber  3  ©eiten  eineig  biefer  45)reieäe  ge^en 
mä)  183, 

iuf.  §infi(^tli(^  ber  Sage  biejer  12  gu§|)un!te  i)on  233 
gilt  noä)  folgenber  merlti^ürbige  ®a^:  bie  12  gn§^un!te 
liegen  ju  je  4  in  3  Greifen,  bereu  Sölittel:pun!t  S  i[t, 
23etrad)tet  man  nämli(^  bie  6  Äreife  Ä  unb  bie  4  Greife  Ä^ 
>om  233,  fo  ift  al^balb  ju  erfel^en,  bag  für  jeben  ber  Äreife  Äi 
unb  je  2  ber  3  gu6))unfte,  bie  in  i^m  liegen,  t^  gerabe  immer  einen 
ber  obigen  Greife  ^  giebt,  ber  biefelben  2  gu^^unfte  enthält,  j,  23. 
für  ba6  ber  obigen  Setrad^tung  in  232  ju  ©runbe  gelegte  fefte  ©reieö 
ABC  liegt  Li  Mg  in  bemÄreife  Ä,  beffen  S)ur(i)meffer  AC,  L1N3  in  bem 
Äreife  Ä,  beffen  Surd^meffer  AB,  unb  M2N3  in  bem  Äreife  Ä, 
beffen  ©urc^meffer  BC  ift.  33etra(^te  man  nun  aber  ein  folc^eiS 
^aar  Äreife,  baig  2  folc^e  gu^:pun!te  gemein  ^at,  alfo  j.  33,  Xion 
ben  Ä  beuÄrei^  LiM^LgHs  unb  i^on  ben^i  ben^rei^  L1SM2N3, 
fo  gel^t  ber  2te  burc^  ben  3Jlittel))un!t  be^  Iften,  toie  fc^on  oben 
bemerft,  unb  2  fol(i)e  Greife  ^aben  immer  bie  (Sigenfi^aft ,  baB, 
toenn  man  oon  ben  beiben  @c^nitt:pun!ten  berfelben  2  ©erabe  jiel)t, 
bie  ft(^  auf  bem  2ten  Greife  fc^neiben,  jebe  ber  beiben  im  2ten  ber 
2lrt  erl^altenen  Seinen  gleich  ift  bem  ©tücf  ber  anbern  (Seltne, 
ba^  jtoifd^en  ben  beiben  ÄreiiSlinien  eingef(^loffen  ift,  b,  "i).  für 
unfre  gig.  ift  SM^  =  SLi  unb  SLg  =  SMg ,  beult  man  \xä) 
nämli(J>  gig.  28  einen  ^un!t  S  ben  a3ogen  L^Mg  buri^lauf enb ,  fo 
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ift  ftet^  nac^  SBinfel  L1SM2  !onftant  berfelbe,  ebenfo  aber  aud)  i[t 
ber  mntd  L1M1M2  tonftant  berfette,  bal)er  ift  ani)  äöinM 
SLiMi  immer  lonftant  berfelbe,  betracf)tet  man  aber  bie  Sage  i)on 
S,  bei  ti)eld)er  e^  im  ?iJlitteIpun!t  be^  Iften  Äreifeö  Ä,  fo  er[ie^t 
man,  bafe  SLjMi  [tet^  ein  gteld)f($enfligeg  ©reietf  barftellt  \V}. 
i.  b,  ti^, 

2luf  biefelbe  Sßeife  finbet  man  nnn,  wenn  man  l)infi(^tti(^ 
ber  gn^pnnfte  L^  unb  M2  eine  anbere  Söal^l  trifft,  bag  SLi  = 
SMi  =  SNi  =  SOi  ebenfo  SL2  =  SMg  =  SN2  =  SO2  nnb 
enblic^  SL3  =  SM3  =  SN3  =  SO3  (f.  gig,  29). 

Suf.  1.  S  ift  mä)  183  ber  mittelpunit  ber  gleid^jeitigen 
§^!perbel,  bie  fid)  bem  Ärei^4(g(f  umfc^retben  Idfet;  aber  md)  alfo 
Idfet  fi(^  bie  geometrifi^e  Sebentung  i)on  S  d)araKertfiren  nad)  228 : 
bie  4  ©c^eiteltangenten  berjenigen  4  Parabeln,  tx)el(^e  ben  4  ©rei^ 
eöen  eineö  ÄreiM(g(J^  fid)  etnfd)reiben  laffen,  tx)ä]^renb  jeber  4te 
6ö:pun!t  ben  23renn))un!t  ber  fragli($en  ^arabel  barftellt,  fd^neiben 
\\ä)  in  1  ^nnfte  S  unb  t^  ftel)en  bie  (S(^nitt))unfte  ber  iebe^mali^ 
gen  3  (Seiten  ht^  ber  Parabel  nmfc^riebenen  ©reiecfjg  t)on  S  auf 
ber  einen  ©(^eiteltangente  Jn  beftimmter  Orbnung  genau  ebenfo- 
ttieit  ab  alö  auf  ber  anbern. 

234.  ©(^neibenbie  3  Seiten  abc  eine^  einer  Äurt)e  II  K  ein- 
gefc^riebenen  £)reied^  eine  ©erabe  p  in  ben  fünften  abc,  äiei)t  man 
ferner  t)on  einem  2ten  fünfte  a^  Don  K  nac^  abc  ©erabe,  unb 
nad^  ben  neuen  ®($nitt:punften  biefer  3  ©eraben  mit  K  i)on  einem 
5ten  fünfte  a  i)on  K  3  ©trauten,  fo  fd)neiben  biefe  entf:pre(^enb 
bie  abc  in  3  fünften  einer  ©eraben,  t^e^e Sangente  einer Äuröe 
ift,  bie  bie  ©eraben  abc  p  unb  bie  i)on  a  mä)  ben @(^nitt))unlten 
p  K  gel)enben  Strahlen  berührt. 

3um  ©i^luffe  biefer  t)erf^iebenen  2lntx»enbungen  fei  nur  nod^ 
ein  befonberer  gaff  i^on  227  angefüt}rt,  ber  t)or  Stffen  beutlii^  er^ 
fennen  lä^t,  tx»ie  mit^ilfe  ber  neueren  ©eometrie  bie  fc^einbar  bi^- 
:parateften  ©äfee  unter  einem  ©efid)t^:punlte  ijereinigt,  b.  ^.  jufam* 
menget)örig,  erfc^einen. 

Säfet  man  nämlid)  in  227  ^ul  A  ben  23renn:punlt  ber  ^a- 
rabel  K  fein  unb  a  in^  Unenblic^e  rüden,  fo  erhält  man: 

225.    ^k^  man  oon  bem  Srenn^punÖ  A  einer  ^arabel 
na(^  ben  3  ©den  B  C  D  einesg  ber  Parabel  umfd)rtebenen 

»Pfaff,  neueve  ©eometvie,  II,  7 
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S)reteö)8  ©erabe,  unb  toon  benjelknS  ©dfett  BGD  3  neue 
@erabe ,  fo  bafe  jebe^  huvä)  1  @(J  gel^enbe  ^aar  ben- 
felkn  SSinfel  bilbet  aU  bte  beiben  anbern  ^aare,  (^infii^t^ 
ü(^  ber  in  iebem  @(l  mögü(i)en  neuen  ©eraben  gilt  genau 
unb  genau  aui^  bemfelben  ©runbe  ti^ieber  ba;^  in  228  3uf. 
f(^on  eTOäf)nte),  jo  fc^neiben  fi(^  biefe  neuen  3  ©eraben  in 
einem  Greife,  ber  aud^  bur^  AB  CD  gel^t 
©iefer  ©a^  la§t  fid^  fügli(^  in  folgenbe  ®ä|e  jerlegen,  bie 
jugleid)  in  i^m  ent^^alten  finb : 

1)  S^ber  ^xtx^f  ber  felbft  einem  einer  ^arakl  umfi^riebe' 
nen  ©reietfe  umj(|rie6en  ift,  ge^t  biirc^  bereu  Srenn^punft 
t)ergl  224. 

2)  2OTe  SBinfel  in  einem  Ärei^bogen,  bie  auf  einer  ©e^ne 
ftel^en,  finb  gleich  gro§, 

a3ei  ber  Raffung  ber  Reiben  §au:ptjä^e  (219  u.  220)  tüorauf 
biefe  (gntoiölungen  bi^l^er  \iä)  geftül^t  ^aben,  tt^aren  bie  beiben  ©e- 
raben  mn  aU  feft  betrachtet  unb  bie  Äurt^en  be^  j?:urt)enf^ftem^ 
t)eränberli($,  man  !ann  nun  aber  bie  ©eraben  fi&  i)eränberli(^  ben- 
fen  unb  irgenb  eine  Äuri)e  bei8  @t)ftem^  aU  feft  ber  Betrachtung 
untertijerfen,  baburc^  erßätt  man  nac^  bem  oben  fc^on  gefül^rten  Be- 
tDeife  unmittelbar  folgenbe  ©ä^e: 

236.  ^xti)t  man  burc^  einen  ^un!t  A,  ber  mit  ben  3 
etf fünften  BCD  eine^  ©reieif^  bie  4  ©(Jen  eine^  4ecf^ 
bilbet,  aUe  möglichen  ©eraben  unb  fu($t  auf  iebem  berfelben 
einen  ^un!t  oon  ber  93ef($affen^eit,  ba^  er  mit  ben  3  ©(f)nitt^ 
:pun!ten  ber  ©reiecCfeiten  in  beftimmter  Orbnung  einen  Söurf 
oon  gegebenem  Söertl^  bilbet,  fo  liegen  aöe  biefe  gjunfte  auf 
einer  burd^  AB  CD  gel^enben  ^nvot  IL 

237.  ©U(^t  man  ju  allen  fünften  einer  ©eraben  a, 
toeli^e  mit  ben  3  Seiten  bcd  be)3  ©reied)^  ABC  ein  4©eit 
bilbet,  Je  einen  ©tra^l  i)on  ber  23ef(^affen^eit ,  ba§  er  mit 
ben  3  naä)  BCD  gezogenen  ©trafen  in  beftimmter  Orb^ 
nung  genommen,  einen  SBurf  oon  gegebenem  Söert^e  liefert, . 
fo  liegen  biefe  ©tral^len  aüe  in  einem  ©tral)lenbüf(^et  II, 
ju  beffen  Elemente  au(^  bie  ©tral)ten  ab  cd  gehören. 
33efonbere  gälle  ergeben  fic^  unter  anbern  folgenbe: 
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8ä|t  man  eine  ©ette  in^  Unenblt($e  rütfen  nnb  jugleid)  ben 
SBurf  einen  tiarmonif d)en  fein,  f o  erl^ält  man : 

238,  ®u(^t  man  auf  allen  ®tral)len  eine^g  ^unfte^  A 
bie  ^Kitten  ber  enblicE>en  ©tretfen,  bie  bon  2  anbern  ©era^-- 
ben  auf  biefen  ©tratjlen  abgefd)nitten  werben,  fo  liegen  fie 
auf  einer  §t)^erbel,  bie  buri^  A  unb  ben  ©(^nitt^unft  M 
ber  beiben  ©eraben  ge^t,  unb  bereu  2lfl)m))toten  ^araSei  bie^^ 
fen  ©eraben  finb. 

3uf.  9^01^  läfet  fi^  betreff  beö  Wlitklpmim  biefer^^^ 
•perbel  leidet  erlennen,  ba§  biefelbe  notl)ti)enbig  auf  ber  ®e^ 
raben  MA  liegen  müfje,  t^ie  nai^folgenber  allgemeine  ®a| 
erfennen  lä^t» 

239  ©inb  abe  gig,  30  bie ©d)nitt:pun!te  einer  ©eraben  p 

mit  ben  3  (Seiten  eine^  einer  ^uri^e  II  K  etngefi^riebenen 

S)reie(f^  ABC,««!  bie  kiben ©d^nittpunfte  mit  K  unb  ift 

baki  ab«c  ein  :^armonif(f)er  SBurf,  fo  mu^  bie  ©erabe,  bie 

man  t)on  «i  nad^  bem  ^ol  ber  ©eite  jiel^t,  auf  ber  a  liegt, 

ftet^  burd)  bag  ©egenec!  A  be^  S)reie(j!3  gel)en. 

S)rel}t  fi(^  nämli(^  bie  ©erabe  p  um  %,  fo  bleibt  bo(^  immer 

ber  Sßurf,  tnelc^er  burdE)  bie  ©(^nitt:pun!te  mit  ben  3  ©eiten  unb 

bem2teni)onöri  i)erfd)iebenen©(^nitt:punftpKgebilbet  mirb,  ein  l^ar^ 

monifd^er  eben  nad^  234»    3^^^^  ^^^   ^^er  nac^  bem  ^ole  i)on 

BC  einen  ©tral)l,  fo  miffen  toir,  bafe  aföbann  bie  beiben  ©d)nitt= 

:punfte  ber  Äurt)e  burc^   bie  beiben  übrigen  ©eiten  AB  unb  AC 

l)armonij(^  getrennt  fein  muffen,  tooburd^  man  not^tx)enbig  auf  einen 

3ßiberf:prud)  geführt  fein  tt)ürbe,  ti^enn  nic^t  eben  biefer  ©tra^l  su= 

gleid^  basS  ©egened  i)on  BC  entl)ielte,  in  tüelc^em  gaKe  in  biefem  @d 

A  3  ber  4  fünfte  beig  ]^armonifd)en  Sßurfeia  in  1  jufammenfaüen. 

2ln  biefen  ©a^  236  f(^lie§tftd)  unmittelbar  folgenber  ©afe  an : 

240.    ©ud^t  man  auf  ben  ©trauten  eine^  ©tral)lenbü^ 

f($efö  S  je  2  in  Sejug   auf  eine  gegebene  Äuri^e  Ell,  bie 

ni(^t   burd^   S    gel^t,    foniugirte   fünfte    aai,   bbi... 

i)on  benen  je  einer  ai  bi auf  einer  gegebenen  ©eraben  p 

liegt,  fo  liegt  Je  ber  anbere  aibi...  auf  einer  Äuri^e  II 
^,  \x>zlä)t  hnxä)  bie  33erü^rung)^:pun!te  AB  ber  beiben  üon 
S  auK  ju  jiel)enben  S^angenten,  \o\m  au($  burd)  bie  ©(^nitt- 
:punfte  CD  oon  K  unb  p  unb   enblii^  burd)  S  felbft  gel^t. 

7  * 
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3tef)t  man  nmliä^  (f.  gig,  31.)  bur($  bie  fceiben  33erüt)runö^' 
:punfte  AB  na(^  bemfelkn  fünfte  a  i)on  p  bie  beibett  ©trauten 
Aa  u.Ba,  ti^e^e  entf:pre(^enb  bie  K  ptn  2ten  ?iJtalein  ben  fünften 
a  u,  «1  j(^neiben,  jo  f (^neibet,  ba  S  ber  ^ol  i^on  AB  ift  nac^  79.  ber 
@tra:^l  S  a  fotDOl)!  bie  ©eitert  be^  ©reieö^  AaB  aU  ami)  bie  ©ei= 
ten  h^^  S)reie(f^  BaiA  in  2  fonjugirten  fünften  b.  1^.  bie  beiben 
©egeneäen  aa^  be^  4©eit^  Ac^iB«  finb  in  3Sejug  auf  K  fonjugirt. 
3^un  ift  aber  bei  t)eränberlid)em  a . . .  offenbar  ©trat)lenbüfc^el  A 
(«.,J  7vB  («i^.O  ti^eil  fie  :perf:peft  p  (a...)  ftnb,  alfo  auc^  A 
(«1  ,.\)nB  (a . .  0 n)oraui6 folgt,  bafe  ai  auf  einer  buri^  Au.  B  gelten* 
ben  Äuroe  liegt;  läfet  man  a  mit  C  ober  D  ^ufammen  fallen,  fo 
fällt  notljtoenbig  auä:)  ai  bamit  jufammen;  lä^t  man  a  mit  bem 
©(^nitt^unft  *)  X)on  p  unb  ber  polare  oon  S  jufammen  falten,  4^ 
fäEt  dl  mit  S  jufammen;  l)ierau^  folgt  ber  übrige  S^eil  obigen 
©a^eg. 

3uf.  1.  ©^neibetbie®erabe  Sc  bie  K  ni(^t  in  reeKen  $unl^ 
ten,  fo  ift  bo(^  mä)  I  2^.  189.c.cci  burc^  bie  beiben  foniugirten 
imagin.  ©($nitt:pun!te  biefer  ©eraben  unb  K  :^armonif(^  getrennt. 

(5)8  möge  l^ier  no(^  ein  jtoeiter  Setoei^  biefe^  ©a^e^  folgen, 
ber  tro^  feiner  größeren  einfa($^eit  ni($t  ijorangefteßt  tourbe,  ba 
obiger  Setoei^  ben  ^^fammen^^ang  be^  oorigen  ©afee^  mit  bennac^- 
folgenben  in  bai^  Sti^t  ju  fe^en  beffer  geeignet  ift. 

StJtan  erl)ält  offenbar  bie  ben  oerfc^iebenen  fünften  a  oon  p 
fonfugirten  fünfte  auf  ben  einzelnen  ©trauten  a.*.  be^  ©tral)= 
lenbüfd^efö  S  hnxä}  bie  ©c^nitt))unlte  ber  ©trat)len  a  mit  ben  ^o= 
taren  ai . . .  ber  einzelnen  fünfte  a . . . ,  nun  ift  aber  .  .  .  ©tra^^^ 
lenbüfi^el  Si  (ai ...)  tt  p  (a...)  alfo  am^  n  S  (a...)  toorau« 
folgt ,  ba§  bie  ben  einsetnen  ^fünften  a  fonjugirten  ^^unlte  auf  einer 
burd)  S  unb  ben  ^ol  Si  oon  p  gel)enben  ^uroe  II  liegen. 

241.  2)er  le|te©afe  gilt  au($  bann  noc^,  toenn  S  auf  ber 
j?:uroe  II  felbft  liegt,  bie  beiben  fünfte  A  unb  B  oereini^ 
gen  fid)  in  biefem  gaEe  im  fünfte  S,  in  toelc^em  \xä)  K 
unb  Ä  berühren. 

e^  mögen  (f.  gig.32)  bie  ©tral)len  ab  cd...  be)3  23üf  c^el^  S 


*)  gäUt  p   felbft  mit  ber  polare  bon  S  ^ufammen,  fo  rebucirt  ftc^  hk  Ä 
auf  htn  ^mtt  S  felbft. 
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bte  p  in  ben  ^unftett  abcb.*.,  bte  K  in  ben  fünften  aßyd... 
fd^neiben,  tudl^renb  aibiqbi,..  bte  ben  fünften  abcb...  !oniuc\ir=^ 
ten  fünfte  fein  foEen.  TObann  iftM  (SNaai)  u  M  (ß^ß\) 
ttM  (SNyq)  tc.  ba  atte  biefe  SBürfe  I)armonifc^e  SBürfe  finb, 
^a^er  ift  nad)  L  S:£).  35  sM  (SNa/^^J...)  ttM  (S  NaiB^  qbi...) 
ober,  tt)a^  für  unfern 3^e(f  l^inreii^t,  M(aßrd)  ttM  (aibiCibi..*) 
@an^  auf  biefelbe  äöeife  finbet  man  al5er  nun  ba§  N(a/?;'(J..O 
^N  (Otbiqbi..,)  atfo  anä^,  ba  M  (a/J/d...)  7t  N  (a/?y(J...) 
ift,  M  (aibiCibi...)  n  N  (aibiqbi...)  tn,  j.  b.  tri, 

242,  5Dtefer  ©afe  gilt  au(i)  bann  nod^,  tnenn  p  bie  K  berührt. 

©lg  ift  nämli(^  unter  aSeibe^^altung  ber  obigen  33ejei(^nung 
(f.  gig.33)A  (SA«ai)  nA  (SAi^bi)^7r  A  (SAycO  ic,  ba^er 
gan^  ti^ie  im  legten  33ett)ei^  A(SA«i5f;'^,.0  tt  A(SAaibiCibi,.0 
alfo  aucJ)  A(a/?y(J,.0  ^-^(^Aci^i--)^^  ^^^^  S(a/?/(J,.0^^ 
(a/9y(J,,,)/  f^ift  fe^^  ®^fe  ertt)iefen,  unb  K  u.  Ä  berül^ren  einan^ 
ber  in  A  unb  S  tx)ie  al^balb  erfi(^tli($, 

243.  ©iefer  ®a^  240  gilt  aud)  no(^  ijoKfommen  unge^ 
änbert,  n^enn  man  ftatt  ber  ©erabenp  eine  ^uri^e  II  Ki 
annimmt,  toelc^e  bur(^  bie  240  bezeichneten  ^un!te  AB  gel^t, 
f-  m^  34 

3ie^t  man  trieber  ^^ig.  34  mä)  bem  beliebigen  fünfte  a 
mn  Kl  öon  A  u.  B  au^  ©erabe,  tt)oburd)  in  K  bai8  4  ©cf  MABN 
entftel^t,  fo  mug  gan^  toie  oben  ft^on  bargetl)an,  ftetö  bie  eine  ©eite 
beg  juge^örigen  $olbreied§,  auf  ber  a  unb  ber  i^m  fonjugirte 
^mtt  a{  aU  (Sc!en  erfc^einen,  burc^  ben  feften  ^unlt  S,  aU  ^ol 
t)on  AB,  gelten  unb  e^  ift  babei  A  (a)  ttB  (a^.O^*  ^*  A(a.,0 
TT  B  («1 . . ,)  alfo  au($  A  (ai , .  0  ^  B  (^i  *  *  0  ^^t^ciu^  b^t^  ®cife  f^töt, 

3uf,  1,  Siegt  l^iebei  S  auf  Ki  felbft,  fo  ge^t,  toie  man  ftc^ 
alöbalb  überzeugt,  toenn  man  a  nac^  S  rüden  läßt,  bie  bloß  ^roieft. 
SSejiel^ung  ber  ©tra^enbüf  (^el  A  (a , . .)  unb  B  («i . .  0  in  bie  :perf:pe!t. 
über,  unb  ^toax  ift  bie  tionAB  t)erf($iebene  gemeinf(^aftli(^e  ®e!ante 
t)onKu,Ki  bie  Sl^ce  ber  ))erf))elt  ®ejiel)ung,  §iebeiift  lei(i)t  ju  er^ 
lennen,  ba§  biefer  *,gaß  ftrenggenommen  berfelbe  ift  tnie  240,  nur  mit 
bem  Unterf c^iebe ,  ba§  bort  tion  ben  fünften  berOeraben  au^  bie 
fünfte  ber  Äurbebon^ier  erl^alten  tourben,  tDäl)renb  l^ier  gerabe  ber 
umge!e^rte  2Beg  oon  berfelben  Äuri^e  pr  gebac^ten  (Seraben  fü^rt. 
3uf.  2.  aSon  biefem  ©a^e  243  t^erbient  ber  gaö  nod)  be:^ 
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fonberer  emä^nung,  in  mlä)m  Ä  unb  Ki  in  eine  Äur^e  ^njant:^ 
ntenfaüen. 

3)a  nämli(^,  n)ie  man  ft($  teid)t  überjengt  Ki  nnb  St  mit  K 
biefelBen  4  fünfte  gemein  '^aBen,  fo  genügt  es,  ba§  Ä  nnb  Ki 
nnr  nod)  einen  ^nnft  gemein  i)aten,  nm  \)ottfommen  ibentifd)  p 
fein. 

(giner  \pakv  folgenben  (Snttt^icflnng  ti^egen(f»292:cO  möge  ^ier 
no(^  befonbetig  l^er^orge^oben  tt^erben,  bafe  in  bem  ^ier  erti^äl^nten 
befonberen  gaüe  notl)l[Denbig  bie  ^onS  nac^  ben  beiben  Don  A  n.  ß 
i)erfd)iebenen  @c^nitt^)nn!ten  M  nnb  N  x^on  K  nnb  Ki  gel^enben 
©tral^len  SM  nnb  SN  bie  Änri^eÄ,  b.  i).  Ki  beriii)ren  muffen,  ba 
anf  tl)nen  nnmöglid)  nod)  ein  ji^eiter  $nnft  ber  nenen  Änroe  ent:^ 
Ijalten  fein  fann,  &^  ift  bemnac^  S  ber  ^ol  i)on  AB  für  K  nnb 
ber  ^ol  üon  MN  für  Ei  ober  Ä. 

©in  befonberer  gaU  i)on  240  lantet: 

244  2)ie  3)Men  aller  @el)nen  eine^  Äreife^,  bie  bnrt^ 
einen  feften  ^^nnft  S  gel)en,  liegen  anf  einem  nenen  Ä'reife, 
beffen  ^Jlittel^nnlt  S  ift. 

245.    2ln  obige  ©äfee  221  nnb  222  fd)liej3t  fic^  nnmittelbar 
folgenber  intereffante  ©a^  an: 

3xel)t  man  oon  2  feften  ^$nn!ten  M  N  einer  (d)  oon  ben 

4  gemeinf($aftli{^en  Tangenten  abcd  eines  babnri^  beftimm^^ 

kn  Änroenf^ftemS   an  trgenb  eine  Änroe  Ki   beS  ©t)ftemS 

nod)  ein  ^aar  Siangenten  mn,   fo  gel)t  bie  33erül}rnngS' 

(^orbe  e  b.  i).  bie  3SerbinbnngSlinie  ber  beiben  Serü^rnngS- 

^nn!te  anf  m  nnb  n  bnrd)  einen  feften  ^nn!t. 

gragt  man  nämlid),  bnri^   toe((^e  (gigenfd)aften  bie  ^^nnlte 

einer  foli^en  3>erü^rnngSd)orbe  e  für  trgenb  eine  Änri)e  beS  ®l)ftemS 

d)arafteriftrt  finb ,  fo  lägt  fic^  bie  iBeanttoortnng  biefer  grage  txio^l 

am  einf ai^ften  alfo  fi):iren :  ^kl)t  man  i)on  einem  ^nnlte  oon  e  ein 

^aar  nene  Sangenten   pq  an  bie  Änrt^e  K^,  fo  finb  biefelben  1) 

bnr(^  bie  ^nnfteMN  :^armonif($  getrennt,  infoferne  bie  4  Spangen- 

ten  pmqn  einen  ^armonifd^en  SBnrf  bilben   (10)   nnb  alfo   bie 

Sangente   d  in  einem  l)armonif(^en  äßnrfe  fc^neiben  (I.  S|.   61). 

2)  bilben  fie  ein  ^aar  pgeorbneter  ©tral}len  einer  ^nt^olntion,  bie 

bnr(^  bie  naä:^  ben  ©egeneden  beS  4  ©eitS  abcd  gel^enben  ©tral)len 

fi^irt  ift.     Umgefe|rt  fann  aber  fein  $nn!t,    ber  nic^t   anf   ber 
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frac^Iic^en  ^exvii)xm^^d)oxhe  liec^t,  biefe  16etben  ©ebittöungen  ju- 
gleid)  erfüllen.  3^^-^^  man  nun  i)on  ben  3(S(Jen  be6  4©eit^abcd, 
tx)el($e  nt(ä)t  anf  d  Hegen,  jenad^  bemienigen  fünfte  t)on  d,  ber  bon 
bem  @(^nttt:pun!te  ber  ©egenfette  bei8  burcJ)  biefe  @c!en  gel6ilbeten 
©reiec!^  bnr(^  M  u.  N  !^armontf($  getrennt  ift,  3  ©tra'^len,  fo 
fdjnetben  ftd^  biefe  m^  192  in  1  ^un!te  B  unb  burif)  biefen  ^unft 
ntüffen  nun  aüe  ®erü{)rung)6(^orben  gelten,  infi^ferne  er  offenbar  bie 
beiben  oben  ertt)af)nten  Sebingungen  für  jebe  ^uri)e  be6  ©i)- 
[tem^  erfüllt,  ba  {a  in  bem  inoolut»  ©tral^lenbüfiiiel  R,  beffen 
pgeorbnete  (Strahlen  naä)  ben  3  $aar  ©egeneiJen  bei3  4  @ett6 
abcd  gelten,  nad^  ber  obigen  (Stfl^iiflung  bie  na($  M  u.  N  ge^en- 
ben  @traJ)len  bie  Orbnung^ftra^len  barfteUen. 

246.  ©c^neibet  man  aüe  ^urt)en  eine6  burc^  4  $un!tc 
ABCD  beftimmten  Äuroenf^^ftem^  burd^  2  ©erabe  mn  bei8 
©tra^lenbüfc^ete  D  unb  ^iei)t  an  je  ein  ^aar  ©(^nitt))un!te 
mit  |e  einer  Äuri)e  beig  ®^ftemi§  bie  beiben  3:^angenten,  fo 
f($neiben  fi($  biefelben  auf  einer  feften  ©eraben. 

©in  befonberer  ^aU  be^  erften  ®a|ei8  lautet: 

247,  3)ie  S)ire!tricen  aller  bemfelben  ©reieö  eingefc^rie:^ 
benen  Parabeln  fd^neiben  fid^  in  bem  @(^nitt:pun!te  ber  3 
§i)I)en  beö  ©reiedf^. 

M  unb  N  finb  in  biefem  gatte  bie  9ftormaI))un!te  berfetben 
nac^  16. 

3uf.  S)a  ber  bem  ©reiedf  umfd)riebene  Äreii8  alle  33renn=^ 
)pnntk  ber  bem  ©reiedE  eingefd^riebenen  Parabeln  enthält  (224), 
ha  bie  $er:penbi!el  bon  einem  SSrenn^unft  auf  aUe  STangenten  in 
ber  ©(^eiteltangenten  liegen  (228),  bie  jtDifi^en  23renn;pun!t  unb 
$)ire!tri^  in  ber  ^Dlitte  liegt,  fo  folgt  ^ierau6  nai^folgenber 
@afe: 

247.    %aUt  man  t)on  einem  fünfte  Ä  eineiS  einem  ©reiedC 

umfi^riebenen  Äreife^  ^er^penbifel  auf  bie  3  ©eiten,  fo  lie::^ 

gen   bereu  gu^:pun!te  in  einer  ©eraben ,  bie  in  ber  SDiitte 

jtoif(^en  A  unb  bem  ®($nitt^un!te  ber  3  §ö^en  liegt. 

©ie  fo  eben  in  245  unb  246   enttoidelten  ©ä^e  laffen  fi(^ 

nun  nod)  erir>eitern,  tx>ie  folgenbe  23etra(^tung  er!ennen  läfet:  jiel)t 

man  i)on  irgenb  einem  fünfte  ber  S3erü^rung!3d)orbe  e  (toir  be^ 

l)alten  bie  33ejei(^nung  i)on  245  l^ier  bei)  no(^  ein  $aar  S;angen' 
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ten  pq  mt  btefelbe  lt:urt)e,  fo  btlben  mpqn  eitlen  ^armonijd^en 
äßurf',  ba^er  tx^irb  jebe  S^anc^ente  vok  d  ^on  btejen  4,S:angenten 
in  4  fünften  MPNQ  eine^  '^arinonifc^en  SBurfe^  gefd)nitten;  unb 
umgefel^rt,  f c^neiben  2  S:an(5enten  p  q  einer  Stiivu  K  be^  Äuri)en== 
f^ftem^  abcd  bie  gemeinfame  S^angente  d  in  2  fünften  PQ,  tt^eld^e 
t»on  ben  S:anöenten  mn  an  biefelbe  ^urbe  K  l)armonij(^  getrennt 
finb,  fo  liegt  ber  ®(^nitt:pun!t  i)on  p  q  auf  ber  bur(^  mn  beftimm^ 
ten  ®erül^rung^(i)ürbe  e.  S3erii(ffid)tigt  man  mm  biefe^,  fo  brau^ 
i^en  bie  beiben  fünfte  M  unb  N,  beren  a3erül)rung!3c^orbe  burd) 
ben  feften  ^un!t  gel)t,  nii^t  felbft  gegeben  ^u  fein,  fonbern  eö  ge^ 
nügt,  tt^enn  man  fie  au;^  ber  ?latur  ber  2Iufgabe  ober  be^  ©a^e^ 
ermitteln  !ann,  ^teburi^  erl)ält  man  \)erf(^iebene  ©äije,  t)on  benen 
na(!^folgenbe  genügen  mögen: 

249.  3iel)t  man  bon  3  ^^Junften  MPQ  einer  (d)  oon  4 
feften  S^angenten  abcd  eine^  baburi^  beftimmten  Äuroen^^ 
f^ftem^  Sangenten  mpq  an  bie  einzelnen  Äuri^en,  fo  gel)t 
ftet^  bie  SSerbinbungi^Iinie  be^  33erü^rungö^un!te!^  auf  einer 
(m  )  biefer  3  Siangenten  mit  bem  ©c^nitt:punfte  ber  bei^ 
ben  anbern  pq  bur($  einen  feften  ^unft  R,  ben  man  alfo 
finbet:  man  fu(^e  ben  ^unft  N  ^on  ber  a3efd)affenl)eit,  ba§ 
MPNQ  ein  ^armonifc^er  2Burf,  giel;e  bon  ab  nad)  bem 
^^unfte  oon  d,  weläjex  bom  ©d)nitt:pun!t  cd  burd)  M  x\,N 
I)armonif(^  getrennt  ift,  eine  ©erabe,  ebenfo  eine  2te  u.  3te 
©erabe,  bie  man  auf  biefelbe  Sßeife  buri^  9Sertaufd)ung  oon 
b  unb  c  ober  burd)  33ertauf(^ung  i^on  au,  c  erl)ält,  biefe  3 
©eraben  beftimmen  burd)  it)ren  ©(^nitt^un!t  (nad)  192)  ben 
gefüllten  ^un!t  R. 

M  unb  N  ^aben  l)ier  bie  gleiche  Sebeutung  wie  in  245, 
tr)a^renb  ber  ©i^nitt:pun!t  pq  unb  ber  ®erfl)^rung^))un!t  i)on  m 
auf  ber  23erüt)rungi8d}orbe  e  liegt, 

©n  befonberer  ^all  biefeö  ©a^ei^  tautet: 

250.  3^^^^  ^^^  ^^^  trgenb  eine  einem  S)reietf  abc  ein^ 
gefi^riebene  Parabel  eine  Sangente  t)on  einer  beftimmten 
9lid)tung,  fo  get)tbiea5erbinbunggnnie  beg  Serii()rung^))unfte^ 
unb  be^  ißrenn;pun!teig  burc^  einen  feften  ^un!t  R,  ber  je 
auf  einer  ©eraben  liegt,  bie  man  i)on  einem  (Sc!  be^  3(Scf^ 
fo  jiel^en  !ann,  ba§  fie  mit  ber  ©egenfeite  ein  gleii^fc^enfli' 
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c^eiS  ©reiedf  bilbet,  beffen  ©runblintc  btefelBe  ^iii^tung  ^at, 
aU  bte  fragltd^e  S^angente  (t^ergl  16). 

P^nl  fiäfet  man  ben  ^unlt  M  ft(^  anbem,  bagegen  P  unb  Q 
feft,  fo  änbert  ftd)  ber  ®(^nttt))unlt  R.  SBenn  'mix  nun  ntit  ab  bte 
Beiben  fünfte  bejetc^nen,  in  tt)el(^en  bie  d  t^on  ben  beiben  S^angen^^ 
ten  a  unb  b  gefc^nitten  t^irb  unb  mit  ai  unb  bi  bte  beiben  fünfte, 
mlä^e  in  ber^nbolution  MM . NN . PQ .  acii  Mi  biefen  ®(^nitt:pun!^ 
ten  ^ugeorbnet  finb,  fo  mu§  für  febeg  M  unb  N  PQabiTrQP 
aibTrPQbai  b.^,  ba  PQ  ab  feft  finb,  d  [aiO^dl^i^^.  fein.  ®a 
aber  bie  3Serbinbung^linien  be§  ^untte^  a^  mit  bem  @(ä  bc  unb 
be^  ^unfteig  h^  mit  bem  (Sdf  ac  bei^  4@eiti§  bur(^  il)ren  ©i^nitt:^ 
:pun!t  ben  ^un!t  R  beftimmen,  fo  liegt  bei  t)eränberli($em  M  ba§ 
R  auf  einer  Äuri)e  II.  ©iefe  gel)t  aber  offenbar  buri^  bie  beiben 
ertx)äbnten  (Stfen  bc  unb  ac  unb  eben  fo  natürlich  burc^  ba«?  ©ö 
ab  unb  au^erbem  noc^burc^  bie  fünfte  Munb  Nj,  infofern,  tt^enn 
F  mit  M  ober  N  pfammenfäüt ,  biefe^g  noti)n)enbig  ni(^t  nur  mit  Pi 
fonbern  auc^  mit  ai  unb  \  ber  gaE  fein  mufe.  ©iefe  Äuri)e  tft 
bal}er  offenbar  ibentifd)  mit  berienigen,  auf  'welä^ex  ber  ©(^nittipunft 
ber  S^angenten  mn  liegt. 

3uf.  2.  2lu^  ber  obigen  enttr>itflung  ge:^t  ol^ne  n)eitere)8  l)er^ 
oor,  ba§  für  bie  S;angenten,  tt>eld)e  burd)  ben  ^un!t  N  an  alle 
^urt^en  be^  ®\)ftemi§  fid)  legen  laffen,  burd)au^  berfelbe  ^unlt  R 
erhalten  wixh,  n)ie  für  bie  S^angenten  t>on  M  n)ie  biefeö  aud) 
birett  barau^  l)eroorgel)t,  bafe  MPNQi  ein  l^armonifc^er  äßurf  ift, 
alfo  bte  polare  x>on  mn  für  {ebe  Äurt)e  burc^  ben  @(^nitt;punft 
ber  2;angenten  pq  geljen  mufe. 

3ie^t  man  ftatt  huxä)  3  fünfte  burc^  4  fünfte  PQST  i}on 
d  2;angenten  pqst  an  bie  i)erf($tebenen  ,^urt)en  be^g  ©i^ftem^^,  jo 
f ann  man  bas^  eine  3Jtal  p  q  einerfeit^  u.  s  t  anbererfeitjg  aU  [t  ein 
^Jßaar  5tangenten  betrachten,  ba^  burd)  2  Sangenten  m  n  ^armontf (^ 
getrennt  ift,  mn  fteüen  in  biefem  ^aöe  bie  Orbnung^ftral^len  be§ 
tnüolut.  ®tral)lenbüf(^el  II  pq.  st  bar,  unb  bie  aSerbinbung^linie 
oon  pq  u.  st  b.f).  bie  eine  Seite  be^  jubem  umfc^riebenen  4  (Seit 
pqst  gel)örigen  ^olarbreied^  fteüt  bie  33erü^rung^(^orbe  e  b.  ^. 
bie  polare  i)on  mn  bar.  5Da  inm  aber  bie  4  J^angenten  auf  Serlei 
Slrt  ju  je  2  jufammengeprigen  paaren  jufammenftellen  !ann,  fo 
erl^ält  man  t)ieraui8  nad^  ber  obigen  grttjeiterung  folgenben  ©afe : 
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251,  3^t  man  hmä)  4 fünfte  einer  d  i)cn  4  S:attgett^ 
kn  eine^  baburc^  6e[ttmmten  Jl'urt)enft)[tem^  an  irgenb  eine 
biefer  Änrben  4  S:angenten,  fo  gel)en  bie  3  (Seiten  be^  jn 
biefem  4©ett  c^eprigen  ^olarbreiecf^  burc^  3  fefte  ^nnfte. 

©in  befonberer  gall  £)tet)on  lautet: 

252,  Segt  ntnn  an  ircjenb  eine  einem  ©reiecf  einc^efi^rie:^ 
bene  ^arabel  je  ein  ^aar  2:anc5enten  i^on  beftimmter  M(^=^ 
tung,  fo  ge^t  bie  aSerbinbung^linie  be^  ©($nitt))unfte^  biefer 
2  Stangenten  mit  bem  iörenn:pun!t  hnxä)  einen  feften  $unft, 

S)ie  p  249  unb  251  reci:pro!en  ©ä|e  lauten: 

253,  @d)neibet  man  aöe  einem  4  (Sä  ABCD  umfc^riebe=^ 
nen  Änri^en  II  burd)  3  ®tral)len  n  bei8  33üf(^etö  D,  je 
fcE)neibet  jebe  5i:angente  in  einem  ber  3  ®(^nitt:pun!te  j,  S, 
mit  m  bie  SSerbinbungj^linie  ber  beiben  anbern  @(^nitt:pun!te 
in  ben  fünften  einer  für  aHe  Äurt)en  feften  ©eraben. 

254,  ®(^neibet  man  bagegen  alle  Äurt)en  i)on  253  burc^ 
4  Strahlen  be^  33üfcE)el!8  D,  fo  beftimmen  biefe  auf  biefen 
Äuri^en  je  ein  eingef(^riebene^  4  6rf  für  ba;^  bie  3  ©cfen 
be^  jugel)i)rigen  ^olbreied^  auf  3  für  aKe  Äuri^en  feften 
©eraben  liegen, 

255,  ©(^on  frül)er  (t^ergl  I  %l).  9tr,  195)  irmrbe  l^eri)or:^ 
gel^oben,  ba§  in  Jeber  ©eite  bei^  gemeinfamen  ^olbreietfg  2er  Äur^ 
t)en  II  bie  hmä)  4  fünfte  geljen ,  1)  bie  2  ©(^nitt:punfte  je  einer 
Äuri)e  aai,bbi  f,  gig,  35,  2)  J)ie  2  auf  biefer  ©eite  liegenben 
©cfen  be^  gemeinfamumf(^riebenen4©eit^  AAi  3)  bie  ©d)nitt:pun!te 
ber  beiben  \xä)  ni($t  auf  biefer  ©eite  f(f)neibenben  ©egenfeiten  be^  ge^^ 
meinfam  eingef(^riebenen  4  (gö^  bbi  4  $aare  jugeorbnete  fünfte 
einer  3ni^i:^lution  bilben,  beren  Orbnung^etemente  bie  beiben  (Scfen 
be^  ^olbreied^  PQ  finb,  m  ift  alfo  PP,QQ,aai,bbi,AAi,bbi, 
eine  ^ni^olution,  ©iefe  Setra(i)tung  läfet  [id)  nun  auf  nac^folgenbe 
SBeife  uoä)  ertx^eitern: 

®etra($tet  man  bie  beiben  polaren  je  eine^  ber  beiben  in  2) 
ertt)äl)nten  ©den  beig  umf(^riebenen  4©eit^,  fo  bilben  fie  offenbar 
ein  in  I.  Z^.  3^r,  194,  V,  näl)er  bejei(^netei8  ^aar  jugeorbneter 
©tral)len  v  u,  vi,  beren  ^un!te  auf  bie  eben  bort  angegebene  2Beife 
in  SSejug  auf  beibe  Äuroen  II  jugleid)  foniugirt  ftnb,  unb  bie  alfo 
ein  ^aar  jugeorbneter  ©trafen  bilben,  in  einem  ini)olut,  33üfd^el, 
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beffen  Örbnung^elemente  2  ©egenfeiten  be^  gemeinfatn  etngefd)rtebe^ 
nen  4  (Sä^  barfteKen,  unb  in  betn  au(^  bte  nad)  ben  betben  ©tf ^unfc 
ten  be^  ^^olbreietfja  gel)enben  ©tra^len  jugecrbnete  ©lemente  bat:^ 
[teilen.  §teran^  eriidlt  man  nnn  folgenbe  2  recl:pro!  t^ewanbte 
(Säfee:  (f.  ^ieju  gtg.  10), 

^e  2  ©egenfetten   aai    be^S    gemeinfam   etngef(J)riebenen 

4©df^  2er  fii^  nt(^t  berül^renber  Änrt^en  II  bilben  bie  Orb^^ 

nungi^elemente  emei8  int)Olnt,  @tral)lenbüj(^eB  in  betn  1)  je 

bie  Beiben  polaren  vvi,wwi  eine^  ber  ©egeneöen  be^  ge^ 

meinfam  nmfc^riebenen  4@ett^  bie  ntit  bem  ©(i)nitt:punft  aa, 

ni^t  anf  einer  Seite  be^  ^ßotarbreiecf^  liegen.  ^)  bie  beiben 

burc^  ben  ®d)nitt:pnnft  bet  (Segenfetten  aai  ge^enben  @ei^ 

ten  be^  ^olarbreiecf^  pq  jngecrbnete   ©lemente  barfteHen. 

ingig,  35  ift  alfc  aa^aiai^wj^ww^,  pq  eine  ^n^olntion. 

3e  2   ®egen:pnnfte  AA^  be6    gemeinfant  nmfd)riebenen 

4©ett^  2er  \iä)  nid^t  bern^renber  ÄnrDen  II  bilben  bie  Orb^ 

mings^elentente  eine^S  ini)oIni  geraben  ©ebilbe^,  in  tt)el(^em 

1)   je   bte  beiben  $ole  Wi.WWi   einer  ber  ©egenfeiten 

a  ober  a^  be^  gemeinfam   eingejcf)riebenen  4@cfi^,  bie  ji^ 

nic^t  anf  AA|  fd)neiben.   2)  bie  beiben  anf  AA^  liegenben 

6c!en  bejg  gemeinfamen  ^olarbreieö^S  PQ  jngeorbnete  ©le^ 

mente  barfteHen.    ©^  ift  alfo  ^xq.   35,    AA,AiA.t,VVi, 

WWi,  PQ  eine  ^ni^olntion, 

,3nf,  1,  aSa^  Ijier  'om  2  ^nri^en  II  gefagt ,  Id^t  fi($  nnn  felbft^ 

i)erftänbli(^  anf  aKe  Änrt>en  II,  bie  bemfelben4(Sd  nmf (^rieben,  ober 

bemfelben  4  Seit   eingef($rieben  ftttb,  an^be^^nen,    ?SJtan  erl)ält  anf 

feber  Seite  bei3   gemeinfamen  ^olarbreieif^  je  ein  int)olnt.  geraben 

©ebilbe,  nnb  ebenfo   für  iebe)3  (g(J  ie^  gemeinfamen  ^olarbreiec!^ 

einen  ini^olnt,  ©tral)lenbüf($el,  beren  Orbnnng^elemente  in  beiben 

gdßen  feft  finb* 

3nf,  2,  ©a  NPQ  in  beiben  ebenen  ^olarf^ftem,  beren 
Orbnnng^!nr\)en  bie  beiben  Änrt^en  finb,  abfolnte  ^olarbreietf e  finb, 
fo  nennen  toir  NPQ  n)ol)l  and^  ein  gemeinfamen  abfolnte^  ^olar^ 
breiecf  ber  beiben  Änrt>en  felbft,  i)ergL  ^iejn  I,  %ij.  194, 

256,  §aben  2  Änri^en  11  für  1  ^nn!t  M  i^rer  ©bene 
biefelbe  qSoIare  m,  fo  ift  biefer  ^nnft  ein  ©cf^nnlt  i^re^ 
gemeinfamen  ^olarbreiec!i§  nnb  m  bie  ©egenjeite  beffelben; 
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l)abett  fie  bälget  reeüe  ©c^nüt^xmfte ,  fo  liccjett  intmer  \t  2 
berfelbett  mit  M  in  1  ©eraben,  unb  l^aben  fie  reeÜe  flenteitt- 
f(^aftlid)e  2:attgenten,  fo  f(i)neiben  [ie  \iä)  )paaxmx\e  auf  ber 
©eraben  m. 

257.  ©(^neiben  2  Äuri)en  II  K  unb  Ki  eine  3te  Kg 
in  fotc^en  4  fünften,  bafe  bie  baburc^  entftef)enben  beiben 
gemeinfant  eingefd^riebenen  toollftänbigen  4  (Scfe  ^olbreietfe 
^Oib^n,  benen  ein  @c!Munbalfo  aud^  beffen  ©egenfeite  m  ge^ 
meinfc^aftli(^  ift,  fo  jc^neiben  fi(^  and)  K  unb  Ki  in  feieren 
4  fünften,  ba^  ba^  baburc^  gebilbete  46^  ein  ^olbreietf 
l^at,  beffen  eine^  (Sä  unb  ©egenfeite  ebenfalls  M  u.  m  ift. 

@ig  ift  nämlic^  bie  polare  m  t)on  M  in  S3ejug  auf  K2  fo- 
ttjol^l  für  Kl  aU  anä)  für  K  ebenfaHi^  polare  bon  M,  n)orau6  ber 
@a^  au^  256  folgt 

258,  @inb  bon  3  Würben  KK1K2  ber  K  unb  Kg  einer^^ 
feitö  unb  ber  Ki  unb  K2  anbererfeitsS  je  tin  gemeinfame^ 
4©eit  unrf (^rieben,  beren  ^olarbreieöe  eine  gemeinfd^aftlic^e 
©eite  unb  ©egenetf e  m  u.  M  ^aben,  fo  ^aben  auä)  K  u,  K^ 
ein  gemeinfam  untf(ftriebene)g  4©eit,  beffen  ^olarbreiecf  bie= 
felbe  Seite  unb  @c!e  m  unb  M  l^aben. 

©ieSäfee  257  u,258  gelten  aud),  tüennntan  fürKu.Ki 

ie  ein  ©Aftern  bon  2  geraben  Sinien  ober  bon  2  fünften 

annimmt,  n)ie  biefe^  noc^  birelt  gegeigt  n^erben  foE  f»  gig.  36. 

259.    SftM  ba^  gemeinf(^aftli(f)e  ^ol^iStf  ber  beiben  4etfe, 

bie  bie   beiben  burd^  S  gel^enben  ©eraben  einerfeitiS  unb  bie  beiben 

bur(^  T  gel^enben  ©eraben  anbererfeitö  mit  K2  bilben,  unb  bilben 

bie  2  ^aar  ©erabe,  bie  burd)  S  unb  T  gelten,   ein  tjoöftänbigeiS 

4 Seit    beffen  4  bon  ST  berfc^iebene  Mm  PNRQ  finb,  fo  muf^ 

na($  ber  9Sorau6fefeung  T  [PMRS]  foti)ol)l  aU  S  [PMRT]  je  ein 

I)armonif(^er  SBurf  fein,   alfo  bie  Seite  Pß   be^  ^olbreied^  i)on 

PNRQ  unb   ebenfo  bann  auc^    bie  ©eite  NQ    burd)  M  gel)en 

tt).  g.  b,  tt). 

Wtan  l^ätte  nun  offenbar  ©tatt  ber  beiben  burd^  S  gel)enben 
©egenjeiten  be^  erften  ber  Äurbe  eingefd^riebenen  4(gtf^  bie  bei^ 
ben  anbern  auf  ber  polare  bon  M  fid)  fc^neibenben  ©egenfeiten 
be^felben  4  @d^  ber  Setrad^tung  ju  ©runbe  legen  !önnen   unb 
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etenfo  bei  beut  2ten  eingefi^riebenen  4@tf  t)erfal)ren  fönnen,  fobafe 
man  über^au:pt  ben  ©a^  erhält: 

^at  man  2  einer  Äuri)eII  eingef(^riel)ene  4@cfe,  beren 
$olbreie(f  ein  @(S  M  unb  beffen  ©egenfeite  gemein  ^aben, 
fo  jc^neibet  jebe^  ^aar  ©egenjeiten  be^  einen  beffen  ©c^nitt- 
:pnn!t  auf  m  liegt,  jebeig  ^aar  ©egenfeiten  be^  anbern, 
beffen  (Sd)mtt))unft  ebenfaU^  auf  m  liegt  in  ben  4  fünften 
einei8  4@c!i^  beffen  ^olarbreieö  ebenfalliS  M  u»  m  al^  (Söe 
unb  Seite  ^at. 

S;fat  man  2  einer  Äurt>e  II  umf (i)riebene  4  ©eite,  beren  ^ol- 
breietfe  ein  (ää  Munb  beffen  ©egenfeite  m  gemein  Ijaben,  fo  bilbet 
iebe)g  ^aar  ®egen:pun!te  beiS  einen,  bajg  mit  M  in  1  ©eraben  liegt, 
burc^  il^re  SSerbinbung^linie  mit  iebem  berfelben  S3ebingung  unter- 
txiorf enen  @egen:pun!ten:paar  bc^  anbern  ein  4©eit,  beffen  $clar= 
breie(f  ebenfaüia  M  u,  m  al^  (Scfe  unb  ©eite  ent^^ält» 

3uf,  ©ig  gelten  aber  bie  ©äfee  257  unb  258  au($  bannnod^, 
tt)enn  blofe  bie  eine  ber  2  Äuröen  KKi  in  ben  ©rengfaU  eine^ 
©t)ftem^  2er  ©eraben  ober  2er  fünfte  übergebt  ©er  33eti?.  möge 
bem  Sefer  überlaffen  bleiben. 

260.    ^ierauig  ergeben  fid^  nun  unmittelbar  folgenbe  ©cifee: 

,5i)aben  2  einer  Äurbe  11  K  umfd)riebene  4©eite  2  ^o^ 

tarbreieöe,  bie  ein  (Sd  M  unb  alfo  au(^  beren  ©egenfeite  m 

gemein  ^aben,  fo  liegen  bie  8  (Stfen  berfelben,  i)on  benen 

leinet  auf  m  liegt,  auf  einer  ^uri)e  II  K^. 

5Denft  man  ficE)  namli(^  burc^  bie  4  ertüdljuten  ©(fen  ABCD 

beiS  einen,   unb    ba^  @ö  Ai   be^g  anbern  ber  beiben  4  ©eite  eine 

Äurt)e  II  Kl  gelegt,  toelc^e  alfo  ebenfo  n?ie  KM  ^nm  ^ol  i^onm 

Ijat,  fo  liegt  and)  bie  ©egenetfe  Ci  ic^  2ten  4©eiti3  auf  biefer 

Äurt)e,  njeil  na(^  114  AiCCiÄ  ein  4(5^  barfteUt,  beffen  ^olbreietf 

M  jum  6(S  unb  m  gur  ©eite  l^at,  fo  ba§  Ai  u.  Ci  burc^  Mu.  m 

^armonif(^  getrennt  finb.    5Da  aber  naä)  ber  SSorau^fefeung  auc^ 

Ml  Ai  unb  Ml  Dl  burc^  M  unb  m  l)armonif(^  getrennt  finb,  fo  mu§ 

aud)  Dl  auf  ber  ^nxu  Ki  liegen,  unb  ebenfo  liegt  nun  no(^  Bi 

auf  Kl,  n)eil  anä)  MAi  unb  MBi  bnxä)  M  unb  m  l}armonifc^  ge^ 

trennt  finb. 

Unterfuc^t  man  nun,  in  toel(^en  fünften  bie  fragli(^e  Äurije 
II  Kl  bie  ©erabe  m  f(^eibet,  fo   ergiebt  fic^  an^  5Jlr.  7  unmittel^ 
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hax ,  ba§  biefe  ©c^nitt:punf te ,  fotDCl^l  bur(^  bie  beiben  auf  m  lie^ 

genbe  ©egenecienMMi  bei^  einen,  aU  and)  bur(^  bie  auf  m  liegenben 

©egeneif  en  NNi  ht^  anbern  4  ©eit^  l^armonif (^  getrennt  fein  muffen, 

b,  )).  fie  muffen  bie  Orbnung)8eIemente  ber  bur($  bie  beiben  ^aare 

jugeorbneter  fünfte  MMi .  NNi  beftimmten  int>oIut.  33ejiel)ung  fein. 

Säfet  man  nun  ba^^  eine  ober  ba^  anbere  ber  beiben  im  t^ori- 

gen  Sa^e    bejeid^neten  4  ©eite  fi(^  ijeränbern,  oI)ne  bafe    Jebod^ 

M  u»  m  auf{}ören,   bem  gugel^ßrigen  ^olbreietf  anjugel^ören ,   unb 

lä^t  man  babei  bie  Slenberung  fo  gefd)el)en,  bafe   ftetjg  bie  beiben 

auf  m  gelegenen  ©egenetfen  jugeorbnete  fünfte  ber  3^t)otution 

MMi.NNi  finb,  fo  änbert  fid^  offenbar  bie  burd^  bie  8  @cf))un!te 

beftimmte  Äurtie  II  Ki  nic^t,  benn  e^  giebt  nur  eine  ^urDe  II, 

mlä^t  hnxä)    bie    4  eä^unfte  ABCD   (ober  AiBiCiDO  unb  bie 

beiben  Orbnung^^unfte  ber  ertoä^nten  3ni)otution  gel)t.    ©araui^ 

ergeben  ft(^  nun  unmittelbar  bie  beiben  folgenben  reci:pro!en  ©ä^e: 

26L    3^^^t  ^^^  ^^^  timm  beliebigen  ^aare  jugeorbne- 

ter  fünfte  tim^  ini)olut.  geraben  ©ebitbe^  p  2  ^aare  S^an- 

genten  an   eine   ÄurJ^e  II  K,   fo  liegen   bereu    4   übrige 

©(^nitt^unfte  auf  einer  neuen  Äuri)e  II  Ki,  toeli^e  burd^ 

bie  Orbnungi^Jpunfte  S  T  ht^   ertodl^nten    ini^olut,  geraben 

©ebilbe^  fotoie  burd^  bie  a3erül^rung^:punfte  ^^lüi  ber  oon 

i^nen  an  bie  ^uri^e  ju  jiel)enben  Sangenten  ge^t 

262.  ^ebe^  $aar  ^ugeorbneter  ©tra^len  eine^  ini^olut, 
©tral^lenbüfd^el^  P  fc^neibet  eine  beliebige  ^nvot  II  K  in 
ben  4  fünften  eine^  4®(J^,  beffen  4  übrige  ©eiten  ftet^ 
eine  unb  biefelbe  2te  Äuri^e  II  K^  berül)ren,  bie  auc^  bie 
beiben  Orbnung!Sftra|len  st  be^  ini)olut»  SSüfc^ete  ju  S^an- 
genten  l^at,  toäl^renb  bie  Siangenten  ber  gegebenen  Äurt)e  in 
ben  4  ©(^nitt^punften  ber  Orbnung^ftra^len  anä)  ber  2ten 
Äuri^e  angepren. 

3uf»  p  in  261  u.  P  in  262  bürfen  babei  nid^t  ju  ben  föle^ 
menten  t>on  K  gepren,  toeil  fonft  ein  int^blut.  Äuri)engebilbe  ent^ 
ftel^en  t^ürbe, 

3uf.  2.  Siegen  be^  ber  E  u,  Ki  gemeinfamen  4<S(f^  ^^itti 
§aben  beibe  für  p  benfelben  ^ol 

263,  klimmt  man  in  ber  (SUm  einer  ^nvu  II  eine  be- 
liebige ©erabe  in  unb  in  it)r  einen  beliebigen  ^un!t  M  unb 
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jiet)t  je  t)on  2  foId)en  fünften,  beren  Sltftättbe  i)on  M  ein 
$robuft  i)on  fonftantem  äöertl^e  geBen,  2  Siangenten^paare 
an  K,  jo  liegen  beren  @(^nitt:pun!te  aUe  auf  einer  2ten 
Änri)e  II  (25), 

264.  3Bäl)lt  man  unter  Seibel^altung  ber  23ejei($ung  ber 
t)origen  Plummer  je  2  jol(^e  fünfte,  bie  t)on  M  gleii^  t^eit 
abfielen,  jo  beftimmen  bie  (Si^nittpunfte  ber  2:angenten:paare 
eine  Äuri)e  II,  ti^eli^e  bur($  M  unb  ben  unenblii^  .fernen 
^un!t  i)on  m,  fot^ie  buri^  bie  aSerü^rnng^^unfte  ber  2 
Zang^enten  g,ti)t,  mlä)e  bon  ben  beiben  eben  ertt)ä^nten  ^unf== 
ten  an  K  fie^  legen  taffen  (20). 

265.  SlKe  einer  ©tti^feK  umft^riebenen  ^arallelogram  me, 
beren  2  ©egenfeiten  je  einem  ^aar  t)on  foniitgirten  2)urc^^ 
mefjern  ;paraHel  finb,  erzeugen  burd^  ii^re  @öen  eine  ber  K 
ä^nlic^e  (Sm^je  II  Ki. 

3lnm.  &  bürfte  ^ier  am  ^la^e  fein,  nä^er  auf  ben  Se= 
griff  ober  ba^  SBefen  äl^nlid^er  ^uri)en  II  einjuge^en. 

2  Äurtien  II  finb  äl^nlii^,  tx)enn  fie  afö  entf:prec^enbe  @e=^ 
bilbe  2er  al^nli(^en  ebenen  ©et^ebe  betrachtet  ti^erben  fönnen, 
ba  2  foli^e  ebene  ©emebe  aber  immer  in  :perf:pe!t.  äl)nli(^e  Sage 
gebra(J)t  tüerben  !önnen  nac^  20,  fo  muffen  and)  2  äl)nti(^e  Rnx^ 
un  II  immer  in  ))erf))e!t.  ä^nlid^e  Sage  gebracht  mxitn  können, 
b.  ^,  :perf:pe!t  gelegt  ti^erben  fönnen,  in  Sepg  auf  bie  nnenblic^ 
ferne  ©erabe  aU  :perf:pelt,  2l^e ,  unb  umge!e"^rt  finb  2  ^uri)en, 
bie  in  biefe  2lrt  ^erf:pelt.  a3ejie:^ung  gebracht  vi^erben  fönnen,  bei 
jeber  anbern  gegenfeitigen  Sage  ä^nlic^, 

§infi(Stlic^  ber  a3ebingungen,  ti^eli^e  'om  2  Äuri)en  11  erfviKt 
fein  muffen,  bamit  fie  ä^nli($  finb,  ift  ba^er  nad^  21  folgenbe^  ju 
fagen:  1)  2  Parabeln  finb  immer  ä^nli($,  2)anä)  2  ^^^erbeln  finb 
ät)nli(^,  tijennber  5lf^m;ptotenti)in!et,  in  bemfie  liegen,  in  ber  einen 
eben  fo  groB  ift  al^  in  ber  anbern,  2  gleii^feitige  ^l):perbeln  finb 
alfo  immer  a^nlid§ ;  3)  finbaa^  u.  bb^  2  ^aare  Jonjugirter  ©urcf)^ 
meffer  einer  ©Iti^fe  K  unb  ppi  u.  qq^  2  ^aare  fonjugirter  S)urd)^ 
meffer  einer  2ten  ©Hi^fe  Ki  fo  finb  E  u.  Ki  äl)nlic^,  mnn  bie  ^u^ 
t)olution  aai  .bbi,  biefelbe  ift  me  bie  ppi.qqi.  4)prbie  3le:^nli(^? 
feit  ber  §t)^erbeln  u.  eEi^fenalfoftatt  2)u.3)  läfet  fid)  ein  m^xh 
mal  aufftellen,  alfo  lautenb:    ©inb  bei  2  em^jfen  K  u.  Ki  ober  2 


Hosted  by 


Google 


—    112    — 

§^^erkln  K  u,  K^  aa^  u^  bbi  für  K  ppi  u.  qqi  für  Ki  je  2 
^aare  foniugirter  S)ur(^mef|er,  fo  fitib  K  u.  K^  ä^nlid),  wmn  bev 
Sffiurf  abaibi  fonaruent  bem  SBurfe  pqpiqi,  tt^enn  noc^  für  ben 
gall  ber  §^))erbeln  beibe  jugleid^  in  ben  f^ifeen  ober  beibe  ju^leli^ 
in  ben  ftumpfen  äßinfel  eingef(i)riel)en  finb.  5)  §t)))erkl  fmm 
bloB  ber  §^^)erbet,  (Stti^^fe  btofe  ber  mi^,  Parabel  bloß  ber  ^a^^ 
rabel  ä^nlii^  fein. 

©(^lie^tlc^  fei  l^ier  no£^  anf  einen  S3egriff  ober  auf  eine  ,Se== 
jei($ung  aufmerifam  gema(^t,  bie  man  in  neueren  geometrifi^en 
®<^riften  l)äufig  finbet,  nämli(^  auf  ben  „äl^nli^  liege  über'' 
Äurt)en  11:  2  Äurt)en  II  finb  aber  äf)nli(^  liegenb,  tpenn  fie  in 
:perf))e!t.  a^nli($er  Sage  finb;  bie  erftere  S3ejei(^nung  fiel)t  aber  ein- 
fa(^  t)on  ber  ))erf:pelt  S3e^ie^ung  ab. 

266.  2)ie  ©(^eitel  aHer  einer  Äuri)e  II  K  umfc^riebenen 
rechten  Sßinfel  liegen  auf  einem  Äreife  K^. 

S)iefer  Äreiig  rebucirt  \xä)  bei  ber  gleii^feitigen  §^;perbel  auf 
einen  ^un!t,  ben  ©(^nitt^unft  ber  einjig  möglid)en  auf  einanber 
fen!re(^ten  Sangenten,  ):x)ät)renb  t^  bei  einer  §t):perbel  bereu  Slf^m- 
totentDinfel  ftum))f  ift,  feine  reeHen.  auf  einanber  fenlrec^ten  Xan= 
genten  giebt.  Sei  ber  Parabel,  bei  ti?el($er  bie  unenblic^  ferne 
©erabe,  tx)eld}e  \a  in  bem  foeben  angefül)rten  befonbern  galle  ber 
2;räger  be^  ini)olut  geraben  ©ebilbe^  p  barfteEt,  Stangente  ber 
Äuri)e  ift,  liegen  bie  fragli($en  ©(^eitel  (262  ^n\.  1)  auf  einer  @era= 
ben,  ber  ©ireftrijc.  K  u,  K^  Ijaben  benf elben  3Jtittel^unft  (262  3uf ,  2). 

267.  SlUe  Seinen  einer  Äuri^e  II,  tt^elc^e  bie  Äuri^e  II 
K  in  folc^en  fünften  ab  f(^neiben,  bie  burd^  bie  2  ®d)nitt' 
:pun!te  berfelben  ©eraben  mit  2  feften  ©eraben  p  q  l)armO' 
m\ä)  getrennt  finb,  berühren  eine  neue  ^uri)e  II  Ki,  tt)eld)e 
bie  2:angenten>er  Ktn  ben  @(^nitt:pun!ten  'oon  pq  ferner 
ab  unb  aufeerbem  punb  q  felbft  ju  S^angenten  ^at. 

&  ftetten  nämlii^  l)ier  p  unb  q  bie  beibenOrbnung^ftraljlen 
be^  in  262  ertt)äl)nten  int)olut.  23üf(^el)§,  bie  ®el)nen  ab  bagegen, 
ie  eine  i)on  ben  oben  bafelbft  angefül^rten  ©eiten  be^  4  6d^  bar, 

ein  befonberer  gaU  ^iet)on  ift: 

268.  SlUe  ©eignen  einer  Äuroe  II,  bereu  Witkn  auf 
einer  feften  ©e^ne  liegen,* berühren  eine  Parabel. 

SlCe   fünfte,   i)on   benen  aui§  S^angenten^aare  an  eine 
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Äurbe  IIK[i(%  jiel)en  taffett,  bie  buri^  2  fefte  ?ßuttIteMN 
^artttottifd)  getrettttt  ftttb,  Itegett  auf  ettter  Äuri^e  II  bte  bur(^ 
Jette  2  feften  ^uttfte  itttb  huxä)  bte  4  Serül^ruttg^Jpunfte  ber 
t)ott  M  uttb  N  att  K  p  jteljettbett  2;attgetttett  gei)t, 

269.  ©re^t  ft(^  eitt  rechter  Sötttfel  um  feittert  feftett 
©c^ettel  F,  fo  beftitntttett  feitie  (Bä^entel  auf  einer  gegeben 
tten  J^uri^eK  ©et)nen,  bie  aUe  eine  2te  ^uröellKi  berü^-^ 
ren,  bereu  ^renn^punlt  ber  fefte  ©d^eitel  F  ift;  ift  K  ein 
Äreig,  fo  ift  ber  ?UlitteI^un!t  be^  .^reifeg  ber  2te  ffirenr- 
:pun!t  Don  Ki, 

Siegt  F  auf  ber  Äuri^e,  fo  ge^t  bie  Äuri^e  in  einen  ^un!t 
iifcer  f.  103, 

270,  ©ie  @))t|en  aEer  gletd)j(^en!ligen  S)reie(Se,  bereu 
2  ®(i)eitel  eine  ^uri)e  II  K  berühren,  toä^renb  bie  ©runb^ 
linie  in  einer  feften  ©eraben  liegt,  liegen  auf  einer  gleiiJ)^ 
feitigen  §^:perkl,  bereu  eine  2lf^m))tote  :parallel  ber  feften 
©eraben  ift  unb  bie  burd)  bie  a3erü^rung^))un!te  be^Jenigeu 
ber  K  umf($rieknen  SRei^teö^  ge^t,  beffen  eine  ©eite  ber 
feften  ©eraben  ^parallel  ift, 

3e  2  ©(^en!el  eine^a  foI(^en  glei(^f(^en!ligen  ©reieöjg  fc^nei^ 
ben  uätntid)  bie  unenblic^  ferne  ©erabe  in  jugeorbneten  ?ßun!ten 
einer  S^oolution,  bereu  Orbnung^elemeute  in  ben  ©eiten  be^  ^n^ 
te^t  ertt)ä{)nteu  ?fitä)kä^  liegen,  oergl,  l^ieju  130, 

J)a  man  tu  irgeub  einer  ©eraben  bie  Reiben  Orbttungj^^unfte 
in  261  ertocit)nten  ^tti^olution  ganj  l^eliebig  tt^äl^len  !ann,  fo 
erl^ält  mm  au^  261  (unb  etenjo  battn  reci:prof  an^  262)  folgenbe 


271,  ^\m  beliebige  ^uu!te  liegen  mit  ben  4  33erü^rung^^ 
fünften  auf  ben  i)on  i^nen  an  eine  beliebige  Äuri^e  II  ju 
jie^enbeu  S^angeuten  fteti^  in  einer  neuen  ,Kuri)e  II, 

272,  2  ©erabe  liegen  mit  ben  4  2:angenten,  bie  tu  il)reu 
4  ©(^nitt:pun!ten  mit  einer  beliebigen  Jluroe  II  an  biefe  fi(^ 
gießen  laffen,  ftet;^  in  einem  ©tra'^leubüji^el  11, 

273,  SKan  !ann  nun  aber  ben  ©egenftaub,  ber  in  9lr,  261 
unb  262  bel^anbelt  iDurbe,  no(^  'oon  anbrer©eite  betrad)ten,  inbem 
man  in  ben  bortigen  ©äfeen  ©orau^fefeung  unb  Folgerung  fo  ju 
fagen  um!el§rt:  Sft  nämlicE)  unter  93eibel)altung  ber  bort  angetoen- 

5|5faff,  neuere  ©eometrie,  IL  8 
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beten  a3ejetd)nung  K^  nnb  fomit  au(^  bte  in  p  burd^  bie  ®(^nttt== 
:pun!te  pKi  aU  Orbnungi^elemente  befttmmte  ^nt^olutton  aU  Q^<^^' 
kn  betrad)tet,  jo  fann  man  ft(^  bie  grage  auftt^erfen,  tüel(^e  Äur=^ 
i)en  K 11  ^^^n  bie  (äigenfc^aft,  bafe  bie  S:angenten:paare,  bie  man  t)on 
einem  $aar  sngeorbneter  ^unlte  be^  in^olut.  geraben  ©ebilbe^  in 
p  an  [ie  §iet)en  !ann,  ein  4. Seit  bitben,  beffen  4  übrige  (Stfen  in 
ber  Kj.  liegen,  ©iefe  S3etra(^tung  füljtt  unmittelbar  in  folgenbem 
@afee: 

274,  ©inb  MN  2  ®egen:pun!te  einej^  4  ®eit^,  befjen  4  übrige 

ga^unlte  n)ir  burd)  ABC;D  bejeic^nen  "mollen,  nnb   jie^t 

man  t)on  2  beliebigen  fünften  M^Ni  in  ber  ©eraben  MN 

je  bie  4  Slangenten  an  irgenb  eine  bem  4  (Seit  eingeji^rie- 

bene  ÄurDe  II  K,   fo  liegen   bie  4  übrigen  ©d^unfte  be^ 

bur(^    biefe  2  Slangenten^paare    gebilbeten  4  (Seit!3   für  alle 

eingefd)riebenen  Äuri^en  II  an\  einer  nnb  berfelben  Äurt)e  II 

Kl ;  bieje  gel)t  buri^  bie  Orbnung^elemente  ST  ber  3^i)olU'^ 

tion  MN.MiNi,   nnb    e^  liegen   auf  ii)x  bie  23erül)rung^' 

fünfte  auf  allen  Sangenten,  bie  mvan  uon  S  u.  T  an  irgenb 

eine  Äur^e  be;^  ®^[tem^  jiel)en  fann» 

a3etrad)tet   man  nämlid)  bie  Äurüe,  bie  burc^    bie   ^unJt- 

elemente  ABCDS   beftimmt  ift,  fo  mufe  biefelbe,  ba  MSNT  ein 

:^armonifc^er  Sßurf  ift,  aud)  bur(^  T  gel)en.  Sllfo  bilben,  ba  MiNi 

ebenfaE^    ein   ^aar   jugeorbnete   (Elemente    ber    S^i^olution    SS. 

TT.MN    barftelten,   bie   4   buri^  M^Ni   an  eine   beliebige   bem 

4  ©eit  eingef(^riebene  Rnvot    gezogenen  Slangenten   na(^  261  ein 

4  ©eit,  beffen  bon  M^Ni  i)erfd)iebene  ©den  ebenfaE^  auf  Ki  Ite- 

gen  müfjen> 

5)er  reci:pro!e  ©a^  ift: 

275  3i^^^  ^^^  ^^^^  fe^^  ©d)nitt;pun!t  ber  beiben  ©e- 
genfeiten  mn  eine^  4^äß  2  beliebige  ©erabe  m-ini,  fo  feinet- 
ben  alle  bem  4ed  umfc^riebenen  Äur^en  II  bie  m^iii  in  4 
folc^en  fünften,  ba^  bie  4  tion  mini  i^erf(^iebenen  ©eiten 
bei^  babur(^  gebilbeten  4(Sd^  eine  iluri^e  II  Ki  berütjreU; 
bie  mä)  bie  Örbnung^ftra^len  st  ber ^ni^olutlon  mn.mini 
ju  Sangenten  Ijat,  ^r^ä^renb  juglei(^  für  jebe  Äurt)e  be;^  ©^? 
ftem^  bie  Sangenten  in  ben  ©4nitt:punften  berfelben  mit  st 
in  ben  (Slementen  i)on  Ki  gel)5ren. 
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Sef onbere  galle  I)teDon  finb : 

276,  Sie  Srenn;pun!te  aller  bemjelBen  Parallelogramme 
eingefi^rteienen  Äurt>en  II,  liegen  auf  einer  glei($feitigen 
§^:pert)el,  beren  2lj\)m^totenri($tungen  bie  SBinfel  be^  ^a^ 
raHelogrammig  l^alWren, 

277,  ®inb  ab  unb  a^bi  2  ^aar  auf  einanber  fen!re(^* 
ter  ®trat)len  eineig  ®traf)IenMf(^eli3  P,  fo  f(^neiben  atte 
Äuri)en  II,  tx)el(J)e  mit  a  unb  b  biefelben  4  fünfte  gemein 
^afcen,  bie  a^bi  in  4  fünften  eine^  4  (Sä^,  beren  übrige  4 
aSerbinbungi^linien  eine  unb  biejelk  Äurüe  II  krül)ren,  bie 
i:^ren  1  Srenn^unft  in  F  ^at. 

278,  §at  man  ein  Softem  i)on  Äuri^en  II,  n)el(^e  alle  2 
aSrenni^unfte  P  u,  Pi  gemein  I}aben  (bo:p^eIt  fonfofal),  jo 
liegen  bie  a3erül)rung^:pun!te  aüer  3:angenten,  bie  man  ^on 
2  fünften  S  T,  bie  burc^  P  u.  Pi  I)armonif(^  getrennt  [tnb, 
auf  einer^uri^ellKi,  bie  burc^  S  unb  T  get)t. 

©inb  unter  Beibehaltung  ber  otigen  S9ejei(i)ttung  MgN^  ein 
anbere^  qjaar  ber  ^tjolution  SS ,  TT .  M^Ni ,  MN  fo  erzeugen  bie 
Jangentenipaare,  biemanoon  biefen  fünften  an  alle  bem  obigen  4  ®eit 
eingefi^riebenen  Äuroen  II  sieben  !ann,  na(%  274  t^ieberum  biefelbe 
Äuroe  Ki;  aU  Slnwenbung  l^iei?on  mögen  einige  SSeif^iele  l^ier 
folgen: 

279,  OTe  Äurijen,  bie  bemfelben  dtz&iMz  eingefdEjrie^ 
ben  finb,  erf(^einen  ijon  ben  fünften  bemfelben  Äreife^  un-^ 
ter  red^tem  3Sin!el 

280,  3ie^t  man  um  ein  ^araUelogramm  eine  beliebige 
§^¥>erbeC  fo  liegen  bie  4ec!en  einei^  Parallelogramm^, 
beffen  Seiten  ben  2lft)m^toten  ber  §^^erbel  ))araUel  finb 
unb  baa  irgenb  einer  bem  gegebenen  Parallelogramm  einge^ 
f(^riebenen  ^nxu  II  umf (^rieben  ift,  fteta  auf  einer  unb 
berfelben  Äurt)e  II, 

281,  3iet)t  mm  i)on  2  ^unlten,  bie  gleii^tueit  oon  2 
©egeneiJne^  eine^  einer  ^\xxu  II  umfd)riebenen  4  ©eit^, 
resp,  i)on  i^rer  ?D^itte,  entfernt  finb,  2  Sangenten^aare  an 
irgenb  eine  bem  4©eit  etngef(^rtebene  Äuri^e  II,  fo  liegen 
bie  4®i5^nitt:punlte  berfelben  auf  einer  unb  berfelben  §^:perbel 


Hosted  by 


Google 


—    116    — 

bereu  eine   S^^miptote  ber  aSerbinbunc^^ltme  ber  fragli^en 
©egenetfen  ^parallel  i[t, 

282.  23etrad)ten  tDtr  tiun  einen  %^ül  btefe^  fo  eben  ent^ 
ti^idEelten  ©atje^^  274  (nnb  275)  no(^  etoa^  nai)tv,  inbem  voix  if)m 
folgenbe  Safjnng  geben: 

3iel)t  man  i)on  2  ^nnften  ST,  bie  bnri^  2  ©egenetfen 
MN  eine^  i)oll[tänbigen  4©eit^  abcd  ^armonij(^  getrennt 
finb,  S:angenten  an  aHe  möglichen,  bem  4©eit  etngefc^rtebe^ 
nen  Ä^nri)en  II,  jo  liegen  beren  ®erüt)rnng^^nn!te  anf  einer 
Änrt)e  11  Ki,  tt)elc^e  burcf)  bie  4  Don  NN  t)erf(ä)iebenen 
©den  be$  4©eitg,  fon^ie  bnr(^  S  nnb  T  get)t. 

^or  allem  lenc^tet  ein,  bafe  votnn  A  irgenb  ein  ^nnft 

biefer  Änrt>e  K4ft,  ba§  bann  SA  n.  TA  bie  beiben  3:an^ 

genten  an  biejenigen  2  j?:nri)en  £  n,  Äi  be^  Änri)enjt)ftem^ 

abcd  finb,  n)eld)e  abcd  berül)ren  nnb  bnr(%  A  ge^en. 

©^  ift  biefe^   nämli($  eine  nnmittelbare,  b,  "^^  jelbftt)er[tänb^ 

ad)e  golge  i^on  274. 

?SJcan  !ann  nnn  biefelbe  Betrad)tnng  anf  bie  3  ^aare  t>on 
©egeneden  be^  4®eit^  abcd  anwenben  unb  gelangt  anf  biefem 
äöege  jn  nai^folgenben  intereffanten  Slefnltaten: 

Segt  man  bnrc^  je  2  ^aare  i;)on  ©egeneden  eine^  tjoUftän- 
bigen  4  ©eit^  Je  eine  Änri^e  II,  ti^elc^e  no(^  anfeerbem  bnrc^  ben 
feften  ^^ßnnft  A  gel)t,  fo  erhält  man  3  folc^e^nroen  KK1E2,  ti^eli^e 
je  bie  aSerbinbnng^linie  be^^  3ten  $aare^  tion  ©egeneden  in  2  ^nn!- 
ten  fd)neiben,  bie  bnri^  biefe  ©egeneden  l}armonif(^  getrennt  finb, 
toir  bejetc^nen  biefe  ©d)nitt:pnnfte  entf:prec^enb  bnrd)  STS1T1S2T2. 
9R;nn  fteHen  na(^  bem,  toa^  foeben  no(^  befonberi^  l)eri)orgel^oben  tx^nrbe, 
SA  TA  S^A  TiA  SgA  TgA  bie  Tangenten  berjenigen  Änrbenll 
be)8  (Sl)ftem^  abcd  bar,  toef(^e  an^erbem  no(^  bnrd)  ben  feften  ^nn!t 
A  geljen,  ba  e^  aber  nad)  188  nnr  2  fol(^eÄurt)enÄ  u.  ^i  giebt, 
fo  folgt  l)ieran)^  nnmittelbar  folgenber  ©a^: 

«on  ben  6  ^nnften  STSiTiSgT^  liegen  3  (ti^ir  nennen 

fie  SS1S2)  nnb  bann  noc^  einmal  3  (nämli($  TT1T2)  in  je 

einer  ©eraben. 

^e  2  ber  obigen  Änrben  KK1K2  Ijaben  außer  A  anä:}  je  ein 

^aar  ©egen^nnfte  be^  4©eit^  abcd  gemein;  bejeid)nen  toir  nun 

ben  ©(ifenitt:punft,  ben  außerbem  no^  Ku^K^  gemein  ^aben,  burc^ 
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R2  IL,  fü  folgt  gattj  auf  biefelk  SBetfe  tt)te  joeben,  ba^  bie  ®erabeSß2 
ibenttj(^  fein  muß  mit  TiRg*).  ^^^^\^  f^tib  TR2U.S1R2,  SRiU.TgRi, 
TRi  u.  S2R1,  SiR  u,  T2R,  TiR  u.  S2R  je  ein  ^aar  ibentij(^e 
©erabe,  inbem  iebe^  foIc£)e  ^aar  ein  nnb  biejelbe  S^angente  einer 
Äuroe  be^  ^urüenf^ftem^  abcd  barfteHt,  2Senbet  man  nun  hierauf 
ben  ©afe  30  b  an,  f 0  erl)ält  man  unmittelbar  folgenben  ©a^ : 

5)ie  3  ©(^nitt:punfte  RR^Rs  t)on  je  2  ber^uri^enKKiKg 
liegen  in  einer  ©eraben,  n^eld^e  bie  beiben  oben  erti^äl^nten 
©eraben  SSiSs  u.  TT^To  in  2  fünften  f(^neibet,  in  ti^eli^en 
belbe  t)on  einer  neuen  «Kuröe  II  berül)rt  t^erben,  toel(^e  bem 
^olarbreietf  beig  4  ©eiti^  abcd  eingefd)rieben  i[t. 
©er  reci:pro!e  ©a^  lautet: 

283.  ©inbKKiK2  3  t)erf(^tebene\fi:uroen  II,  öon  benen  iebe 
bie  ©erabe  a,  unb  au^erbem  2  ^aar  ©egenfeiten  be^  4  ©cf^  ABCD 
ju  S^angenten  l}at,  bejeid)nen  tx>ir  ferner  bie  3  ^aare  2;angenten, 
toel(^e  oon  ben  3  (Stfen  be^a  ju  ABCD  gel)örigen  ^olbreieiS^  ie  an 
bieienigen  ber  3  ^urt)en  KKi'K2  \iä)  jiel)en  lafjen,  toel(^e  bie  ju 
jenem  (S(f  geprigen  ©egenfeiten  nii^t  berül)rt,  burd^  st  Siti  S2t2, 
unb  bie  3  S^angenten,  toelc^e  je  2  ber  3  Äuroen  KK,K2  no(^ 
au§erbem  gemein  ^^aUn,  burd^  rr^rs**),  fo  gilt  t)inftci)tli(^  biefer 
Elemente  folgenben : 

©^  f(^neiben  fi(^  1)  sSiS2,  2)  ttit2,  3)  rr^rg,  4)  stirg, 
5)  tsir2,  6)st2r.i,  7)  ts2ri,  8)  S|t2r,  9)  tiS2r  in  je  einem 
fünfte,  unb  au^erbem  ftellen  bie  SSerbinbungsSlinien  ber  ^un!te 
1)  unb'  3),  fotoie  au<i)  2)  unb  3)  bie  beiben  S^angenten  einer 
neuen  J?:uroe  II  bar,  n)eld)e  aufeer  burc^  1)  unb  2)  no(^ 
burc^  bie  3  (Säen  be^  ju  ABCD  gel)örigen  ^$olarbreiecfi8 
ge^t. 

284.  §aben  2  46de  bajgfelbe  ^olbreietf,  fo  liegen  il)re 
8  ecf:pun!te  auf  1  Äurbe  II  K. 

Segt  man  nämlic^  burd)  bie  4  {S(l:puntte  ABCD  be^  einen, 
unb  1  (äc!:pun!t  Ai  be^a  anbern   eine  Äuroe  II,  fo  ift  ha^  gemein== 


*)   mit  Si  R2  l^^^^  fi^  be^tüegen  nid^t  tbentifc^  fein,  \ml  SS^Sg  hmd)  A 

(je!)en. 
**)  $infid^tU(^  ber  2lrt  b.  ^.  ber  6l)ntetrie  ber  ^ejei^img  fei  auf  bie  @nt-^ 

Jridlung  x>on  282  t>erti?iefen» 


Hosted  by 


Google 


—    118    — 

fame  ^olbtetetf  ber  Beiben  4  ©de  für  biefe  Äuri^e  ein  abfolnteg 
^olarbreied,  ba^er  mufe  noti)ti;)enbig  auä)  jeber  ©cf^nnft  bea  2ten 
4  (SÖ^  auf  biefer  Äuri^e  liegen.  (95ergL  l^ieju  256  k). 

285,  §aben  2  4  Seite  ba^jelbe  ^olarbreieii ,  fo  htxu))- 
ren  i^re  8  ©eiten  eine  unb  biefelk  Äuri^e  II. 

©(^neiben  ft(^  2  Äuri)en  II  K  u.  Ki  in  4  qSunften  ABCD, 
fö  ift  ba^  ^olbreiedf  be^  4:(&ä^  ABCD  unb  ba^  qSolarbreied  ber 
ieiben  4©eite,  tuelc^e  buri^  bie  4  Siangenten  i)on  K  einerfeit^,  unb 
^on  Kl  anbererfeit^  in  ben  4  fünften  ABCD  geBilbet  ti^erben, 
nad^  13  ibentifc^;  ^ierau^  folgen  nun  in  SSerbinbung  mit  284  u,  285 
unmitteftar  folgenbe  2  reci:prü!  i)ertijanbte  @ä|e: 

286,  Sie  8  Stangenten,  ml^t  fi(^  in  ben  4  @(^nitt^ 
)(}untkn  2er  Äurtien  II  an  biefe  2  Äurben  ^iel^en  laffen,  Be- 
tül)ren  eine  3te  Äuri^e  II* 

287,  J)ie  8  a9erü^rungi6:punlte  auf  ben  4  genteinfd)aft^ 
liefen  S:angenten  2er  Äuri)en  11  liegen  auf  einer  neuen 
Äuri?e  n. 

288/  @inb  KKi  2  beliebige,  bem  4©ett  ab  cd  einge^^ 
f(J)riebeneit  Äuröen  11,  fo  liegen  il^re  4  @c|nitt:pun!te  ftet§ 
ntit  iebem  ^aar  ©egenetfen  be^a  4  ©eitiS  ab  cd  in  einer 
Äuröe  II  Ä. 

aiu^  131  ift  ju  erfe^en,  ba§  bie  2  ©egenecfen  AAi  beg  bei= 
ben  Äuri^en  umf (^riebenen  4  ©eit^  burc^  bie  beiben  ©rf en  be^K  u.  Ki 
gemeinfanten  abfoluten^olarbreiecf^l^armonifd)  getrennt  finb,  ba{)erfinb 
in  beut  ini)i;)lut,  ©ebilbe,  ha^  auf  AAi  bur^  bie  ®egenfeiten))aare 
biefe^  gemeinfamen  4  @tfi§  erzeugt  'mixh,  jugeorbnete  (Elemente, 
tt)orau^  ber  ©a^  unmittelbar  au^  9  folgt, 
©er  reci^)ro!e  ©afe  lautet: 

289,    ©inb  KKi  bem  4  M  ABCD  umfi^rieben,  fo  lie^ 
gen  ii)Xt  4  gemeinfamen  Sangenten  mit  jebem  $aar  ©egen- 
feiten  beig  4  Qä^  in  einer  neuen  Äuri^e  II, 
2ln  bie  legten  6ntn?ic!lungen  256  ac,  f($lie§en  ft(^  nun  nod^ 
unmittelbar  nai^ folgenbe  ©etrad^tungen: 

290,  SBir  beaei($nenf,  gig,  36,  je  bieS^aar  ®egen:pun!te  be^ 
4©eit§abcd  burc§  LLiMMiNNi,  ba^  ^olarbreieif  beiSfelben  burd^ 
PQR,  'iflnn  f (Reiben  fi(^  bie  fämmfli(^en  bem  4  ©eit  eingef(^ries 
benen  Äuri^en  11  in  3  @ru:p:pen,  inbem  aöe  ,Kurijen  be^afelben  @^=^ 
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ftem^  ba^fefte  (S(f  be^  für  aUe  abfoluten  ^olarbretedf^  PQR  ein== 
fc^üefsen»  Äetne  Rnxu  etne^  biefer  3  @t)fteme  ^at  mit  trgeub  einer 
Äur^e  eine^  ber  anbern  ®l)fteme  einen  $un!t  gemein,  tx)ät)renb  je 
2  Änri)en  be^jeffien  ©^ftem^  [id)  in  4  reetten  ^nnften  fd)neiben, 
(f.  I.  Z^.  194  V.  a,).  äßir  bejei($nen  biefe  3  ©^[teme  burd^ 
ÄoÄiw.^io^ii...^2oÄ2i**>-*  Sie  in  282  bef.^)roc£)enen  3  Ältr^ 
t)enj^[teme,  tx^eli^e  je  2  paaren  t)on  ©ec^enecfen  be)§  4@eitg  ab  cd 
umfd)riekn  finb,  bejeii^nen  \^ix  mit  KoKi . , ,  KioKn  ♦ . .  K20K21 ...  * 
5rcnn  treten,  tüie  t^eitoeife  fc^on  ern)iejen,  Bei  biefen  (Sebilben  \oh 
genbe  Sageni^er'^ältnifje  l^eri)or;  1)  ^^h^  Äurt^e  Ä  eine§  ber  3  erften 
©^fteme  ^at  PQß  jum  aBfoInten  ^olarbreieä,  tt)ä^renb  für  aüe 
^uri^en  je  eineö  ber  3  legten  ©t)fteme  gerabe  1  nnb  nnr  1  @ö  bie^^ 
fe^  2)reie.(fg  ^ol  ber  ©egenfeite  ift,  unb  jt^ar  ift  für  ba^  ®t)ftem 
MMxNNi  P  $ol  t)on  QR,  für  ba6  ©^ftem  LLiMMi  Q  ^ol  bon 
PR  für  ba^  ©Aftern  LL^NNi  R  ^ol  t)on  PQ. 

2)  ^ebe  Änrbe  Ä  eine^  ber  3  erften  ©^fteme  tt)irb  öon  aKen 
Äurt>en  be^felben  S^ftem^  je  in  ben  4  ^nnften  eine^  4@(f^  ge^ 
fc£)nitten,  öon  bem  je  ein  ^aar  ©egenjeiten  jngeorbnete  ©tral)len 
eine^  int)olut.  ©traI)IenMfd)el^  bitben,  beffen  Drbnnng^ftral^len  2 
©eiten  be^^  ^olarbreied^  PQR  bilben.  3)  §at  irgenb  eine  Äurbe 
Ko  einei^  ber  3  testen  ©l)ftememit  irgenb  einer  Änrbe  ^0  ^i^^^  ^^^^ 
erften  ©t)fteme  ben  $nn!tA  gemein,  fo  mnfe  fie  immer  and)  nod)  einen 
2ten  $un!t  mit  il)r  gemein  f)aben,  ber  burc^  ba^  (gd  P  unb  bie 
Oegenjeite  QR  be^  SDreied^  PQR  i)on  i^m  I)armonijd)  getrennt  ift, 
miä^^  naä^  1)  gegenfeitig  ^01  unb  polare  für  bie  Äuröen  be^ 
fragli($en  ©^ftemi^  barfteKen.  Mit  anbern  SSorten  !ann  man 
2)  unb  3)  fo  au^brüden:  tx)äf)renb  i)on  einem  gemeinjam  einge^ 
fd^riebenen  4ed  Ä'o  Äi  je  ein  ^^aar  ©egenf eiten  in  einem  ©de  be^ 
©reiedig  PQR  ft(^  ji^neiben,  ift  biefe^  für  ein  gemeinfame^  4  M 
£oKi  btofe  ie  für  ein  ^aar  ber  galt.  §ierau^  folgt  nun  unmit^^ 
telbar:  4)  ©el^t  eine  Äuroe  K  einejg  ber  3  legten  ©^fteme,  bur(^ 
ben  ©c^nitt:pun!t  ber  2  einzigen  iuxä)  biefen  $un!t  möglid)en  Äur^ 
t)en  ^1^2  eine^  ber  3  erften  Äurbenjt)fteme,  fo  get)t  fie  au(^  noä) 
hnvä)  einen  C  ber  3  übrigen  ©c^nitt^unfte  bon  Ä1JI2,  i^^Bei  AC 
burc^  einen  ber  3  fünfte  PQR  ge^t.  §iebei  ift  eö  nun  intereffant 
5)  ba§  biefe  K  in  4)  ftet^  burc^  bie  ^^ole  bon  AC  in 
Sejug  aufÄ2U.ÄigeI)t,  tt)iena(^foIgenbe Betrachtung jeigt:©inb 
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SSi  bie  ©d)nitt:punlte  'oon  K  unb  LLi  (tt)ol)et  mv  axintijxmn,  ba^ 
K  ju  bem  @t)ftetn  geprt,  für  tüeld)e^  P  ber  ^ol  i)on  LLi  ift) 
fo  ift,  ba  in  ber  Ä'uri)e  K  MMi,NNi.SS.S|Si  eine  ^ni^olntion 
ift,  beren  ^^^^^ion^centrum  P  unb  beren  ^ttöpluttoni^aice  LL^  ift^ 
im  ©tra^lenMfc^ct  A  (ober  D)  A  (MMi .  NNi .  SS ,  SiS-O  ekn^^ 
faö^  eine  ^i^^^Iittt^tt  fc*  ■§•  ^S  u»  AS^  finb  bie  Orbnung^ftral^len 
be^  int)olnt.  ©tra^tenl)üf(i)etö,  für  ben  AM  u.  AMi,  AN  u.  ANi 
je  ein  ^$aar  jngeorbneter  ©tra^len  ift,  b.  ^,  nad^  189  bie  ©eraben 
AS  u.  ASx  ftellen  bie  beiben  J^angenten  ber  2  einzigen  burd^  A 
geljenben  Äurt>en  be^  ©^ftem^  abcd  bar,  njorau^  ber  ©a|  folgt. 
©ig  möge  I)ier  nod)  ber  reci:pro!e  ©a^  in  Stürmt  folgen: 

29i.  2lße  einem  4  (Sä  ABCD  umfd^riebenen  Änroen  II 
fd)eiben  fic^  in  3  @ru^:pen  Äo^i..ÄioÄVi^**Ä2oÄ2i'»v  tn^^ 
bem  aUe  Äuroen  eine^  ©^ftem§  ba^^felbe  (Sä  be^  ^nm  A^ä 
gehörigen  ^^ßolarbreieö^  PQR  einfi^ließen.  ^e  2  Äurt>en 
be^felben  ©^ftem^  l)aben  ein  reeUe^^  gemeinfam  nmf d)riel)eneg 
4  ©eit,  toäl)renb  feine  Äuri)e  mit  einer  eine^  anbern  ©t^ftem^ 
eine  reeüe  gemeinfd)aftli($e  S^angente  l)at.  ^^h^^  $aar  ©e^ 
geneden  einei^  2en  Äuroen  ,^1^2  gemeinfam  nmf4>rieftenen 
4  ©eit^  Klben  2  jugeorbnete  fünfte  einer  in  einer  ©eite 
be^  ©reieifig  PQR  entl)altenen  S^bolution,  beren  Orb^ 
nung^elemente  bie  ©den  biefe^  S)reietf^  finb,  23ejei(i)nen 
voir  mit  KoK^ . . ,  KioKu . . .  K20K21 , . .  biejenigen  3  Äurt>en' 
f^fteme,  t)on  benen  jebe^  je  2  paaren  oon  ©egenfeiten  beg 
4@(J^  ABCD  eingef (^rieben  ift,  fo  ^aben  je  2  Änrt>en  tnie 
ltiU.K2,  i^on  benen  bie  eine  bem  einen,  bie  anbere  bem  anbern 
Äurt)enfl)fteme  angeprt,  ein  gemeinfam  umf(^riebene§  4©eit, 
t)on  bem  ein  aber  anc^  nur  ein  $aar  ©egenecf en  auf  einer  ber 
©eiten  bei^  ^^olbreietf^  PQR  liegt,  unb  jti^ar  änbert  fid)  biefe 
©eite  mit  ben  3  ©^ftemen  K,  fo  bafe  ju  ÄiKo  bie  eine, 
in  ^iKi2,  bie  2te  ju  ^iK22  bie  3te  ©eite  gehört,  ©inb 
Ä1Ä2  feie  2  Äuroen  eine^S  ber  3  erften  ©t)fteme,  n?el(i)e  bie 
©erabe  a  krül^ren  (f.  188),  unb  ift  E  bie  Äuroe  ber  3  le^^ 
ten  ©^fteme,  tüe^e  bie  a  ebenfalls  jur  Sangente  :^at,  fo 
l)aben  ^i^gK  au(^  nod^  eine  2te  Sangente  c  gemein,  tx)el(i)e 
bie  a  in  einem  fünfte  einer  ber  ©reieif^feiten  PQR  fc^nei^^ 
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bet,  babei  finb  bie  polaren  be^  ©c^nttt^puttfte^  ac 
für  Äi  unb  für  ^2  S^angenten  ^on  K. 

292,  @I}e  btefe  (Snttx>itflun9  tx>eiter  fortgefül)rt  tt)trb,  foU  tjkx 
eine  bamtt  nai)e  t)ertüanbte  a3etrad)tun9  eingefügt  \t>erben,  bie  tt)e^ 
fentlid)  baju  beitragen  tx>irb,  bie  i^iel^er  gehörige  Dfieif)e  i)on  ©äfeen 
ju  i?ert)onftänbigen: 

©inb  KKi  2  Äuri^en,  bie  bie  4  ^:pun!te  ABCD  gemeinf am 
()aben,  f.  gig.  37  unb  :proiicirt  man  ha^  ^uri^engebilbeKi  (aßr*^^) 
auf  bie  ^urbe  K  au^  ben  beiben  fünften  A  unb  B,  fo  erhält 
man  entfpre(|enb  in  bem  S^räger  K  2  :proj;eft  Äurbengebilbe  K 
(ßhc.)  7v  K  (aibiCi,,.)/  it)elc^e  offenbar  bie  beiben  3ßun!te  C 
unb  D  gemein  ^aben.  ^n  golge  beffen  ift  aber  anä)  ©tra^Ien^ 
büfd)el  A(aibiCi...)  7rB(abc,,0/  ^i)^^  ^erf:pe!t.  ju  fein,  unb  bie- 
felben  erzeugen  bal)er  eine  ^uxu  II  K2,  mlä)c  offenbar  ebenfalls 
bur(^  bie  4  ©d)nitt:pun!te  ABCD  oon  KKi  gel)t.  püt  ba^er 
au^er  biefen  4  ^^un!ten  ABCD  oon  K2  nod^  1  ^un'ft  «1  oon  K2 
mit  1  $un!t  i)on  Ki  jufammen,  fo  finb  biefelben  ibentiji^» 

3uf.  1,  Unter  biefer  legten  aSorau^fefeung  b.  f).  mnn  K2 
XU  Kl  ibentifi^  toerben,  ift  nun  ferner  aber  unmitelbar  einleud^tenb, 
nic^t  nur,  ha^  a  u.  «1  entf;pred)enbe  fünfte  2er  :proie!t,  fonbern 
aucb  2er  inoolut.  Äurben=^@ebilbe  in  Ki  finb,  unb  ganj  auf  bie:^ 
felbe  äBeife  ergiebt  fi(^,  ba^  baffelbe  ©tatt  finbet  für  a  unbai  in 
Sejug  auf  K.  ©ui^t  man  babei  ba^  ^noolution^centrum  für  baj^ 
erfte  inoolut.  Jturoengebilbe,  fo  finbet  man,  baß  e^  ber  ^ol  S  i)on 
CD  in  33epg  auf  K^  ift,  tDä^renb  ba^  ^ni^olutionsScentrum  für 
ba^  2te  inoolut,  £uroengebilbe  ber  ^ol  Si  bon  CD  fürK  barfteüt. 

SRüdt  a  bem  B  (ober  A)  unenbli(^  nal^e,  fo  faßt  aud)  a  nac^ 
B  (ober  A),  toäljrenb  ai  in  bie  S^angente  ber  Ki  in  B  (ober  A) 
ju  liegen  !ommt;  ba  fi(^  biefelbe  ©d)(u§foIge  m6^  auf  a  antrien^ 
\)m  Idfet ,  fo  folgt  t)ierau^,  ba^  S  ben  $ol  bon  AB  für  K  unb 
umgefel^rt  bann  m6)  Si  ben  ^ol  bon  AB  für  Ki  barftellt, 

gerner  l)aben  nun  biefe  beiben  Äuroen  K  unb  Ki  nod^  bie 
c)^aratteriftif(^e  @igenfd)aft,  ba§  jeber  ©tral)l  bon  S  fotool)l  al^ 
oon  Si  bie  beiben  Äuroen  in  2  ^unften^aaren  f(^neibet,  oon  benen 
bie  fünfte  be^  einen  burd)  bie  beg  anbern  ^armonif(^  getrennt 
finb,  ©i^  folgt  biejei8  nämlid)  unmittelbar  aui8  243  3^1»  2 :  benn 
fe^t  man  an  bie  ©teile  oon  Ei  in  ber  (änt^iälung  bon  243  ]xxi^- 
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fere  |teftge  Ki  (ober  K),  fo  ftnbet  man  ekn  nad^  243  eine  ^uxu 
Ä,  mlä)z  bie  (gigenji^aft  ^at,  ba§  fie  burd)  ABCD  o,t^i  unb  in 
CD  bie  ©eraben  SC  SD  (ober  S|C  SiD)  ßerü^rt,  bie  alfo  nad) 
ber  obigen  (gnttoidlnng  mit  Ki  (ober  K)  jufammenfällt. 

@nbli(^  Ieu($tet  nod)  ferner  ein,  ba§  unter  ber  obigen  SSor- 
auigfe^ung  nun  ftet^  immer  auä)  C  u.  D  ber  K  u,  Ki  gegenüber 
biefelbe  ©teile  einne!)men,  n)ie  A  u»  B  b,  £),  ba§  and)  C  u»  D  ein 
^aar  ©egeneden  eine^  4  ©eitiS  barftellen  !önnen,  t)on  bem  ba^  eine 
ber  beiben  anbern  ^$aare  auf  K  baö  3te  auf  K^  liegen;  benn  jiel)t 
man  bie  ©eraben  Ca  u.  Dbi  ober  Cbi  u.  Da,  fo  muffen  fid),  ba 
abi  in  SSejug  auf  Ki  fonfugirte  fünfte  auf  einer  ber  CD  !oniu:^ 
girten  ©eraben  Sa  finb,  f,  gig,  37.  K,  biefe  beiben  ^aare  oon  ©era^ 
ben  nad^  79  je  in  einem  fünfte  oonKi  fid)  fc^neiben  vo.  j.  b,  vo. 
SBir  faffen  biefe  @äfee  alfo  jufammen  : 

293.  §at  man  2  Äuroen  II  KKi,  oon  benen  jebe  burd^ 
2  ^aare  i)on  ©egeneden  eine^  4  ®eit^  gel)en,  toä^renb  fie 
beibe  nur  ein  ^aar  biefer  ©egeneden  AB  gig  38.  gemein 
l^aben,  unb  finb  CD  i:^re  beiben  übrigen  ®d^nitt^un!te,  fo 
fommen  i^nen  folgenbe  eigcnfd)aften  ju: 

1)  &  c\kU  unenblid)  oiele  4  ©eite,  bereu  Ifte^  ^aar 
©egeneden  A  u.  B  ift  unb  bereu  2te^  $aar  auf  K  unb 
bereu  3te!g  ^aar  auf  K^  liegen. 

2)  @^  giebt  ebenfo  unenblid)  i)iele  4  ©eite,  bereu  IfteiS 
5ßaar  ©egeneden  C  unb  D  unb  bereu  2tei8  5ßaar  auf  K  unb 
bereu  3te^  ^aar  auf  Ki  liegen. 

3)  ©er  ^ol  S  i)on  AB  für  K  ift  ber  $ol  i)on  CD  für 
Kl  u.  ber  ^ol  S^  oon  AB  für  Ki  ift  ber  ^ol  i)on  CD  für  K. 

4)  ^^h^x  ©tra^l  oon  S  unb  Si  fc^neibet  K  u.  Ki  in  4 
5ßun!ten  eines  ^armonif($en  äBurfeS. 

5)  $5on  jebem  biefer  4  ©eite  ge^t  bie  eine  diagonale 
««1  burc^  ben  ^ol  oon  AB,  bie  anbere  burd)  ben  ^ol 
oon  CD. 

3nf.  1.  (S^  oerbient  l)ert>orgel)oben  ju  ti^erben,  ba§,  njenn 
in  SSejug  auf  2  Äuroen  KKi ,  bereu  ©($nitt:pun!te  ABCD 
finb,  ber  $ol  S  oon  AB  für  K  sugleid)  ber  ^ol  oon  CD 
für  Kl  ift,  bann  immer  umge!el^rt  jugleid^  ber  ^ol  Si  oon 
CD  für  K  ber  gjol  bon  AB  für  Ki  ift. 


Hosted  by 


Google 


—    123    — 

5)a  ttämiid)  mä^  255  bie  Reiben  ^ole  Don  AB  tt.  bon  CD  für  Ku,  Ki 
ie  burc^  1  ^aar  ©egeneifen  be^  ben  Würben  K  u,  K^  gemeinfam 
umf (^riebenen  4  ©ett^  t)armontjd^  getrennt  fein  muffen ,  f o  mn§ 
notl^tcenbig  tx)enn  einer  ber  beiben  Iften  fünfte  mit  einem  ber 
beiben  legten  pfammenfäüt,  biefe^  an(^  mit  ben  beiben  anbern  ber 
4  fünfte  ber  gciö  fein. 

3uf.  2.  @^  leni^tet  unmittelbar  ein,  bafe  mnn  einer  ber 
5  in  293  angefül)rten  gäEe  für  2  Äurben  KK]  eintritt, 
ti^cbei  no(^  ber  in  3^1-  1  enthaltene  ®a^  mit  in  23etrac^t 
gebogen  i^erben  mu§,  aföbann  not^ix^enbig  anä)  aKe  übrigen 
eintreten, 

3^f*  3*  ®^^  ®^fe  293  lä|t  fid^  nun  ferner  nO(^  in  anbrer 
äöeife  etti^a^  ertx)eitern. 

&  finb  nämli(^  bon  ber  Äurbe  Ki  in  unferm  allgemeinen 
©a|e,  beffen  Se^etdinung^^n^eife  l)ier  tjoüfommen  beibel)alten  ti^erben 
fcü,  offenbar  8  ®tü(fe  gegeben,. beren  genfeitige  Sage  ben  ^xit^alt 
unfrei  @a|e^  au^mai^en,  nämlid)  bie  4  ©d^nitt^unöe  ABCD 
öon  K  u.  Kl  nnb  bie  4  Siangenten  SC  SD  SiA  SiB  in  biefen  4 
Sd)nitt:punften.  Unb  e^  ift  nun  ganj  aKgemein  ju  ernennen,  ba^, 
toenn  bon  biefen  8  ©tütfen  nur  5  be!annt  finb.  S)ie  3  übrigen 
bann  unmittelbar  baburc^  beftimmt  finb,  (S^  finb  l^ierin  folgenbe 
gäUe  entl^alten: 

©ine  Äurbe  Ki,  miä)t  burd^  ABCD  gel)t  unb  SD  (ober 
resp.SC)  jur  S^angente  l)at,  ^at  anä)  SC  (ober  resp,  SD)  fo  tt^ie 
S^A  u,  SiB  ju  S^angenten, 

(£ine  ÄurJ^e  S,  bie  burc^  ACD  ge^t  unb  SC  unb  SD  ju 
Sangenten  ^at,  ge^t  auc^  burct)  B  unb  '^at  SiA  unb  SiB  ^u 
Sangenten. 

©ine  Äurbe  Ki,  bie  bur(^  ACD  gel)t  unb  SC  u.  SiA  ^u 
Sangenten  l§at,  gel^t  aud)  burd^  B  unb  ]§at  SD  u.  SiB  ^u  Tan- 
genten. 

S)enft  man  fidE)  namlid)  in  aH  ben  ertt}ä§nten  ptten  eine 
Äurbe  II  Ki,  ti^eld^e  burd^  ABCD  ge^t  unb  fuc^t  nun  na^  243 
3uf.  2  bie  ÄurbeÄ,  beren  fünfte  i)on  ben  fünften  bon  Kj  burc^ 
K  §armonif(^  getrennt  finb,  fo  ift  biefe  immer  eben  nad^  ber  citir^ 
ten  ?lr.  mit  K^  unb,  toie  atebalb  ju  erfel^en,  mit  berjenigen  iben== 
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tif c^ ,    bte  burc^  bte  »eftimtnuttö^ftücJe ,   vok  fie  in  ben  lefetange- 
fül)rten  3  gällen  angegeben  ti^urben,  i)oll!ontmen  fi):trt  t[t. 

3uf.  4,  S)ur(^  biefe  lefete  a3etra{^tun(]  ift  nun  jugteic^ 
ermefeU;  bafe  burd)  4  fünfte  AB  CD  einer  Äurtie  II  K  \xä) 
immer  eine  Äuri^e  II  Ki  legen  laffe,  i)on  ber  Sefi^affen^eit, 
bafe  für  einen  leicht  ju  ermittelnben  ^nnft  S  ober  Si  äße  (Btxai)- 
len  beibe  Änri^en  in  einem  l^armonijd^en  äBitrfe  f($neiben,  bod)  foll 
^ier  biefer  S3ett)eii8  no($  auf  anbere  äöeife,  nämlic^  im  2lnf(^lu^ 
an  243  ^u\,  2  geführt  tx^erben, 

2Iu§  243  3nj.  2  ift  aber  ju  erfeljen,  ba§  it^enn  burdb  ben  ^ol  S 
irgenb  einer  ber  6  Seiten  be^  4  ©tf^  ABCD  eine  ©erabe  \iä)  le^ 
gen  läfet,  auf  ber  2  fünfte  or«i  liegen,  bie  1)  bur(^  bie  ©(^nitt- 
^)un!te  bbi  mit  K  Ijarmonifd)  getrennt  finb  unb  2)  pglei(^  mit 
ABCD  in  1  Äuri^e  fi($  befinben,  aföbann  bie  fragli($e  Slufgabe  gelöft, 
b.  I).  bie  Äurt)e  Ki  gefunben  ift,  S3etra(^tet  man  nun  aber  auf  irgenb 
einem  ©tra^l  i)on  S  bie  3ni)olution,  für  ti^eld^e  bbi  bie  Orbnungig- 
elemente  unb  ferner  bie  3^i)olution,  für  n)et(^e  ie2  ©egenfeiten  be^ 
4(Sdi8ABCD  burd^  ie  2  jugeorbnete  fünfte  gei)en,  foiff  juerfel^en, 
ba§  ba^  ^un!ten:paar,  ba^  für  beibe  3^^^^^^^^^^^  jugeorbnete 
fünfte  barfteßt,  ber  Slufgabe  genügt;  ba  man  nun  ben  ©tra^l  Don 
S  immer  fo  n?äl)len  fann,  ba§  bie  eine  ^n^^lntion,  bereu  Orbnung^^^ 
elemente  bbi  finb,  imagin,  Orbnung^elemente  i)at,  ba  Ja  S  al^^  ^ol 
einer  Seite  be^  eingefc^rielienen  4  @d^  ABCD  aufeerl^alb  K  liegt, 
fo  folgt  au^  L  %l).  75  b.  bafe  bie  fraglii^e  Äurt^e  immer  reeE  fei,  unb 
jtoar  erhält  man  3  fol($e  ^uri)en,  inbem  jebe^  ^aar  ©egenfeiten 
biefelbe  Äuri)e  liefert,  unb  ju  ieber  biefer  3  ÄurOen  gel^ören  2 
^^unfte  S  \h  Si  tx>elc^e  bie  (Sigenfc^aft  ^ben,  bafe  i:^re  ©tra^len 
Don  ben  beiben  Äuroen  in  einem  l)armonifd)en  SSurfe  gefd)nitten 
toerben,  biefe  3  ^aar  fünfte  finb  bie  3  $aar  ©egen^punfte  be)3 
ju  ABCD  gel)örigen  ber  K  umf(^riebenen  4  ©eit^,  ©aß  biefe  3 
Äuroen  unb  biefe  6  fünfte  aEein  bie  fragli(fte  (Sigenfd)aft  befi^en, 
folgt  unmittelbar  au^  243  unb  293. 

ein  befonberer  gaü  biefe^  ©a^ejg  293    lautet,   geftü^t    auf 
3uf.  2 : 

294.  3i^f)^  ^^^  ^^^  ^i^^^  fünfte  S  m^  an  einen 
^xd^  Kl  2  Sangenten  unb  jiel)t  nun  einen  Äret^  K  burd) 
ben  einen  33erü^rung)6:pun!t  A  (ober  B),  beffen  9}iittel:punö 
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S  i[t,  fo  ge^t  berfelk  au($  entj^pred^enb  bur(^  ben  an- 
bern  Serü^rungi^ipunft  B  (ober  A)  unb  ber  $D^itteI:pun!t  Si 
ift  5ßol  t)on  AB  für  K;  babet  fittb  bte  ©(^nttt^unlte  aai 
eitiesg  leben  ©tral^le^  i)on  S  ober  S^  mit  K  ^armontf(^  c^e^ 
trennt  burd)  bte  ©(i)nttt:pun!te  bbi  beffelben  ®trat)le^  mttKi. 
Sßenbet  man  anf  ben  legten  S^^eil  biefe^  ©afeesS  noc^  bte  5yir.25 
an,  fo  erl)ätt  man  at^  befonbern  §all  ben  kfannten  ©a^: 

295.  ^xü)t  man  bur*  irgenb  einen  ^nn!t  S  ©elanten 
a...  an  einen  ^rei^  K,  fo  ift  ba^  ^robnft  an^  ben  Stb- 
ftänben  ber  beiben  (Sd)nitt^nn!te  oon  aK  oon  S  eine  fon- 
ftante  ®rö§e  nnb  ivoax  Qkiä)  bem  Qnabrate  ber  an  K  t)on 
S  ge^enben  S^angenten, 

S^eci^ro!  jn  292  ift  folgenber  ©a|: 

296.  1)  ®inb  KKi  2  Änri^en  II,  oon  benen  K  ben  2  ^aar 
©egenfeiten  aa^  bb^  Ki  ben  2  ^aar  (Segenfeiten  aai  cq 
einei8  4  ©d^  etngef(i)rieben  ift,  fo  giebt  e^  unenbli(^  oiele 
4  @cfe,  für  bie  aa^  ein  ^aar  ©egenfeiten  finb  nnb  oon  be^ 
ren  2  anberen  paaren  ba^  eine  bie  K  ba^  anbere  bie  Kj 
berührt» 

2)  <Sinb  ddi  bte  beiben  gemeinfamen  3:angenten,  bie  K 
unb  Kl  auBer  a  n.  aj  gemein  f)aben,  fo  gilt  unter  ber 
SSorau^fefeung  i)on  1)  baffelbe  oon  ddi,  voa^  bort  inSe^ug 
auf  aai  au!8gef))rod)en  tourbe,  b.  t).  e^  giebt  auc^  unenbli(^ 
t)iele  4  (SiJe,  bereu  1  ^aar  ©egenfeiten  dd^  ift,  tod^renb 
ba^  2te  ^aar  bie  K,  ba^  3te  bie  K-i  berüt)rt. 

3)  5)ie  Sßolare  s  bei3  (Sd^nitt^unfte^  aai  in  33ejug  auf 
K  ift  jugleid^  bie  polare  oon  ddi  für  Ki  unb  umgefe^rt 
ift  bie  polare  be^  ®ii)nitt:punfte)3  ddi  für  K  äuglei^  bie 
polare  oon  aai  für  Ki 

4)  SSon  iebem  ^un!t  t)on  s  unb  t)on  si  ge'^en  an  K 
unb  Kl  2  Sßaare  i)on  S^angenten,  t)on  benen  bie  ©tra'^len 
be^  einen  ^aare^  burd^  bie  ®tral)len  be^  anbern  ^armonifd) 
getrennt  finb. 

5)  S)ie  beiben  ®c^nitt:punlte  bbi  u,  cci  liegen  ftet^  auf 
ben  beiben  polaren  s  u.  Si  oon  aai  u.  ddi. 

297.    2ln  293   fd)liefet  fi($    unmittelbar    folgenbe  «etrad)^ 
tung  unb  (Snttoidtung  an: 
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einen  S::^etl  i)on  293  ^n],  2  fann  man  aljo  au^brütfen: 
äBät)lt  man  einen  beliebigen  ^untt  S  aufeerl)alb  ber  Äurt)e  II  K 
unb  jiel^t  t)on  ii)m  au^  Stangenten  an  K,  beten  33ern^rnng!3:punÖe 
aai  l^ei^en  mögen,  fo  liegen  aai  mit  2  beliebigen  ^nnften  AB  i^on 
K  in  einer  km^t  II  R,  mlä)t  SA  u,  SB  jn  S:angenten  l^at. 
äBäl^lt  man  eine  2te  bnrc^  AB  ge^enbe  Mux'^^  II  K^,  bie  mit  K 
anfeerbem  noä)  bie  fünfte  CD  gemein  l^aben  möge,  jo  liegen  bie 
33erü^rnng^:pun!te  bbi  ber  i)on  S  an  Ki  gelegten  S^angenten  auf 
einer  3ten  Äurt)e  Äi,  bie  ebenfalls  SA  u.  SB  ju  Sangenten  ^at 
Man  tann  fic^  nun  bie  grage  auftt^erfen,  tt^ann  bie  beiben  Äuri)en 
St  u.  Äi  in  eine  pjammenfaKen,  unb  man  erl)ält  bie  S3eanttX)ortung 
in  folgenbem  ®a|e: 

3iel)tm.an  i)on  einem^unfte  S  ber  gemeinji^  aft^ 

liefen  Seltne  CD  eine^g  ^urt^enj^ftem^  ABCD  an  aU^ 

Äuri^en   biefe^  ©ijftem^   S^angenten,  jo   liegen    beren  Se^ 

rül)rung^:pun!te  aa^  bbi,.,  in  einer Äuröe  II  Ä,  wlä^t  bie 

SA  u.  SB  ju  Sangenten  l)at, 

Sejeic^net  man  nämlid^  auc^   für  ben  ^ier   angenommenen 

gall,  baß  S  auf  CD  liegt  mitÄ  u,  Äi  bie  2  Äurtien,  m^t  SA 

unb  SB  in  A  u,  B  berühren,  unb  i)on   benen  bie  erfte  bie  iße- 

rül^rung^^unöe  aa^  auf  K,  bie  anbete  bie  a3erül^rung!^:pun!te  hhi 

auf  Kl  entl^ält,  fo   muffen  (292)  auf   jebem  ©tral^l  Don  S  bie 

®(i>nitt:pun!te  t)on  Ä  buri^  bie  tion  K  unb  bie  <S(^nitt:pun!te  toon 

Äi  burd)  bie  Don  Ki  l^armonifd)  getrennt  fein,  unb   au^erbem  ift 

für  Ä  fotx)ol)l  aU  für  Äi  S  ber  g^ol  Don  AB,     Setrad^tet  man 

bal)er  ben  ©tral^l  SC  Don  S,  fo  muffen  bie  @(^nitt))unfte  Don  St 

fotDO^l  al!3  anä:^  bie  Don  Äi  mit  biefem  ©tra^l  bie  Orbnung6:punfte 

berienigen  S^Dolution  fein,  in  ber  CD  einerfeits^,  Sunb  ber  @d)nitt^ 

:punct  Don  AB  anbererfeit^  jugeorbnete  fünfte  barftetten,    @^mu§ 

alfo  Ä  u,  Sti  bie  SC  in  benfelben  fünften  fc&neiben,  unb  beibe 

ÄurDen  bal)er  ibentif($  fein,     ^n  gleid)er  3^it  l^fet  bieSetra($tung 

bei^  ®tral)leig  SC  erfennen,  ba§  bei  anberer  Sage  Don  S  Ä  u.  Äi 

Derf (Rieben  fein  muffen. 

©er  ju  297  reci:pto!e  @a^  ift: 

298.  3^t  man  butd^  itgenb  einei^  bet6  (Säen  j,S3,  ab  eine^ 
einer  ,KurDe  II K  umfc^riebenen4  ®tM  abcd  eine  ©erabe  s  unb 
|ie:^t  nun  in  ben  ©(^mtt:punften  berfetben  mit  aCen  ÄurDen 
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be^  bem  4  ®eit  ab  cd  eingefd^rietenen  Äurtjenf^ftemS  bie 
entj:pre(^enben  Sangenten,  fo  uwpKen  btefe  eine  Äuri^e  IIA, 
ti^eld)e  bie  a  unb  b  in  ben  <S($nitt:punften  berfelkn  mit  ber 
s  Berül>ren. 
2Btr  M^pfen  nun  triebet  unmittelbar  an  282  unb  290  an, 

inbem   tx>ir   bie  9^efultate  ber  legten  ®rnp))e   i)on  ©ä|en  auf  bie 

bortigen  (Snttnitflungen  antxsenben, 

299.  2lu^  ber  entti^itflung  t)ön  290  iz.  ^oX  \x6)  ergeben, 
bafe  unter  ©eibel^altung  ber  bortigen  SSejeidjnung  unb  ber  gig.  37 
S  ber  $ol  i)on  CD  für  Ki  unb  ber  ^ol  t>on  AB  für  K  unb  ilzn 
jo,  ba^  Si  ber  $oI  Don  AB  für  Ki  unb  t)on  CD  für  E  ift.  ger^^ 
ner  ift  aber  m&)  iDegen  bei3  ber  K  eingefd^riebenen  4  @df6  AB  aai 
unb  ttjegen  be)8  ber  K  eingef(^riebenen  4  ©rf^  ABa^i  aa^  u.  aai 
foti^ol)!  in  S3ejug  auf  K  ate  auf  K^  einanber  foniugirt;  ^ierau^^ 
folgt  aber  unmittelbar  folgenber  Safe: 

©inb  K  u.  Kl  2  i^erfc^iebene  Äuri)en  II,  i)on  benen  lebe 
2  paaren  i:)on  ©egenecfen  eine^  4  Seit^  umfi^rieben  finb, 
nämlid)  K  ben  2  paaren  AB  u.  aai  Ki  aber  ben  2  ^aa^ 
reu  AB  u.  acc^ ,  fo  fd^neiben  fie  \\6)  ftet^  no(^  in  einem 
^aar  fünften  CD  bereu  2Serbinbung!8linie  ben  ©tral)l  aai 
in  bem  ^^ol  \)on  aa^  in  S3ejug  auf  Ki ,  fotoie  ben  @tral)l 
««1  in  bem  $ole  i)on  aai  tu  SSejug  auf  K  fd^neibet 

300.  SBir  toenben  nun  biefen  ©afe  unb  ben  ®a|  293  auf 
3  ^urt)en  II  an,  inbem  ti3ir  juglei(%  ber  ®^metrie  ttjegen  eine  an- 
bere  ffiejeii^nung  einfül^ren,  bereu  Sebeutung  bie  ffietrad^tung  ber 
gig.  38.  al^balb  erfennen  laffen  toirb: 

©inb  KKiK2  3i)erfd)iebeneÄ'uri)enII,  bereu  iebe  2  paaren  tJon 
©egeneden  eine^  4®eit§  umf (^rieben  ift,  nämli(^  K  bem  4@(I 
ABAiBi,  Kl  bem  4(gd  AC  AiCi  unb  Kg  bem  4edBCBiCi,  fo 
jd)neiben  fid^  je  2  berfelben  nod)  in  einem  5pun!tenlpaare  nämlic^: 

a)  KKi  in  MN  (ober  aaO  toobei  nad)  299  MN  bur(^  ben 
^ol  oon  BBi  in  Sejug  auf  K,  ber  auf  CCi  liegt,  unb  bur(| 
ben  $ol  i)on  CCi  in  Se^ug  auf  K^ ,  ber  auf  BBi  liegt; 
gel)en  mu§. 

b)  KK2  in  PQ  (ober  bbi)  tt)obei  ebenfo  PQ  burd^  ben  ^ol 
t?on  AAi  in  Sejug  auf  K,  ber  auf  CCi  liegt,  \mk  burc^ 
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ben  ^ol  t>on  CCi  in  Sejug  auf  K2/   ber  auf  AA^  liegt, 
gelten  mu^» 

c)  K1K2  in  RS  (ober  cq)  \t^oM  ebenjo  RS  bur(^  ben  ^ol 
))on  AAi  in  Sejug  auf  Ki  ber  auf  BBi  liegt,  fotDie  burd& 
ben  ^ol  i)on  BBi  in  ^ejug  auf  Kg,  ber  auf  CCi  liegt, 
ge^en  mufe,  Sltun  giebt  ei^  xxaä)  293  2)  für  je  2  biefer  3 
Äurt)en  II  je  no($  eine  Sc^aar  i)on  4  ©eiten,  bereu  3  ^aar 
©egenetfen  auf  beibe  ^urt)en  fic^  i)ertf)eilen ,  fo  iebod), 
ba^  ein  ^aar  ©egenedfen  in  einer  jener  3  l)ier  oben  er^ 
ti^ä^nten  gemeinf(^aftti(i)en  K^orben  aa^  hhi  cci  (b.  l).  MN 
PQRS)  enthalten  finb.  S3etra($tet  man  nun  biefe  4  ©eite 
nal)er,  fo  ergiebt  \x^  au^  293  5, 

d)  KK|  kftimmen  4  Seite  aai  PiQiRlSi  ti^obei  P^Qi  bur(^ 
ben  ^ol  i)on  AA^  für  K,  unb  RjSj  bur^)  ben  ^ol  oon 
AAi  fto  Ki  ge^en  mu§. 

e)  KK2  Mtimmen  4  ©eite  MiNi  PQ  RgSg,  mUi  MiNi 
burc^  ben  $ol  t^on  BBi  für  K  unb  R^Sg  bur(^  ben  ^ol 
\}on  BBi  fü^  Kg  gel)en  mufe, 

f)  K1K2  kftimmen  4  Seite  MgNgPgQg  RS,  ti^obei  MgNg  burd) 
ben  ^ol  i)on  CCi  für  Ki  unb  P2Q2  burd^  ben  ^ol  'oon 
CCi  für  K2  ge^en  mu§. 

SSergleic^t  mm  nun  basg  Otefultat  in  d)  mit  bem  in  b)  fo 
erfie^t  man,  bag  bie  treiben  ©i$nitt:punlte  i)on  KKg  in  b)  gerabe 
ber  .23ebingung  entf^re(^en,  tDel($e  ba^  auf  K  liegenbe^aar  ®egen^ 
eden  be^  4@eit^,  beffen  ©cJen  nac^  d)  auf  KKi  liegen,  erfüHen 
muffen. 

S5erglei(^t  man  eienfo  ba^  JJlefultat  in  e)  mit  bem  in  a)  fo 
erfiel^t  man,  ba^  ba^  4  ©eit,  beffen  3  ^aar  ©egenfeiten  auf  KKg 
i)ert^eilt  finb,  unb  für  ba^  bie  ©(^nitt:pun!te  PQ  (ober  bBi)  i)on 
KKi  ba^  auf  beibe  ^urt^en  liegenbe  ^aar  ©egeneden  finb,  MN 
(ober  aai)  ^tn  ^aar  ©egeneiJen  auf  K  barftetten  lönnen,  ©a^ 
4©eit,  beffen  2  $aar  ©egenerfen  bal)er  aai  (ober  MN)  unb  bbi 
(ober  PQ)  finb,  unb  ba^  alfo  ooöfommen  fijcirt  ift,  mu§  bal^er  ein 
3te^  5ßaar  ©egeneden  l^aben,  ba^  fotDO^^l  auf  Ki  afö  K2  liegen 
unb  bal)er  mit  bem  RS  (ober  cCi)  t^on  c)  ibentifc^  fein  mvi%  ©^ 
ift  au(^  ateklb  ju  erfe^en,  baß  fotDol^l  RiSi  oon  d)  al^RgSgi^on 
e)  ber  Sebingung  i^on  RS  in  c)  entf:pre(^en. 
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§terau§  folgt  nun  ber  ©afe: 

30L  ©inb  3  Antigen  IlbenS  bur(^  em4(Seit6efttmmten 
einfad)en  4  fötfen  utnfd)riet)en,  jo  tnlben  bie  6  i)on  ben  6 
(SdenAÄi  BBi  CCi  be^  4  ©eit^  i)erfd)iebenen  @($nitt^un!te 
aai  bbi  cq  berjelkn,  eienfaüia  bie  6  ©den  eine^  t>olI[tän^ 
bigen  4  ©eitö, 

Rietet  Ieu(^tet  aUHlh  ein,  ba§  bie  beiben  foeten  ernannten 
4®eite  in  i^oHfcmmener  2öed)[efi)e5iei^un9  ju  einanber  fielen,  fo 
bafe  man  i^on  bem  2ten  anf  biefelk  Sßeije  jum  Iften  gelangen  fann, 
anf  tx>elc^e  nmgefe^rt  ha^  2te  au^  bem  Iften  erhalten  t^urbe, 

SSerbinbet  man  t)iermit  bie  9%efnltate  ber  @nttt)idlnng  in 
293,  fo  erljalten  \oir  ben  Safe: 

302.  S)ie  24  Siangenten  in  ben  12  ©(^nitt^unlten  i)on  3 

Änrt)en  II,  tt)e((^eben3  einfa(^en  4  (Sden  eine^  4©eitö  (V) 

umfc^rieben  finb,  fd)neiben  ftc^  ju  je  4  in  6  ^nnften  Si  S2 

S3S4S5S6.    ©iefe  6  ^nnfte  liegen  anf  ben  6  Seiten  ber 

beiben  ^olarbreiede,  bie  jn  bem  4  ©eit  (V)  n»    jn  bemje^ 

nigen  4  ©eit  (Vi)  gehören,  beffen  6  ©d^nnfte  m6^  bem 

legten  ©a^e  bie  6  i)on  ben  i^on  (V)  i^erfd^iebenen  ©d)nitt5 

))nn!te  ber  gegebenen  Äuri^en  barftellen,  nnb  jt^ar  liegen  anf 

ieber  biefer  6  ©reied^feiten  2  ber  6  ertt)äl)nten  ^nnfte  ber 

3lrt,  bafe  in  iebem  berfelben  fi(^  2  biefer  6  ©eiten  fc^neiben. 

e^  fteüen  nämlid)  f.  gig.  39.    AA^  BBi  CCi  bie  3  ©eiten 

beig  einen  ^olarbreied^,  aai  bbi  ccx  bie  3  ©eiten  be^g  anbern  ^0= 

larbreiedig  bar;  unb  ei3  fd)neibet  nnn  bie  ©eite  AAi   bie  ©eiten 

bbi  n,  cci  in  ben  ^nnöen  S5  S3,  tx>obei  S3  ber  ^^ol  i)on  BBi  für 

K2  nnb  ber  $ol  i)on  bbi  für  K,  S5  ber  $ol  oon  CCi  für  E2  nnb 

ber  ^ol  oon  cci  für  Ki  ift;  eben  fo  fd^neibet  BB^  bie  ©eiten  aai 

nnb  cci  in  ben  ^nnften  S4  n.  Si,  ti^obei  S4  ber  ^ol  ^m  CCi  .für 

Kl  nnb  ber  ^ol  i)on  cci  für  K2,  Si  ber  ^ol  i^on  AAi  für  Ki 

nnb  ber  ^ol  i)on  aai  für  K  ift;  enbli(^  fi^neibet  CCi  bie  aai  i^nb 

bbi  in  ben  $nn!ten  S2  nnb  S  ti^obei  S2  ber  ^ol  i)on  BBi  für  K 

nnb  ber  ^ol  i)on  bbi  für  Kg,  S  ber  5pol  i)on  AAi  für  K  nnb  ber 

^ol  i)on  aai  fü^  I^i  ift- 

§ieran)3  folgt  aber  ferner  in  Sejng  anf  biefe  6  $nn!te  SSi  ic, 
ateatb  n^eiter  nod^, 

^fa ff,  neuere  ©eometrie.  II,  9 
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ba§  S2S4  I)armottif(^  getrennt  ftnb  burc^  aa^ 
S  85  „  „  bbi 

.        ,     S1S3  „  „  CCi 

^^^"^"SsSe  „  „  AA, 

S1S4  ff  „  BB^ 

S  S2  „  „  CCi 

benn  ba,  um  an  bte  l[te  ber  ^ier  aufgeführten  6  23el)au:ptungen 
uuio  ju  galten,  Sg  ber  ^ol  i)on  BB2  ift  unb  juglet(^  auf  aai  liegt, 
fo  ift  er  X)on  beut  fünfte  S4,  ber  auf  BBi  unb  aai  jugleid)  liegt, 
^armonifc^  getrennt. 

2lnm.  ©^  möge  6ier  ber  SSoUftänbigMt  t^egen  aföbalb  beigefügt 
tDerben,  ba§  aU  unmittelbare  golge  biefer  l)ier  jule^t  angefül^rten 
Sagent)er^ältniffe  folgt,  ba§  bie  6  fünfte  S  Si  S2  S3  S4  S5  auf  einer 
Äuri)eII  liegen,  in  Sejug  auf  tt)el(^e  je  2  ®egen^un!te  ber  beiben 
jufammenge^örigen  4  Seite  (V)  u,  (Vi)  einanber  fonjugirt  ftnb, 
)Die  biefe^  unmittelbar  ber  na(^folgenbe  ©a^  308  erlennen  lä^t. 

303.  §infi(^tli($  ber  gegenfeitigen  Sage  ber  beiben  ^ufammcnge- 
l)örigen  4  ©eite  (V)  n.  (Vi)  finbet  nun  nod)  eine  n)eitere  merlmür^ 
bige  Olelation  ftatt,  bie  ©egenftanb  ber  na(^folgenben  a3etra($tung 
fein  foff. 

©enfen  n)tr  un^  ba^  eine  4  Seit  (V)  alfo  aud)  feine  3  ^^aar 
©egenecEen  AA^  BBi  CCi  unb  ebenfo  K  unb  enblic^  nod)  i)on  bem 
4  Seit  Vi  ben  einen  (Sc!:pun!t  a  feft,  fo  folgt  l)ierau)g  unmittelbar, 
ba^  au(^  ai  feft  ift,  benn  e^  mn^  ber  $ol  Si  mn  aai  für  K  auf 
ber  feften  BBi  liegen.  S)ie  Slnnal^me  nod^  eine^  @(f^  ^,  23.  b  'oon 
(Vi)  beftimmt  nic^t  nur  baö  4  ©eit  Vi  fetbft,  fonbern  aud^  Ki 
unb  K2  i^oüftänbig,  mit  ber  SSeränberung  i)on  b  änbert  \iä)  aber 
foti?ol)l  (Vi)  aU  au(^  Ki  u.  K2.  ©uri^läuft  b  ba^  Äurt)engebilbe 
K,  fo  bur(*läuft  bi  ba^felbe  K  unb  e^  ift  K  (b...)  ini^olut  K 
(bi.-O  unb  S  il)r  3^i)olution)§centrum  (f.  tx>ieber  gig.  38.)  barau^ 
folgt,  bafe  bei  t)eränberli($em  b  bie  4  Seiten  beig  4  ®eit^  (Vi)  4 
.'proieft.  ©tra'^lenbüfi^el  barfteöen,  b.  1^.  ba§  a  (b...)  tt  a  (bi...) 
TT  ai  (b...)  TT  ai  (bi...).  33etrad)tet man  nun  ferner  bie  ©c^nitt- 
:pun!te  biefer  ©tra^^lenbüfi^el  mit  ben  feften  ©eiten  be^  4  ©ettö 
(V) ,  f 0  erf ennt  man  atebalb ,  ba^  t)on  ben  4  geraben  ©ebilben, 
"welche  1)  ©tral)lenbüf(^el  abi  auf  AiB  2)  ©tral)lenbüfd)el  aibi  auf 
auf  AB,  3)  ©tra^lenbüf($el  ab  auf  AiBi  unb  4)  @tral)lenbüfd)el 
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a^l  auf  ABl  erzeugt,  febe^  febem  ber  anbern  :perf:pc!t.  iftunb  imv 
für  baigfelbe  (Sentrum  ber  :perf))eft33ejte)^ung,  ba^  burd^ 
ben  @(^nttt:pun!t  i)on  Aa  u,  Ai  ai  bargefteüt  i[t. 

©ig  leui^tet  ein,  bafe  e^  genügt  für  3  ber  l^ter  angefüi)rten 
4  gälle  bte  Dfli(^tig!eit  ber  Se:^au))tung  nac^gett)iefen  ju  ^aben.  ©^3 
ift  aber  für  1)  ber  @<^nttt  be^  (Stra^IenMfd)eI)3  a  (bi.,,)  auf 
AiB  ))ro}e!t  bem  @(^nttt  t)on  ai  (bi...)  auf  AB,  tx)eil  a(bi.,0 
n  ai  (bi .  ♦  0»  S)enlt  man  ficE)  bi  nad)  B  gerütft,  fo  ift  ju  erfel^en, 
ba§  bie  beiben  geraben  ©ebilbe  au(^  ))erf:peft  finb,  ba  ß  ein  ent- 
f))re(^enb  gemeinfante^  ©lement  berfelben  ift,  unb  beult  man  fid)  bi 
einmal  mä^  A  ba^  anbere  ^fflal  na(^  Ai  gerüdft,  fo  erfiel^t  man, 
ba^  baig  :perf))elt»  (Sentrum  berfelben  ber  ®ct)nitt^unlt  i)on  A  a  unb 
A-i  ai  ift» 

@anj  auf  biefelbe  SBeife  ergiebt  fid)  bie  Sftic^tigMt  i)on  2), 
man  l)rau(i)t  nur  Bi  mit  B  unb  bi  mit  b  ju  i)ertauf($en,  um  xobxU 
lic^  benfelben  S3etx>ei^  ju  l)aben. 

Sffia^  ben  gaH  3)  anlangt,  fo  ift  offenbar  ber  ©ci}nitt  i)on 
AiB  huxä)  ben  ©tral^lenbüfd^el  a  (bi . ,  0  :proie!t»  bem  ©ci)nitte  i)on 
ABl  burd)  ai  (b . .  0  ti^eil  a  (bi , . .)  tt  ai  (b » . .}.  ©a^  fie  ))erf:peft. 
finb,  b,  l).  ba^  ber  ®(^nitt:punft  C  ijouABi  u,  AiB  ein  entf:pre(^enb 
gemeinfame^  ©lement  barfteöt,  folgt  barau^,  bafe  bei  i)eränberli(^em 
b  (u.  bi)  bie  ^jrojeft  ©tral^lenbüfd^el  ai(b»..)  unb  a  (bi..J  nad^ 
ber  obigen  enttx^idlung  gerabe  bie  Äuroe  Ki  erzeugen  muffen,  auf 
ber  eben  C  liegt;  unb  ba^  enbli($  toieberum  ber  ©d)nitt:pun!t  oon 
Aa  u,  Aiai  ha^  :perf:peft.  Zentrum  barfteöt,  folgt  toie  oben,  mnn 
man  bi  mit  A  ober  Ai  sufammenfaüen  lä^t.  ®anj  auf  biefelbe 
SBeife  fönnte  man  nun  anä)  no($  bie  Olic^tigleit  t>on  4)  bart^un, 

aSertaufc^t  man  in  biefer  ganjen  legten  ©nttoiiflung  ben  ^un!t 
a  mit  ai,  fo  erl^ält  man  ganj  auf  biefelbe  Sffieife  enttoeber  auf  ben 
4  (Seiten  ABi  AiB  AiBi  AB  bc^  urf:prügli(^en  4@eit^  4  ^aare 
:perfpe!t.  geraber  ©ebilbe,  erzeugt  burc^  bie  ©tra^len  ber  ©tral^len- 
büfd)el  ai  (b.*0  %  (l^i-O  ^  (^-0  o.  (bi...)  unb  jtoar  toie^ 
berum  für  ein  unb  bas^felbe  Zentrum,  basS  aber  biefesS  ?iKal  ber 
©c^nitt:punft  i)on  Aai  u.  Aia  ift» 

aSertaufc^t  man  bagegen  in  bem  obigen  SSet^eife  burc^gängig 
b  mit  bi,  fo  gelangt  man  su  einem  cil)nli(^en  9lefultate,  nur  ift  in 
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biefem  %oXit  tijieber  ber  ©c^nitt^junft  i)on  Aa  u.  AiOi  ba6  :perf:pcft 
(Sentrutn  ber  4  ^aare  :perf^)e!t.  geraber  ©ebilbe» 

aSertaufdjt  man  enblic^  fot^ol^l  a  mit  ai  afö  au(^  16  mit  bi 
fo  öekngt  man  noä)  einmal  ju  4  ^^etf^^elt,  geraben  ©ebilben  auf 
ben  ertijä^nten  Seiten  beg  4©eit^,  unb  jti^ar  für  ben  ©(^nitt^unft 
t)on  Aai  Aa  afö  ))erf:pelt  Zentrum. 

3m  nai^folgenben  mögen  biefe  l^ier  etüätjuten  4  gälte  in  einer 
STrt  ®(^ema  nod)  tefonber^  jufammengefteHt  t^erben  (öergl.  gig,  40.) 
I.  e^  ift  1)  AiB  u,  AB,  2)  AiBi  u.  AB^,  3)  AiB  u,  AB^, 
4)  AB  u,  A^Bi  für  ba^  Zentrum  Aa  A^ai  ^erf^eft» 

tüenn  fie  entf^rec^enb  gefi^nitten  n^erben  bur(^:  1)  a  (bi-O 
unb  a,  (bi,0  2)  a  (6.0  u.  ai  (6,.)  3)  a  (bi.,)  u.  a^  (b,0  4) 
ai  (bi,0  u.  a  (b.O. 

IL  e^  ift:  1)  AiBi  u,  AB^,  2)  A^B  u.  AB,  3)  A^B  u.  ABi, 
4)  AB  u.  AiBi  für  ba§  Zentrum  Aai  Aia  ))erf^elt, 

ti^enn  fie  entf:pred)enb  gef(^nitten  t^erben  bur(^:  1)  ai  (b..) 
unb  a  (6.0,  2)  a^  (b^.O  u.  a  (bi^O,  3)  a^  (6i,0  u,  a  (b.O. 
4)  a  (bi.O  11*  «1  (l>-0» 

III,  (gg  ift:  1)  AiBiU.  ABl,  2)  A^B  u.  AB,  3)  A^B  u,  AB^, 
4)  AB  u*  AiBi  ))erf^)eft  für  ba^  Zentrum  Aa  Aiai. 

tDenn  fie  entft)re(^enb  gefd^nitten  ttjerben  burd):  1)  a  (bi^O 
unb  ai  (bi,0/  2)  a  (b,0  u,  ai  (b.O,  3)  a  (b^O  u-  <^i  O^i-l 
4)ai(b.0u.  a(h,..r 

IV,  e^  ift:  1)  AiBi  u,  ABi,  2)  AiB  u,  AB,  3)  A^B  u,  AB^ 
4)  AB  u,  AiBi  :perf))eft.  für  ba^  Zentrum  Aai  Aia, 

t^enn  fie  entf^rei^enb  gef($nitten  ti^erben  buri^ :  1)  ai  (bi .  0^ 
unb  a  (bi^O.  2)  ai  (b.O  n,  a  (b,0,  3)  ai  (6.0  «*  ^  (^i-O, 
4)  a(b.Ou,  ai  (bi.O. 

2öie  bie  bi^I)erige  Unterfu(^ung  fi(^  auf  bie  Setrad^tung  ber 
beiben  Äuri^en  K  u,  Ki  befd^rdnlt  l)at,  unb  bie  ^tefultate  bal^er  auc^ 
in  einer  beftimmten  23eätel;ung  ju  ben  beiben  ©egeneden  AAiU.aai, 
ber  i^oUftänbigen  4  Seite  (V)  u,  (Vi),  mlä)t  biefen  beiben  Äurt^en 
gemein  finb,  fte'^en,  eben  fo  !ann  man  nun  auä)  für  bie  beiben 
übrigen  ^aare  ber  3  Äurt^en  KKgU,  K1K2  unb  bie  il}nen  gemein- 
famen  ©egeneäen  ber  beiben  4  Seite  (V)  u.  (Vi)  bie  entf))rec^enben 
JRejultate  entt^tifeln,  S)a  bie  beiben  4  Seite  felbft  für  aüe  3Äur:: 
^en^aare  biefelben  bleiben,  fo  erl^alten  bie  S^efultate,  p  benen  man 
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in  aU^n  3  %Mitn  gelanat,  einen  gemetnfamen  Sn^alt,  ber  fic^  nun 
in  folgenbem  ®a|e  au^fJpred^en  la^t: 

301  §atman3Äuri)enII,  tijeld^e  ben  3  t)erf(^iebenen  burd^ 
ein  tJoUftänbige^  4  ©eit  beftimniten  4  ®c!en  umfi^rieben  finb, 
fo  teftimmen  bteje  burd)  t^re  n^ä)  ükigen  6  ®(^nttt:punlte 
ein  neue^  t^oKftanbige^  4  ©eit  S)ie  4  Seiten  bej^  einen 
biefer  4  ©eite  j($neiben  nun  bie  4  ©eiten  be^  anbern  in 
16  fünften,  tx)eld)e  ju  je  4  in  4  neuen  ©eraben  liegen, 
biefe  fo  eri)altenen  ©eraben  Silben  i^rev  ©eiti3  ein  3te^  t>olI' 
ftänbiße)6  4  ©eit  beffen  3  '^aav  ©egenecfen  je  ein  ^aar 
^oleden  be^S  ju  Je  2  ber  3  Äurben  II  gel^örigen  gemein^ 
ajnten  ^olbreiecfi^  bilben. 
©er  reci^)ro!e  ©afe  lautet: 

304  b.  §at  man  irgenb  3  ^urDen  II,  tijel($e  ben4  burd)  ein 
DcGftänbige^  4  (Sä  fceftimmten  einfallen  4  ©eiten  eingef (^rie- 
ben  finb;  fo  6eftimmen  biefe  burd)  il)re  nod)  ükigen  6  ge=: 
meinfamen  S;angenten  ein  neue^  ijoUftänbigei^  4  @d.  S)ie 
4  ©den  be^^  erften  fceftimmen  mit  ben  4  ©den  be^  2ten  16 
©erabe,  bie  ju  je  4  in  4  neuen  fünften  fic^  f($neiben,  biefe 
4  ©(^nitt:punfte  fcilben  ii^ieber  ein  3te^  i^oöftänbige^  4  (Sä, 
beffen  3  ^aar  ©egenfeiten  Je  ein  ^aar  ©eiten  ber  ju  je  2 
ber  obigen  3  Äurijen  II  gel^örigen  gemeinfamen  ^olarbrei^^ 
ed^  barftellen. 

3ur  3Seri)onftanbigung  biefer  legten  ©utti^idlungen  mögen  t)ier 
nod)  folgenbe  ©ä|e  unb  Setrai^tungen  angefügt  toerben: 

305/  ©inb  aai,  h\,  cci  3  ^un!ten:paare ,  bie  fe  burd) 
eineiS  ber  3  $aare  i)on  ©egeneden  AAi,   BBi,  CCi   eine6 
4  ©eit!8  l}armonif c^  getrennt  finb,  f o  liegen  fie  in  einer  Äurbe  II, 
ober  in  2  ©eraben. 
3u  etmai^  anberer  Raffung  lautet  biefer  ©afe  alfo: 

©inb  oon  ben  3  gJaaren  oon  ©egeneden  2  in  Bejug  auf 
eine  Äuroe  II  ^armonifc^  getrennt,  fo  ift  e^  aud^  bie  3te. 
Unb  finb  2  ©erabe  bur(^  2  $aare  i)on  ©egeneden  eine^ 
4  ©eit§  l)armonif(^  getrennt,  fo  finb  fie  au(^  burc^  ia§>  3te 
^aar  ^armonif(^  getrennt,  (f.  171.) 
2)en!t  man  fi(^  nämlid)  bur(^  aai  Wi  alle  möglid)enÄuroenII 
gelegt,  fo  f(^neiben  biefe  bie  ©erabe  CCi  in  jugeorbneten  fünften 
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einer  Sni;)oIution  (9a),  unb  unfer  ©afe  i[t  erti^iefen,  tDenn  al^  bie 
Orbnuttfl^elemente  biefer  3^i)olutton  fid)  C  u.  Ci  l)erau^ftellen,  3^1 
biefer  3ni)C)lution  finb  nun  nai^  9a  [tetö  bie  (Sd)nittpunlte  i)on  abi 
unb  aib  einerfeit^,  foti^ie  bie  ©d^nitt^punlte  ab  u,  aibi  anbererfett^ 
jufleorbnete  fünfte,  ben!t  man  fic^  nun  aber  a  u.  ai  feft,  b  u.  bi 
bagegen  t)eränberlt(^,  mM  iebocE)  immer  ber  obigen  SSoraui^fet^ung 
entj:pre(^enb  bBbiBi  ein  {)armonijd)er  Sßurf,  fo  mu§,  mnn  b 
(ober  bi)  in  ben  ©tral)l  aC  ober  afii  ju  liegen  !ommt,  entf^re^ 
dienb  bi  (ober  b)  in  ben  ®trat)l  aiC  ober  aiCi  ju  liegen  Jommen, 
ba  ja  C  (aBaiBi)  u,  Ci  (aBa^Bi)  nad)  ber  3Sorau^[e|ung  l)ar^ 
monifd)e  Sßürfe  finb,  tr>orau!8  ju  erfel^en,  ba§  C  u»  Ci  bie  beiben 
Orbnung^elemente  ber  oben  ertDäljnten  3ni)olution  in  CCi  finb. 

Sffiegen  be)3  %aU^^,  ba^  abc  in  einer  ©eraben  liegen,  oergL 
man  172, 

SReci:pro!  Ijierju  ift  ber  ®afe: 

306,  ©inb  3  ^aare  i)on  ©eraben,  bie  burd^  bie  3  ©den 
be^  p  einem  OoHftänbigen  4  (Sd  gel)örigen  ^olbreied^ 
gelten,  je  burd^  bie  jugel)örigen  ©egenfeiten  liarmonifd)  ge^^ 
trennt,  fo  umpGen  fie  eine  Äuri^e  II,  ober  fie  f(^neiben  fic^ 
in  2  gJunften  (f.  171). 

©in  befonberer  %aU  t)on  309  lautet: 

307,  3i^t)t  ^^^  ^^^'^  ^i^  3  (SiXtn  einejg  ©reiedig,  Je  ein 
$aar  ©erabe,  ba^  Je  mit  ben  ©eraben,  bie  bie  betreffenben 
beiben  ©reied^atoinfel  l^albiren,  gleid)e  aCBinlel  bilben,  fo  um^ 
pGen  biefe  6  ©eraben  eine  Äuroe  II. 

3ui.  1.  S)iefer  @aij  308  läfet  bie  Be^au^tung,  tDeld)e  in  304 
5lnm.  bejüglid^  ber  6  ©c^nitt^unlte  ber  24  S^angenten  ber  3  Äur- 
tjen  KK1K2  aufgefteEt  ti^urbe,  al^  richtig  er!ennen, 

3uf.  2,  S3etra($ten  n^ir  irgenb  eine  Äurt)e  K,  bie  toie  in 
ben  93etrad)tungen  t)on  292  :c.  2  paaren  t)on  ©egeneden  AAiBBi 
eine^  4  ©eit^  umfd^rieben  ift,  fo  finb  in  ^Sejug  auf  biefelbe  bie 
fünfte  CCi  fonjugirt,  benn  bejeid)nen  ^ir  mit  E  ben  ®c^nitt^un!t 
Don  AAi  u.  BBi  fo  ift  ja  ECCi  ein  abfoluteg  ^olarbreied  für 
jebe  fol(^e  Äuri)e,    S)al)er  erl)ält  man  folgenbe  2  reci:pro!en  ©äl^e : 

308,  Sefd)reibt  man  toie  in  301  um  bie  3  einfad)en  burd) 
ein  t)0llftänbigei8  4  ©eit  beftimmten  4  ©de  3  Äuroen  II,  fo 
f(^neiben  biefe  bie  3  diagonalen  bej^felben  in  6  neuen  ^un^ 
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ten  einer  Äiiri^e  II,  bte  ieboc^  anä)  in  ein  ©l)ftem  2er  ©e- 
raben  überc-^eljen  !ann, 

309,  aSef d)reibt  man  in  bie  3  einfachen  4  ©eite  eine^  4  (gd^ 
3  Äuri^en  II  unb  äiel)t  man  t)on  ben  3  ®(fen  be^  jn^epri^ 
gen  ^otarbreieif ^  bie  3  ^aar  Tangenten  an  fie,  jo  nmpHen 
biefe  6  ©eraben  eine  Ruvoc  II,  bie  jebcx^  anä^  in  2^nnfte 
iibergeljen  fann. 
&  jei  lieber  n)ie  in  299  ^c.  K  n.  Ki  2  beliebige  Änri)en  II,  i)i)n 
benen  K  hzn  2  ^aar  @egen:pnn!ten  AÄi  lu  BBi  Ki  ben  2  ©egen^ 
:pnn!ten  AAi  CCi  eineö  4  ©eit^  mnfd)rieben  ift,  nnb  be^ei(^nen  ti^ir 
(f,  gig.41)  ben^ol  t^on  BBi  fürK,  ber  auf  CCi  liegt  (300),  huxä) 
a,  ben  i)on  CCi  filr  K^,  ber  auf  BBi  liegt  (300),  burd)  ai,  ben 
@d)nitt:punö  t)on  BBi  u,  CCi  imxä)  a2,  enblid^  bie  beiben  ©c^nitt- 
^mtk  ^oxi  K  n,  CCi  burd)  MN  nnb  bie  t)on  K^  unb  BB^  burd) 
MiNi,  jo  ift  a2MaN7i:a2MiaiNi  n)eil  beibe  l)armonifd)e  SBürfe, 
bal)er  fd)neiben  fid)  bie  3  ©eraben  MM^,  aa^,  NNi  in  1  fünfte  S, 
ba  aber  nad)  300  fomoljl  a  al^  a^  auf  ber  2teu  bon  AA^  uv\ä)k^ 
benen  gemeinjamen  6l)orbe  cci  i)on  KK^  liegen  muffen,  fo  liegt  ber 
©d)nitt))unft  i^on  MMi  u.  NN^  auf  biefer  gemeinfamen  K^orbe  cci ; 
tbtn  ba^fetbe  gilt  au^  benfelben  ©rünben  i)on  bem  ©(^nitt^unlte 
i)ün  MNi  XL  MiN.  Sabei  folgt  nun  unmittelbar  au^(307,  3uf,2) 
baij  bie  ©eraben  MMi  u.  NNi  ebenfo  toie  bie  ©eraben  MNi  unb 
M^N  burd)  ie  2  ©egen^unfte  be^  4  ©eit^  ^armonif($  getrennt  finb» 
aSäljlt  mau  nun  ju  ben  beiben  Äuroen  KK-t  uoc^  eine  3te  jum 
Äuri)enfi)ftem  BBiCCi  geprigeÄurt)eIIK2i)on  ber  Sefd^affen^eit, 
baß  fie  bie  AA^  in  bem  ©(^nitt:pun!te  i)on  MMi  (ober  in  bem  oon 
MNi)  fi^neibet,  fo  liegt  ber  2te  ©d)nitt:pun!t  oon  K2  u.AAi  nad) 
308  in  ber  ©eraben  NN^  (ober  resp.  in  M^N)  unb  esa  muffen 
nun,  t^ie  fo  eben  gezeigt,  bie  gemeinfame  (St)orbe  oon  KK^  unb  bie 
oon  KK2  1^^^  *^i^  ^^^  ^^1^2  w^it  fecm  ©($nitt:pun!te  oon  MM^ 
unb  NN-j  (ober  resp,  mit  bem  oon  MNi  n.  MiN)  in  1  ©eraben 
liegen;  ba  aber  jugleii^  nac^  301  bie  3  neuen  ^aare  oon  ©d)nitt^ 
puulteu  bie  ©d^unfte  eineg  ooßftänbigen  4©eit^  barftetten  muffen, 
fo  laffen  fic^  biefe  3lefultate  nur  bann  bereinigen,  t^enn  3  oon  ben 
6  ed:punften  biefe^  4  ©cit^  bie^  Mal  in  1  ^^unft  nämlic^  in  ben 
©d)nitt^un!t   oon  MMi  u,  NN^  (ober  resp.  oon  MNi  u.  MiN) 
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jufammenfaGen,    KK1K2  f(?^neibcn  ftc^  bälget  in  biefem  5ßun!te  xinb 
i^re  3  tiO(^  iikigeti  neuen  ©(^nitt^pnnfte  lieöen  in  1  ©eraben. 

3uf,  S)a  bie  ©(^nttt))nn!te  t)on  KKi  nnabl^änöig  finb  \)on 
K2,  \o  läfet  bie  lefete  (gntoiölung  unmittelbar  erlennen,  ba^  bie 
®(^nttt:pnn!te  üon  MN  u.  MiNi  einerjeit^  unb  ton  MNi  u,  MiN 
anbererfeit^  bie"  fraßlii^en  ©c^nitt^^unfte  i)on  KK^  barfteHen,  t)iev^ 
au^  erl)ält  man  nun  offenbar  im  ^ufammen^ang  mit  301  folflen- 
ben  Safe: 

310,  ®inb  KK1K2  3  Äuri^en  II,  bie  ben  3  einfachen 
4  (Sc!en  eine^  i)olI[tänbißen  4  ©eit^  umfd)rieben  finb ,  unb 
finb  MN  MiNi  M2N2  bie  3  ^aare  ©d^nitt^unlte  biefer  3 
Äurt)en  mit  ben  diagonalen  be^  4®ett^,  bie  alfo  nad)  308 
in  einer  Ruxu  II  liegen,  bie  \zhoä^  in  2  ©erabe  übergeljen 
lann,  fo  [telten  bie  6  ©c^nitt:pun!te  J)on  folgenben  6  paaren 
\)on@eraben  MM^  u,  NNi,  MNi  u,  M^N;  MM2  u.  NN2 
MN2  u,  MgN;  M1M2  u.  N1N2;  M1N2  u.  M2N1  bie  noc^ 
übrigen  6  ©(^nitt:pun!te  \)on  KK1K9  bar,  bie  alfo  na<^  301 
bie  6  e(J:punfte  eine^  t^oßftänbigen  4  ©eit^  bilben.    galten 

2  biefer  6  fünfte  in  1  jufammen,  fo  ift  e^S  mit  3en  ber 
%aU  unb  bie  3  übrigen  liegen  in  1  ©eraben, 

3uf.  ^n  unferem  oben  309  betrad^teten  gälte  liegen  bie 
©c^nitt^unlte  t?on  1)  MN^  u.  M^N,  2)  MN2  u,  M2N,  3)  M1N2 
unb  M2N1  in  1  ©eraben,  'vok  biefei^  au(^  aBbalb  bire!t  an^ 
310  folgt 

211^  befonbern  galt  ton  309  u.  310  erplt  man: 

31L  2)en  3  einfa($en  4  (güen  eine^  4  ©eit^  laffen 
fid)  gerabc  3  §^:perbeln  umfd)reiben,  i)on  benen  jebe  eine  ju 
einer  diagonale  be^  4  ©eit^  :parattele  2tfl)m))tote  l^at;  bie 

3  übrigen  2lft)mptoten  biefer  3  §^:perbeln  finb  al^bann  :pa:^ 
rattel  ber  ©eraben  m  (f,  gig,  42),  tot^t  bie  ^D^itten  bbib2 
ber  3  diagonalen  i^erbinbet,  ttä^renb  bie  3  noc^  übrigen 
©($nitt:pun!te  berfelben  aU  3  in  1  ©eraben  liegenbe  ©cf- 
^untte  3er  ^araüelogramm  erf($einen,  tx^obei  bas^  erfte  bb^ 
jur  ©iagonole  unb  d|d  ju  ©eitenric^tungen  ba^  2te  bb2  jur 
S5iagonale  unb  d2d  ju  ©eitenrid)tungen,  ha^  3te  bib2  jur 
©iagonale  unb  d2di  ju  ©eitenrid^tungen  l)at. 

3fteci))ro!  p  312  ift: 
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312.  ©inb  KK1K2  3Äurt)en  II,  bie  ben  3  emfad)en  4  ©eiten 
eine^  4  @tf  eingefc^rieben  finb,  unb  mn  miiii  m2n2  bie  3  nod^  übrigen 
^aare  t)on  Stangenten,  bie  man  t)on  ben  3  (Säen  be^  jngeljörigen 
^olarbreied'^  an  fie  jie^en  !ann,  fo  [teilen  bie  6  SSerbinbnng^linien 
folgenber  6  $aare  i)on  ®(J)nitt:pnn!ten  mmi  n.  nni,  mni  n»  min; 
min2  nnb  nn2,  mn2  n,  m2n;  111^1112  n»  riiiiOf  min2  U.  m2ni  bie 
6  no(^  übrigen  gemeinjd)aftli(^en  S;angenten  fe  2er  berfelben  bar, 
bie  aljo  nad)  301  bie  6  (Seiten  eine^g  4  (£(Jö  barftellen.  9Son  biefen 
6  (Seraben  fönnen  3  in  eine  jnfammenfaüen,  tt)obei  bann  bie  3  m^- 
bcrn  fid)  in  1  ^nnfte  f(^neiben, 

£)ie  ©ä|e  297  u,  298  fönnen  in  folgenber  gaffnng  tüie^ 
ber  gegeben  ti^erben.  ®inb  KK1K2  ♦  *  *  Änri^en  eine!^  Änrben- 
f^ftem^,  ba^  bnr(^  bie  4  ^^nnfte  ABCD  beftimmt  ift,  jo  giebt  t^ 
nnenblid)  t)iele  Änrt)en  II  ÄÄi..,  t)on  ber  33ef(^affenl}eit,  ba^  e^ 
jn  iebem  fünfte  a  i)on  ^  ober  Äi  ac.  n)ieber  einen  ^nn!t  ai  berjel-- 
ben  Änri)e  Ä  ober  Äi  2c,  giebt,  ber  in  33eing  anf  alle  Änrijen 
K  K1K2 . » .  jenem  a  fonjngirt  ift.  S)abei  liegt  für  Jebe  Änri^e 
Ä  ie  ein  ^aar  änfammengel^örige  ^nnfte  tt)ie  aai  ftet^  anf  einem 
©traljl  eine^  ©tral}lenbüfc^ete,  beffen  ßentrnm  S  ein  ^unft  einer 
ber  6  ©eiten  be^  4  m^  ABCD  tft;  biefe  Ä^nri)en  ÄÄi  ^c.  fi^ei-^ 
ben  fi(^  baljer  nad)  ben  6  ©eiten  biefesS  4  @d^  in  6  ©rn^^en  bie 
man  füglid)  alfo  bejeid^nen  fann:  1)  ^h  Ä12.  *  *  2)  Ä21Ä22  *  ♦ « 

3)  Ä31  Ä^32 6)  Äßi  ^62.  53etra(^ten  toiv  irgenb  eine  fol(%e  Änrt^e 

Ä,  bie  jn  ber  ©eite  AB  gel)oren  möge,  b.  1^.  für  n)eld)e  ber 
^nn!t  S  mit  bem  je  2  in  SSejng  anf  ha^  gegebene 
Änrt)enft)ftem  lonjngirte  fünfte  in  einer  ©eraben 
liegen,  eben  anf  AB  liegen  möge,  fo  liegen  anf  Ä  nai^ 297 
mä^  alle  ^erül)rnng6:pun!te  ber  t)on  S  an  KKi  ♦ . .  jn  jie^enben 
S^angenten,  ferner  ift  S  in  SSejng  anf  Ä  polare  i)on  CD,  tDä^renb 
ber  ^ol  t)on  CD  in  Se^ng  anf  iebe  J?:nroe  K  be^  @^ftem§  ABCD 
and)  bie  ®igenid)aft  Ijat,  ba§  Jebe  bnrd^  i^n  gezogene  @erabe  bie 
Ä  in  2  ^nnlten  f(^eibet,  bie  in  Se^ng  gerabe  anf  biefe  K  fonin== 
girt  finb.  Sa  nnn  bie  ^ole  i)on  C  D  in  Sejng  anf  äffe  Änrt^en 
kKi..,  be^  ©^ftemö  ABCD  auf  ber  ©ette  be^  jn  ABCD 
gel^enben  ^olarbreiecf^  liegen ,  toel(^e  burd)  bie  ©(^nitt^unfte 
ACnnbBC,  AD  unb  BC  beftimmt  ift,  fo  f(^neibet  biefe 
©erabe  bie  ,^  in  2  ^^uniften,  bie   in  23ejug  auf   alle 
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£uri)en  KKi,.;  beö  ©t)[tem^  ABCD  foniußirt  finb, 
b.  t).  bte  ^  fi^neibet  eben  biefe  ©erabe  in  ben  Orbnnng^elementen 
berjeniöen  ^nöolntton,  beren  jnc^eorbnete  fünfte  burd)  bie  (S(i)nitt' 
))unften:paare  ber  einzelnen  Äuri^en  KKi.,.  beftimmt  ftnb,  bte  je 
Orbnuncj^elemente  jinb  aber  bie  fo  thtn  eni^äl)nten 
ecfen  be^  ju  ABCD  geljörigen  ^olbretedf^. 

Um  bie  Stejultate,  iDelc^e  ji(^  an^  biefer  (äntti^iiflung  unmit- 
kihax  ergeben,  !ürjer  fafjen  unb  anf($auti(^er  barftellen  ju  fönnen, 
füllen  nun  mit  33eriicf[i(i)tiöung  i)on  gig.  43  unb  ber  obigen  (Snt^ 
tDicflung  folgenbe  Sejeii^nungen  eingeführt  tDorben:  6^  feien  bie 
3  ^aar  ©egenfeiten  AB  u.  CD,  AC  u.  BD,  AD  lu  BC  entfpre^ 
c|enb  aU  Jfte  u,  4te,  2te  u,  5te,  3te  u.  6te  (Seite  be^eic^net  unb 
bemna(^  mit  Äu ^12^13.,..  ba^jenige  ©Aftern  bejeit^net,  ba^  jur 
Iften  (Seite  AB  geprt  iL,  fo  bafe  tt)ir  au(^  entf:prec^enb  Don  Iften 
2ten  3ten  ic.  Äurt)enft}ftem  ^  f^rei^en, 

(S^  feien  ferner  bie  3  ecf))untte  bei^  ju  ABCD  get)örigen  ^oU 
breiecE^  MNP  ber  2lrt,  baß  bte  Ifte  n,  4te  (Seite  fic^  in  M  bie  2te 
unb  5te  fid)  in  N  bie  3te  u.  6te  fic^  in  P  fd)neiben,  atebann  gilt 
folgenbeig : 

313.  2lUe  Äurt)en  bon  ie  2  ju  2  ©egenfeiten  geljörigen  ^nx-- 
t)enfl)ftemen ,  alfo  j»  33.  bie  be^  Iften  u.  4ten,  gel)en  burd) 
biefelben  2  edpuntte  beö  ^olbreied^  MNP  unb  ti)äl)ltman 
au^  2  ^u  2  ©egenfeiten  gel)örigen  ©t)ftemen  je  eine  ^^mu 
unb  i)on  bem  ®X)\Um  ABCD  nod)  eine  3te  ba^u,  fo  finb 
biefe  3  Äurt)en  ftet^  ben  3  eittfad)en  4  ©den  eine^  4  (SeitiS 
umf(^rieben,  unh  bie  3  ber  2lrt  in  33etrad)t  lommenben 
4  Seite  finb  toieber  bie  3  einfad)en  4  Seite  be^  4  ©d^  ABCD 
unb  e^  gelten  alfo  für  je  3  ber  3lrt  jufammengel)örige  ber 
7  überl^au^t  oorl)anbenen  iluroenf^fteme  alte  bie  bi^^er  in 
biefer  Sejiet)ung  enttnidelten  (Säfee.  ^iebei  ift  ttun  ferner 
^u  bead^ten,  baß  Jebe  ^nxu  K  U^  urf:prüngli(^en  Äuvoen^ 
ft)ftem^  ju  jebem  ber  6  neuen  St)fteme  ^  genau  in  bemfel^ 
ben  9Serl}ältniffe  fteljt,  tx>ie  jebe  ^uri^e  ^  ju  bem  Sl)fteme 
KKi....  ©enn  betradjten  mr,  um  bei  bem  Iften  (S^fteme 
Stii..-  i'teljen  ju  bleiben,  bie  beiben  oon  CD  t)erfd)iebenen 
©d)nitt:pun!te  irgenb  einer  beftimmten  ^uxu  K  mit  ben 
fämmtlid)en  Äurüen  be^  ©t)ftem^  ^11^12  Äis^^v  fo   ö^^t 
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barauig  l)eri)or,  ba^  bte  Sangenten,  \DeI(f)e  in  biefen  @d)nitt' 
:pnn!ten  m  bieje  festeren  ^nri^en  ft(^  ^teljen  laffen,  alle  in 
bem  feften  $ole  t)on  CD  in  33ejng  auf  K  fid)  jd)neiben, 
ber  auf  ber  öemeinfamen ®ef ante  NP  ber  j^uri)en  ^nÄia.-* 
liegt,  tt)crau^  bie  SRi(^tig!eit  fic^  ergiebt. 
©er  reci))rofe  ®afe  lautet: 

314,  3i^I)t  wtan  bur($  irgenb  einen  ber  6  ©cf^punfte 
einest  4  ©eit^  ab  cd  eine  ©erabe,  legt  in  fämmtlid)en 
©(^nitt:punlten  biefer  ©eraben  mit  ben  Äuri)en  be^  ©t)[tem!3 
ab  cd  Sangenten  an  biefe  iturt)en,  fo  uml)üUen  biefe  San^ 
genten  eine  Äurt)e  II  ^,  ©en!t  man  fid)  biefe^  9Serfal)ren 
auf  alle  burd)  baig  fraglid)e  ©ä  gel^enben  ©eraben  angett)en== 
bet,  fo  bilben  bie  ber  9lrt  fid)  ergeknben  Äur^en  Ä\*.  ein 
neue^  ©t)ftem  i)on  Äur^^en,  ba6  bemfelben  4  Seit  eingefd^rie- 
ben  ift,  unb  jtx>ar  finb  2,  beffen  (Seiten  unter  ben  Seiten 
be!^  gegebenen  4  ©eit^  ab  cd  enthalten,  ir^ä^renb  bie  beiben 
anbern  2  Seiten  be^  jum  4  ©eit  gel)örigen  ^olbreied^  finb. 
Solcher  Äuri)enf^|teme  R  erl)ält  man  nad)  ben  ©c!en  be^o 
4  ©eit^  ab  cd  6,  unb  jtt)ar  ftel)pn  bie  ^uri)en  iebe^  ber^ 
felben  p  bem  ®l)fteme  ab  cd  genau  in  bemfelben  35erl}ält= 
nife  tt)ie  umgeMjrt  bie  Äurt^en  bejg  ©t)ftemi3  ab  cd  ju  bem 
erfteren  ©t)fteme, 

5uf,  23etra(^tet  man  3  ^urt>en  II,  bie  bur(%  biefelben  2 
^un!te  geljen,  fo  fd)neiben  fid)  nad)  142  il^re  3  gemeinfd)aftli($en 
©eignen  in  einem  ^untte  unb  für  biefen  ^un!t  gelten  nun  l)in= 
fic^tlid)  aller  3  Äuroen  II  bie  bi^^er  für  bie  fünfte  ber  gemein^ 
famen  (S^orben  einest  4  :punftigen  Äuroenft)ftem^  erl^altenen  Oteful^ 
täte,  l)ierau^  folgen  unter  anberen  folgenbe  ©ä|e: 

315,  ©inb  KK^K^  3  Äuri)en,  n)eld)e  2  fünfte  A  u,  B  ge^ 
mein  l)aben,  unb  fd)neiben  \\ä)  il)re  3  t)on  AB  i)erfd)iebenen 
gemeinfamen  ß^orben  im  fünfte  S,  fo  liegen  bie  6  23erül)r^ 
ungö:punfte  ber  i)on  S  an  fie  ju  jiel)enben  Sangenten  auf 
einer  Äurt^e  II  j^i ,  ti^elc^e  bie  ©eraben  SA  u,  SB  in  A 
unb  B  berül)rt,  unb  außerbem  nod)  burd)  3  ^aare  leidet  ju 
beftimmenber  ed:pun!te  ber  3  ^olbreiet^e  get)t,  bie  p  ben 
ben  3  Äuroen  gemeinfam  eingef i^riebenen  4  (Sden  gel^ören, 

gür  3  Äurijen  II,  tt^elc^e  2  fünfte  A  u.  B  gemein  1)a^ 
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ben,  fliegt  e^  immer  gerabe  eine  Äurtje  11  Ä  t)on  ber  33e=^ 
f(^affenl}eit,  ba^  e§  ju  Jebem  fünfte  a  i)on  Ä  einen  ^un!t 
di  berfelben  Äuri)e  Ä  giebt,  ber  bem  a  in  33ejng  anf  aUe 
3  Äuri;)en  fonjugirt  ift, 

®inb  KK1K2  3  toijen  II,  mlä)z  2  Sangenten  a  b  gemein 
^aben,  unb  ift  s  bie  (Serabe,  in  ber  bie  ®(^nitt:pnnfte  ber  3  nod) 
übrigen  ^aare  gemeinfi^aftlii^er  S:angenten  liegen,  jo  umpüen  bie 
6  Sangenten  in  ben  ®(^nitt^nn!ten  ber  s  mitKKiK^  eine  Änrt)e  11 
Ä,  mlä)e  bie  a  nnb  b  in  ben  ©c^nttt:pnnften  mit  s  beriit)rt  nnb 
aud^  3  leid)t  jn  beftimmenbe  >paare  t)on  Seiten  ber  3  ^olarbreieäe 
jn  Sangenten  Ijat,  tx)el($e  jn  ben  3  ben  gegebenen  Änrt)en  gemein^ 
fam  nmfi^riebenen  4®eiten  gehören, 

§aben  3  Äuri^en  II  2  Sangenten  ab  gemein,  fo  giebt 
eiS  gerabe  1  Änrt?e  II  i)on  ber  33ej(^aftenl)eit ,  baß  eö  jn  jeber 
Sangente  t)on  Ä'  eine  2te  giebt,  \x>dd)^  ber  Iften  inSejng  anf  aüe 
3  Äuri^en  II  foningirt  ift. 

3uf.  6^  möge  l^ier  noä)  l^eri^orgeljoben  ix)erben,  baß  ber 
Safe  314  ate  befonberer  gaU  i)on  I  S^,  74.  4)  fid^  barftellt.  ©enn 
finb  K  n.  Ki  irgenb  2  Änrt)en  be^  S^ftem^  ABCD  nnb  Ä  eineÄnrt^e 
bei^S^ftem^  CDNP  (f.  gig.  41)  n.  fni^t  manjn  allen  qSnnften  t)on 
Ä  in  ben  beiben  ^olarf^ftemen,  beren  Orbnnng^!nri?en  K  u.  K^ 
finb,  bie  polaren,  fo  bilben  biefe  2  ))roie!t.  ©tral^lenbüfc^el  II, 
t?on  benen  man  \iä)  leicht  überjengt,  baß  fie  bie  beiben  polaren  t)on 
N  n.  P  entf:pre(^enb  gemein  ^aben,  ba  ja  für  beibe  MF  bie  polare 
Don  N  n.  MN  bie  polare  üon  P  ift;  bie  entf^re($enben  ©tral)len 
biefer  beiben  33üf(^el  fc^neiben  fi(^  ba^er  in  ben  $nn!ten  einer 
^mu  II  nad)  I  S^.  74. 4),  bie  offenbar  bnrd)  NPCD  n.  ti^ie  man 
fid^  nad)  ben  legten  ©ntti^idlnngen  leid)t  überjengt,  huxä)  ieben  ber 
®d)nitt^)nn!te  ÄK  n.  ^K^  gel)t. 

einen  befonberen  gall  be^  ©afee^  in  214  erl}ält  man,  toenn 
man  für  2  ber  4  fünfte  ABCD  bie  SRormalpunfte  toa^lt  j.23  für 
CD,  ti^obei  jeboi^  bloß  ein  ^aar  ©egenfeiten  bes^^  4  (äd^  ABCD  reell 
ti)irb,  tt)eßtoegen  and)  bloß  2  neue  (Sl)fteme  oon  ben  Äuroen  ^  in 
SSetrad^t  fommen.  2luf  biefem  SKege  gelangt  man  ju  nad)ftel)en' 
bem  9iefultate: 

316.  ©teilen  KK1K2...  alle  möglid^en  Greife  bar,  tt?el(^e 
bie  beiben  retten  ober  fonjungirt  imaginären  fünfte  AB  gemein 
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^abeti,  uttb  jiel^t  man  ^on  aüen  reellen  fünften  Don  AB  S:anflen' 
ten  an  biefe  Äreije,  fo  liegen  bie  Serül}rungi^:pun!te  auf  eben  fo 
'okkn  neuen  Greifen  An  Ä12.-,  tx>obei  ieber  ^un!t  i)on  AB  ju 
gleti^er  3eit  2)littel^)unft  beö  ju  i^m  geprigen  ^reife^  ift,  aöe 
biefe  Äreife  fd)neiben  bie  SSerbinbungi^linie  ber  ?SJiittel^)unfte  Don 
KKj . .  in  benfelben  fünften  NP,  vodä)t  bie  Orbnungi^elemente  ber 
bnxä)  bie  einzelnen  Äreife  auf  biefer  ©eraben  nad^  9.  beftintntten 
Sntyolution,  unb  bal^er  reeü  ober  imaginär  finb,  je  nac^bem  umge^ 
fet)rt  AB  imaginär  ober  reell  finb. 

3ie§t  man  unter  33eibel^altung  biefer  fo  ^Un  gebraud)ten 
aSejeii^nungen  an  EKi,.,  ))arallele  Sangenten,  fo  liegen  bie  Se- 
rü^rung^))un!te  auf  einer  gleic^feitigen  §t):perbel,  änbert  man  babet 
bie  9ti(^tung  ber  ))araMen  S^angenten,  fo  gelten  hoä)  aüe  biefe  fo 
erl)altenen  glei(^feitigen  §^:perbeln  Ä41  ^^2*-*  bur($  ABNP» 

3iel)t  man  enblid)  umgeMjrt  i)on  einem  beliebigen  fünfte  C 
ber  ©eraben  NP  Sangenten  an  bie  greife  An  Ä12.-  ober  an  bie 
§^))erbeln  Ä41  Ä42-.  fo  liegen  beren  SSerü^^rung^^^unfte  ftetiS  auf 
einem  Äreife  be^  (S^ftemiS  K^  K2 . » . ,  beff en  Zentrum  C  ift. 

SCBenn  in  bem  ©afee  297  2  u.  2  fünfte,  nmliä)  A  u.  C 
einerfeitig  unb  B  u.  D  anbererfeitö  je  in  1  jufammenfatten,  fo  ftnbet 
eine  auffaüenbe  ©rto^iterung  bejg  ©a^eg  barin  ©tatt,  bafe  atebann 
bie  fünfte,  ijon  tx>el(^en  Sangenten  an  bie  Mnx^m  bei§  ©^ftem^  ju 
jiel^en  finb,  ni(^t  auf  bie  gemeinfd^aftlic^en  ©efanten  beö  4  ©cfö  be^; 
f(^ränft  finb;  q^  gilt  nämli(^  folgenber  ©afe: 

317.  aSerben  2  ©erabe  MA  u.  MB  f.  gig.  44  t)on  be^ 
liebigen  Äuri^en  II  KKi . .  in  ben  fünften  A  u.  B  berül^rt, 
fo  liegen  aKe3Serü)^rung^;punfte  berienigen  Sangenten,  mlä)^ 
man  t>on  einem  beliebigen  feften  ^unft  P  au!3  an  fie  5iel)en 
fann,  auf  einer  neuen  Äuri^e  II Ä,  bie  burc^  MPAB  gel)t, 
babei  ift  iebo(|  nic^t  P  ber  ^pol  oon  AB  für  Ä,  fonbern  bie^ 
fer  ^ol  Pi  l^at  bie  Sage,  bafe  Pi  unb  AB  burcb  MP  ^ar^ 
monif($  getrennt  finb. 

a3ejeid)net  man  mmliä)  bie  2  23erut)rungi5:pun!te  auf  einer 
Äuri)e  K  mit  CD  unb  jie^t  AC  BD  einerfeit^  u.  AD  BC  anbrer^ 
feit^,  fo  liegt  foix)ol)l  ber  ©(f)nitt:punft  Q  ber  beiben  erften  aliS  au(^ 
ber  @(^nitt:punft  N  ber  beiben  le^teren  auf  MP  unb  jtoar  ift  nad^ 
MNPQ  [tet^  ein  l;armonif(^er  Sßurf,  ba^er   ift  bei  ijeränberlii^er 
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Äuri^e  uttb  m  ^clgc  beffett  bei  ^erättberlt(^em  0  u.  D  bod)  immer 
©tra^lenMj(*el  A  (Q.O  nB  (N.,)  b.  ^,  A  (C.)  ^  B  (CO 
unb  CiS  entf))rid§t  bem  ©tra^t  AB  t)on  A  ber  ©tral)l  BP^  i;)on  B 
bon  ber  Sefi^affen^ett,  bafe  Pi  nnb  AB  t}on  M  u.  P  I)armomj(^ 
getrennt  finb.  )x>.  g.  b.  tx)* 
D^eji^^ro!  ju  317  ift: 

318.  ©(^neibet  man  aüe  Würben  II,  bie  2  fefte  ©erabe 
ab  in  2  feften  ^nnften  AB  berühren,  iuxä)  eine  beliebige 
©erabe  p,  fo  nmpUen  aüe  2:angenten  in  ben  ©c^nitt))m* 
ten  eine  Äurbe  II  Ä,  bie  bie  4  ©eraben  abp  n.  AB  ju 
Sangenten  iiat,  unb  babei  berül^rt  Ä  bie  a  u.^  b  in  2  ^un!== 
ten,  beren  25erbinbung^linie  bcm  ®(^nitt:pun!te  ab  buri^  bie 
©eraben  p  unb  AB  l^armonifc^  getrennt  ift. 

(Sinige  befonbere  gälle  erl^ält  man,  txienn  man  A  lu  B  bie 
$Jiormal^unfte  ber  unenblic^  fernen  ©eraben  ober  a  u.  b  bie  3^or^ 
malftral)len  eine^  ^unfteig  M  fein  lä^t,  nämticE): 

319.  3i^l)t  ^^^  bon  einem  fünfte  P  au^  an  ein  ©1)== 
ftem  bon  Greifen,  bie  benjelben  2Jtittelpunft  M  t)aben,  S:an= 
genten,  fo  liegen  bie  33erül)rung^:punfte  auf  einem  neuen 
Greife,  beffen  ©uri^meffer  MP  ift. 

320.  ©c^neibet  man  ba^  ©t)ftem  bon  Greifen  in  319 
bur(^  eine  ©erabe  p,  fo  umpUen  bie  Sangenten  in  ben 
©($nitt:pun!t€n  eine  ^arabel,  bereu  a3renn^)un!t  M  ift,  unb 
bereu  ju  p  :parallele  S)ireftri^  jtx>ifd)en  M  unb '  p  in  ber 
?iÄitte  liegt. 

321.  3ie^t  man  bon  einem  fünfte  P  auö  an  alle  Äur== 
i)en  II,  bie  einen  a9renn))unft  M  unb  bie  ju  bemfelben  ge= 
t)örige  ©ireftri):  m  gemein  l)aben,  Sangenten,  fo  liegen 
fämmtli(^e  Serü:^rung^:punfte  auf  einer  Äurbe  II,  bie  burd) 
P  u.  M  ge^t. 

422.  ©(^neibet  man  alte  Würben  II,  bie  ben  beiben  iSe== 
bingungen  321  entf:prec^en,  burd^  eine  beliebige  ©erabe  p, 
fo  umplten  bie  Sangenten  in  ben  ©c^nitt:punften  eine  Äurbe 
II  Ä,  toel(^e  bie  p  u.  m  ju  Sangenten  u.  M  ebenfaü^  jum 
Srenn:pun!t  :^at,  n)ät)renb  ber  Srenn:punft  M  bon  feiner 
neuen  S)ire!tri^  burd^  p  unb  bie  erfte  ©ireftrijc  m  l^armonif^ 
getrennt  ift. 
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323,   23ef(^retbt  man  über  ben  2  2)taginalen  eine^  4  @ett^ 

2  Greife,  fo  ti^erben  \xä),  biefelben  im  Slögememen  in  2  ^nnf^ 

ten  fc^neiben,    S)ur(%  bieje  2  fünfte  gel)t  bann  \kU  aud) 

ber  £rei^,  ber  fid^  über  ber  3ten  SDiagbnale  aö  S)ur(^meffer 

bef(^reikn  Vü^i  unb  atte  Äurijen  II,  tt)el(^e  bem  fraglii^en 

4  ©eit  fi(^  einjd^reikn  lafjen,  tt)erben  t)on  biejen  2  ^unf- 

ten  an§  unter  einem  reiften  2ßin!el  gejel)n, 

23etrac^tet  man  nämlid^  fotx)o'^I  ben  int)olut,  ©tral)lenbüjd^el 

P  OiU  au($  ben  int)oIut,  ©tra^lenbüfd)el  Q,  ber  n<x&)  9  burc^  ba^  frag« 

tt($e  4  Seit  b.  I),  burd)  feine  ®egeneden:paare  unb  bie  bem  4  (Seit 

eingefd)riebenen  ^nrt)en  II  entfielt,  fo  muffen,  ba  2  ^aare  juge- 

orbneter  ®tral)len  auf  einanber  fenfred)t  ftnb  (nad)  14),  biefe^  mit 

atten  ber  galt  fein,  tt^orau^  ber  @a|  folgt 

3uf,  1,  ©a  bie  SlRitten  ber  3  diagonalen  bie  3  SUlittel^unfte 
biefer  3  Greife  finb,  fo  folgt  ^ierau^  toieber  ber  ©a|,  bem  ti)ir  fd)on 
früher  begegneten,  ba§  bie  3  ?!Kitten  ber  3  diagonalen  in  1  ®era== 
ben  liegen  (nämlid)  in  ber  bie  PQ  fenfred^t  l^albirenben). 

£ä§t  man  eine  ber  4  ©eiten  be^  4  ®eit^  in^  Unenblii^e  rüden, 
fo  gel)en  afö  ©renjfaH  bie  oben  erträt)nten  greife  in  bie  3  t)on 
ben  ©den  be^  oon  ben  3  übrigen  Seiten  gebilbeten  ©reiedig  auf 
bie  ©egenfeiten  gefäfften  ^er^penbifel  über,  unb  ba  bie  ©^t|en  aller 
einer  ^arabel  umfc^riebenen  rechten  2Bin!el  auf  ber  ©ireltri^  liegen, 
fo  erl}ält  man  barau^  ben  ©a^: 

324.  ©ie  ©ireftricen  alter  einem  ©reied  eingef($riebenen 
Parabeln  f(^neiben  fi(^  im  §öl)en^unlte  be^  S)reied^, 

©a  unter  ben  Äurt)en,  toeld)e  einem  geti)ol)nlid)en  4©eitein' 
gefd)rieben  finb,  ftetsS  fid^  eine  ^arabel  befinbet,  tt)el(^e  bann  ju  ben 
4  ©\)ftemen  i)on  5ßarabeln  gehört,  bie  je  3  ©eiten  be^  4  ©eiti8  ein^ 
gef(^rieben  finb,  fo  giebt  bie  SSerbinbung  oon  323  u.  324  folgenbe 
2  ©ä^e: 

325.  S)ie  ©erabe,  tnel(^e  bie  ^Kitten  ber  J)iagonalen 
eineig  4  ©eit^  oerbinbet,  ift  bie  2l):e  ber  bem  4  ©eit  einju^ 
fd)reibenben  ^arabeL 

S)ie  4  §öl^en:punlte  ber  4  burd)  ein  4  ©eit  gebilbeten 
S)reiede  liegen  in  1  ©erabcn,  unb  p)<xx  in  ber  2lre  ber  bem 
4  ©eit  einjuf($reibenben  Parabel 
a3etra(^tet  man  ein  5  ©eit,  fo  finb  burd)   baffelbe  5  i3erf(^ie^ 
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bene  4  ©eite  beftimmt.    SBenbet  tnan  auf  iebei8  berfeften  ben  ©afe 

323  an,  i^erWnbet  bamit  ben  ©a^  266,  fo  tx^lt  man  ben  ©afe: 

326,    (grrti^tet  man  in  iebem  ber  5  burc^  ein  5  (Seit  be* 

[timmten  4  Seite  über  ben  3  ©iagonaten  atö  2)ur(^meffer 

3  Greife,  fo  f(^neiben  fi(^  biefe  für  jebe^  4  Seit  in  2^un!^ 

ten,  fo  ba^  man  im  ©anjen  10  folt^er  (S(^nittj:)unfte  erhält, 

biefe  ließen  nun  fämmilid^  in  1  Äreife,  ber  bie  @:pifeen  ber 

redeten  SBinfel  entplt,  bie  fiel)  ber  Äurt>e  umfd^reiben  laffen. 

aScrbinbet   man  in  iebem  biefer  4  Seite  bie  Stätten  ber 

SDiagonalen,  fo  erhält  man  5  folc^er  ©eraben,  unb  ba  Jebe 

t)on  it)nen  ben  aÄittel:puntt  be^ienigen  Äreifeig  K^  ent{)alten 

mu§,  i)on  beffen  einzelnen  fünften  au^  man  bie  bem  5  (Seit 

eingef (^riebene  Äurt)e  II K  unter  einem  regten  2Bin!el  ftel)t, 

fo  f(^neiben  fid^  biefe  5  ©erabe  in  1  fünfte, 

S)a  nac^  266  ber  ?i}litteH)un!t  be^  ertoäl)nten  Äreife^  K^ 

mit  bem  5Äittel^)unfte  l^on  K  jufammenfdUt,  fo  ergiebt  fi($ 

ba§  biefe  10  3Serbinbunöölinien  burd)  ben  ?i}littel))un!t  oon 

K  gelten,  toie  biefe^  au^  173  au(^  bireft  folgen  toürbe, 

327*    ^etra^tet  man  ein  einer  Parabel  umfc^riebene^S  5  Seit 

bei  n)el($en  nad^  I.  ZI).  11  je  2  Sangenten  burd^  bie  übrigen  in  2 

a:^nli(^en  geraben  ©ebilben  gefd^nitten  ti^erben,  fo  fann  man  nod^ 

folgenbe  (Säfee  aufftellen: 

SBerben  2  ©erabe  ab  i)on  3  anbern  cd e  in  3  ^un!ten))aa= 

ren  ab  aibi  a2b2  Don  ber  33efd)affenl^eit  gefd^nitten,  ba^  aairaiag 

=  bbi:bib2,  ol^ne  bafe  cde  ))araM  finb,  fo  gelten  folgenbe  ©äfee : 

5)urc^  bie  5  ©eraben  finb  10  oerfci)iebene  ©reiedEe  be^ 

ftimmt,  für  atte  biefe  liegen  bie  ^öl^en^punfte  in  1  ©eraben. 

äöenn  man  einzelne  Sinien^paare  in  einanber  faüen  läfet,  fo 

erljält  man  berfd^iebene  SKobifiMonen,  oon  benen  einige  l^ier  fol= 

gen  mögen: 

328,  ©(^neiben  bie  3  ©eraben,  bie  man  i)on  einem  fünfte 
nact)  ben  3  6(Jen  ABO  eineiS  ©reieÖ!^  jiet)t,  bie  ©egenfei- 
ten  entf^)re($enb  in  AiBiCi ,  fo  fi^neiben  \xä)  bie  3  Ärei^^ 
:paare,  bie  man  Je  über  einer  Seite  j,  33,  AB  unb  ber 
S;ran^oerfale  be§  ©egenetfig  CCi  aU  ©urd[;meffer  erri(f)ten 
fann,  in  6  fünften  eineö  neuen  Äreife^, 
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329,  §aD&trt  man  ferner  bie  3  ©reie(S^fetten  AB  AC  BC 
unb  bie  (5cf=Sran^i)erfalen  CCi  BB^  AAi  unb  Derbinbet  bie 
?[Jlitten  einer  Seite  {t  mit  ber  äRitte  ber  Sran^üerfale  beS 
©e^enetf^,  fo  fc^neiben  [i(^  biefe  3  ©eraben  in  1  ^nn!te, 
ber  2JlitteI:pun!t  berjenigen  Äurbe  11  i[t,  bie  bie  3  ©eiten 
be§  ©reiecfi^  in  AiBiCi  berührt;  biefe  ert^d^nten  3  @era= 
ben  [teüen  ^ngleit^  bie  2l):en  berienigen  3  ^Parabeln  bar, 
mld)z  bie  3  ©eiten  be^  3  (Sd^  unb  jti^ar  eine  bie  AB  in 
Ci  bie  2te  bie  AC  in  Bi  bie  3te  bie  BC  in  Ai  berührt» 
3la(^  I,  S:^.  48   gießt  e^  namlid^  ftet^  gerabe  1  Änröe  II, 
ti)el(^e  bie  ©reteöi^feiten  in  AiBiCi  berührt,  man  fann  ba^er  j,  23 
5Dreie(J  ABC   al^   ein  4©eit  ACi  BC  betrai^ten,  bei  tt)eld)em  in 
AB  2  ©eiten  jufammenf allen ,  bie  fi(^  in  Ci  f (^neiben  unb  bafelbft 
einen  unenbli(^  Keinen  2Sin!el  btlben,  jo  ba§  AB  u,  CCi  afö  dia- 
gonalen biefe^  4  ©eit^  auftreten»    (gbenfo  ift  anä)  ABiCB   unb 
BAiCA  je  ein  4  Seit 

330,  9Jlan  fann  biefeö  le^te  aSerfal)ren  an^  auf^  4©eit 
au!3bel)nen,  §at  man  nämlici)  f,  Sig,  45  ein  4©eit  AB  CD,  fo 
fc^neiben  bie  3  ©eiten  be^  ju  ABCD  geprigen  ^olbreietS^  MNP,  beffen 
©eiten  ftet^  in  4  foli^en  reellen  ^^unlten  A^BiCiDi ,  baß  e^  eine 
Äuröe  II  K  giebt,  tDeld)e  bie  4  ©eiten  in  biefen  4  ©($nitt))unften 
berufen  nac^  13.  Sßenbet  man  l^ierauf  ganj  ba^  le^te  aSerfal)ren 
an,  fo  erl)ält  man  eine  betrci($tlic^e  2lnjal}l  i)on  einzelnen  4  ©eiten, 
bereu  diagonalen  Greife  liefern,  bie  \xä)  je  in  2  fünften  bej^ieni^ 
gen  ^reife^  ^  fi^neiben,  oon  bem  aua  K  unter  red^tem  SBinM 
erfc^eint.  @^  mögen  ber  Ä%je  toegen  bloß  bie  4  ©eite  felbft  aufs 
gefügt  toerben  mit  ber  eben  gebrauchten  Sejeic^nung^art,  1)ABCD 
2)  ADiDN,  3)  AAiND,  4)  DCiNA,  5)  BB^CN,  6)  BA^NC, 
7)  CCiNB,  8)  CCiDM,  9)  CBiMD,  10)  DD^MC,  11)  AAiBM, 
12)ADiMB,  13)  BBiMA,  S)ie  beiben  S)iagonalen  (1)  allein  ^at 
bereu  3)  iebe^  biefer  4  ©eite  ergeben  fi(^  unmittelbar;  bie  über  il)nen 
errichteten  ,Kreife  fi^neiben  fic^  fe  in  2  fünften  oon  Ä  unb  bie 
aSerbinbung^linien  iper  ^Kitten  gel)en  burc^  ben  ?Utittelpunf t  biefe^ 
Ä' reifet,  ber  ibentifi^  ift  mit  bem  i)on  K, 

331.  äBirb  bie  ©erabe  p  oon  einer  Äuroe  11 K  in  ben  fünf- 
ten ah  unb  oon  einer  ^uroe  II  Ki  in  ben  fünfte  ai  bi  gefc^nitten, 
fo  giebt  e^  immer  gerabe  ein  ^aar  ^un!te  MN  oon  p,  toelc^e  fo 

^faff,  neuere  ©eometrie.  IL  XO 
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tt)o^l  in  23ejug  auf  K  aU  in  33ejug  auf  Ki  Jonjugirt  ftnb,  (S^ 
ftnb  biefe^  nämlt(^  bie  Orbnungs^elemente  ber  ^nt^olution  ab.aibi, 
finb  alfo  auä)  gugleii^  bnrc^  je  2  ©egenfeiten  be^  ben  Äurt)en  K  n.  Kj 
gemetnfant  etngef(^riebenen  4  ©ä ^  tjarmonijd^  getrennt. '  £)a13et  !ön= 
nen  bie  Reiben  ©(^nitt^punfte  a  b  ober  aibi  ober  au(^  kibe  in  einen 
Serül)rung^:punft  pjammenfaUen,  oI)ne  ba§  im  ©afee  fic^  etti^a^ 
änbert.  S)ie  Orbnung^elemente  MN  finb  in  allen  %aUen  reell, 
au^er  ti^enn  ab  aibi  alle  4  reell  unb  ah  bur($  aibi  getrennt  finb. 

(Sinb  untgefe^rt  M  unb  N  in  Sejug  auf  bie  beiben  ^uri)en 
II  K  u.  Kl  einanber  foniugirt,  fo  ftellen  fie  bie  Orbnung^elemente 
berjenigen  3nt)olutiün  bar,  für  lt)elc^e  bie  ©(initt))un!te  i)on  je  ein 
^aar  ©egenfeiten  be^  K  u.  Ki  gemeinjam  eingefi^riebenen  4  6äg 
fo  U)ie  bie  beiben  ^aare  ©i^nitt^punfte  t)on  K  unb  Ki  jugeorbnete 
qjunfte  finb. 

@^  mögen  t)on  biejen  allgemeinen  Säfeen  einige  fpeeielle  gälte 
l^ier  nd^er  l^eri)orge£)oben  tx^erben: 

332.  ^ebe  Äuri)e  II  Ijat  ftetig  ein  ^aar  reeller  !oniu= 
girier  SDuri^meffer  bie  einem  $aar  fonjugirter  ©uri^meffer 
einer  anbern  Äuri^en  II  ^parallel  finb,  ben  einzigen  %ciVi  auf- 
genommen *),  n)0  beibe  Rmunll  ,§^:perbeln  finb,  unb  bie 
3lft)m:ptotenri(^tungen  ber  einen  burc^  bie  ber  anbern  ge== 
trennt  finb. 

333.  Sllte  ^uri)en,  toel(^e  bemjelben  Ärei^öiereö  um- 
fdjrieben  finb,  ^^aben  :parallele  2l):en. 

©d)netbet  bal^er  ein  breiig    eine  Äurt>e  II  K   in  ben  4 
fünften  ABCD,  fo  btlben  bie  beiben  ©eilen  Aß  u.  CD 
(eben  fo  natürlich  AC  u.  BD;  AD  u.  BC)  mit  jeber  2l^e 
t)on  K  glet(i)e  äöinW  (naä)  14  u.  27)  i)ergl  l)ieju  170. 
»efonbere  gälle  i)on  333  finb: 

334.  Serül)rt  ein  ^xei^  eine  ßuroe  II  in  ben  beiben  ^un!^ 
ten  A  u.  C  bo:p:pelt,  fo  n)irb  ber  äßinlel,  ben  bie  S:angenten 
AA  u.  CC  bilben,  oon  jeber  ber  2l;cen  Ijatbirt  unb  AC  ift 
:paraßel  ber  einen  2l^e. 


*)  3u  htm  galle,  ba§  beibe  bie  unenblii^  ferne  @erabe  in  benfelbcn  ^nn!^ 
ten  fd^neiben  ober  in  bemfelben  fünfte  Berühren,  finbet  feIbfH>erftänbU(^ 
bie  obige  5ln^t^9^  f^^^  I^^^^  ^^^^  fonjugirter  ©urd)meffer  ftatt. 
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335.  33erü^rt  ein  £rei^  eine  RnxU  II  K  im  fünfte  A 
3:pun!tig ,  tx)ä[)renb  er  fie  noA  in  bem  ^nnfte  C  ft^neibet, 
\o  tr)irb  ber  2Bintel,  ben  bie  S:angente  AA  mit  ber  ©efante 
AC  bilbet,  burd)  bie  kiben  ilx^n  öon  K  ^albirt, 

33erüJ)rt  ein  Ärei^  eine  ^uri^e  II  4^nn!tig  in  A,  \o  mnfe 
bie  S^angente  AA  mit  einer  9t)ce  parallel  fein. 
2HIe  biefe  legten  ©ä^e  333  nnb  335  gelten  ani^  fürbengall, 
bafe  man  für  ben  ^rei^  eine  Äurt)e  II  MIß,  beren  2l):en  benen  ber 
anbern  Änrt)e  II  :paraltel  ftnb. 

336.  $^erül)ren  einanber  2  Beliebige  Änrt)en  II  K  n.  Ki 
im  A  3:pnn!tig,  t^äl)renb  fie  fic^  in  C  no(^  f^^neiben,  fo 
ftnb  bie  S^angenten  AA  nnb  bie  gemeinfdjaftlid^e  ©elante 
AC  bnrd)  bie  9^i($tnngen  ber  beiben  für  K  n*  Ki  fonin= 
girten  nnb  :parallelen  S)nr(^meffer  l^armonifd)  getrennt. 

337.  33erül)ren  2  beliebige  Änri^en  II  K  n.  Ki  einan- 
ber in  A  4:pnn!tig,  fo  ift  bie  S:angente  AA  einem  ber  beiben 
©nri^meffer,  bie  für  K  n.  K^  fonjngirt  nnb  jngleii^  ^)arattel 
finb,  :parallel. 

5Ro(i§  möge  l)ier  ein   befonberer  gall  be^  reci;proIen  @a^ei3 
angeführt  toerben. 

338.  ©ieienigen  beiben  Strahlen  be^  Brenn:pnn!teia  F  einer 
Änri^e  II  Ki,  tx»eld)e  ben  @el)::äßin!el  l)albiren,  nnter  bem 
eine  beliebige  anbere  ^nrt)e  11  Kj  t)on  F  aM  erf($eint,  ^al- 
biren  and)  bie  (Bzi))PoinM,  unter  benen  iebe)8  ^aar  ®egen=^ 
etfen  be^g  ber  K  u.  K^  gemeinfam  umf^riebenen  4  ©eit^ 
erf  (feinen. 

2lUi3  335  folgt  unmittelbar  nad^folgenber  intereffante  ©at^: 
339.    ^n  einem  ^un!t  M  einer  @Uipfe  fd)neiben  \iä)  im 
allgemeinen  3  Äreife,  beren  Jeber  bieföt[i:pfe  noc^  aufeerbem 
3pun!tig  o^lulirt,  ftnb  biefe  Serü^rung^punfte  ABC,  fo  lie- 
gen immer  ABC  mit  M  in  einem  j^reife. 
©(^neiben  fi(^  nämlid)  bie  2  gemeinfamen  ©efanten,  toelc^e 
2  Äreif e,  bie  bie  6üi:pfe  in  A  u.  B  3pun!tig  o^fuliren,  mit  it)r  ge== 
mein  l^aben,  in  M  unb  f(^neibet  ber  burd)  ABM  gelegte  Ärei^  bie 
(gEi:pfe  no(^  in  C,  fo  läfet  \xä)  Uiäft  ernennen,  baji  ber  Stx^i^,  mU 
(^er  bie  ©Eüpfe  in  C  3:pun!tig  Oi^fulirt,  auc§  burd)  M  ge^en  muffe, 
benn  nac^  333  bilben  AM  unb  bie  S^angente  AA,  ebenfo  BM  unb 

10* 
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bte  Sangente  BB  mit  ben  kiben  St^en  biefetkn  SBtnM;  mä)  383 
aber  machen  AM  unb  BC  unb  ebenfo  BM  unb  AC  mit  ber  2l;ce 
bte  gleichen  SBinfel,  bai)er  t[t  bie  Sangente  AA  :parallel  BC  bte 
Sangente  BB  :paraHel  AC,  at[o  auc^  m6)  bem  :pa^!alf(i)en  ®afe 
L  SI).  48,  Sangente  CC  :paraHel  AB;  baran^  folgt  aber  txiteber 
gan^  tr)ie  jo  eben,  ba^  Sangente  CC  nnb  CM  mit  ben  2l?:en  gleii^e 
SSinfel  bilben,  tDoranö  bie  9tid)ttgfeit  be^  ©afee^  folgt 

340.  ©inb  KKi  2  £nrt)en  II,  oon  benen  bte  2te  K^ 
bnrc^  bie  ©d'^^nnlte  eine^  S)reied^  PQR,  bag  in  Sejng  anf  K 
abjolute^^olarbreicc!  tft,  gel^t;  finb  ferner  ABCD  bie 4 ©(f)nitt=^ 
^^nnfte  KKi  unb  M  ein  beliebiger  8ter  ^unft  i)on  K^,  mi^^ 
bejeid)net  man  nun  bie  4  ©d£)nittpunfte  ber  Strahlen  MA 
MB  MC  MD  mit  einem  ber  3  ©eiten  be^  ^olarbreieiJ^ 
j.  ®  mit  QR  (ober  p)  burd)  ai  bi  Ci  bi  unb  bie  ©(^nitt:pun!te 
berfelben  ©eite  QR  mit  't)zn  4  Sangenten  AA  BB  CC  DD 
an  K  hmä^  abcb  fo  ift  ftet^  QR  aa^. bbi.cci.bbi  eine 
Snt)olution. 

S3ejetd)net  man  nämlid^  bie  ©c^nitt|)un!te  ber  ©tral)Ien  PA 
PB  PC  PD  mit  QR  burc^  a^  h  C2  ^2,  j^  ift  QR*  aa2.bb2.cc2, 
bb2  eine  ^nt^olution,  ^eil  in  bem  ^olarfl)ftem ,  beffen  Orbnung^- 
furbe  K  ift,  P  a  b  c  b  bie  ^ole  oon  QR  Pag  Ph  Pcg  Pbg  finb. 
&  ift  alfo  QR  a2  62  C2  b2  ^  RQ  a  b  cb,  ^a  aber  QR  a^  h  ^2  h 
^)erf:pe!t,  :proie!t  ju  QR  a^  bi  c^  b^,  fo  ift  auc^  QR  ai  bi  c^  bi  n 
RQ  abcb  )^.  g.  b.  tt), 

aSon  ber  £uri)e  Ki  ift  aüej^  toiHf ürli(^ ,  nur  mufe  fte  einem 
^ßolarbreieiS  PQR  umfd)rieben  fein,  ^ieburd)  ergeben  fic^  au!3  bem 
foeben  entt^idetten  allgemeinen  ®a|  mel^rere  Slufgaben  ober  befon- 
bere  gälle,  i)on  benen  einige  folgen  mögen: 

341.  ©teEen  tüir  uni8  juerft  bie  grage,  ob  für  biefelbe  K 
unb  Kl  e^  noc^  mel)r  abfolute  ^olarbreiede  tt)ie  PQR  gibt,  beren 
@d:punfte  auf  K^  liegen,  unb  auf  beren  ©eiten  ba^er  bie  obige  ^n^ 
bolution  entl)alten  ift. 

ffietrai^tet  man  irgenb  einen  bon  PQR  in  340  berfd)iebenen 
$unft  Pi  oon  Kl  unb  betra(^tet  feine  5ßolare  in  23ejug  auf  K  fo 
folgt  an^  L  Sl).  99  Sel)rf.  unmittelbar,  ba^  bie  ©ct)nitt^un!te  Qi 
Ri  biefer  polare  mit  Ki  in  SSejug  aitf  K  ebenfalls  fonjugirt  finb, 
benn  ba   je  2  abfolute  ^ßolarbreiede   auf  einer  Äurbe  11  liegen 
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muffen  unb  burc^  PQR  PiQi  bie  Ki  i)oll!ütnmen  beftitnmt  tft,  fo 
mu^  PiQiRi  ein  abfolute^  ^olarbreietf  fein. 

23etra(^tet  man  nun  bie  4  S:angenten  AA  BB  CC  DD  an 
K  unb  bie  polaren  t)on  P  u.  Pj  für  K,  fo  ift  ju  erfel)en,  ba§  alle 
biefe  6  ©eraben  einem  ©traf)[enbüf(^et  II  angef)ören,  vodäjtv  bie 
polaren  alter  fünfte  t)onKi  fürK  enthält;  alle  biefe  ©traf)(en  ^a^ 
ben  aber  nun  offenbar  bie  verlangte  (Sic^enft^aft,  baj3  fie  bie  Kj^  in 
2  fünften  f($neiben/  bie  bur($  bie  @(^nitt^un!te  mit  K  ^armonifi^ 
getrennt  finb, 

@^  leuchtet  ferner  ein,  baj3  bie  4  Sangenten  Don  Kj  in  ben 
4  ©(^nitt:punften  ABCD  ebenfalls  ju  ben  Strahlen  be^  ©tra^len^ 
büf(f)ete  II,  ben  toir  fo  eben  gefunben,  ge'^oren,  benn  ba  feiner  ber 
4  ertt)ät}nten  ^$un!te  ein23erül^rmig^^)unft  ber  oon  biefem  33üfd)et  II 
umpHten ^uroe II  fein  !ann;  tpeil-^efe  fonft  ibentifi^  mitK  toäre 
unb  alfo  burd)  jeben  biefer  C  fünfte  je  nod^  ein-  reeller  ©tral)l 
be^fclben  gei)en  muB,  beffen  ©(i)nitt:pun!te  mit  K  u.  Ki  einen  ^ar== 
monifc^en  SBurf  bilben,  fo  fann  biefe^  ol)ne  SBiberf^rud)  blo^  bann 
ber  gaH  fein,  toenn  ber  :^armonifd)e  SSurf  in  ben  ©ren^faÜ  uber^ 
gel)t,  n)0  in  A  (ober  B  ober  C  ober  D)  3  ^un!te  \xä)  oereinigen. 

^n\.  1.  (S^  möge  ^ier  bemer!t;toerben,  bafe  bie  ©tral)Ien  be^ 
©tral^Ienbüf(^ete  II,  ber  burd)  bie  8  S:angenten  in  ben  4  ©d)nitt:= 
))unften  ABCD  beftimmt  ift,  nic^t  nur  in  bem  ^ier  bef^rod)enen 
gälte,  toenn  bie  eine  ber  beiben  Äuroen  burc^  bie  ©den  eine^  Sret- 
ed^  geljt,  basg  für  bie  anbere  abfolute^  ^olarbreied  ift,  bie  bef:prO' 
d}ene  (Stgenf($aft  I}aben,  fonbern  bafe  biefe^  ganj  allgemein  für  ie 
2  Äuri)en  II  gilt,  toie  unten  atebalb  gezeigt  tDerben  foö: 

3uf.  2.  @g  Derbient  l^eroorgel)oben  p  tnerben,  ba§,  toenn, 
toie  in  unferm  ©at^e,  K^  unenblid^  oiele  S)reiede  enthalt,  bie  in 
23ejug  auf  K  abfolute  ^olarbreiede  finb,  bann  biefe^  aud)  umge^ 
M)rt  mit  K  gegenüber  K^  ber  gaü  fein  !önne,  ba§  biefe^  aber 
bur($auö  ni(^t  ber  galt  fein  muffe.  ?let)men  toir  nämli(^  2 
©reiede  ABC  u.  PQR  oon  ber  Sef($affen^eit,  bafe  APBQ  in  einer 
©eraben  liegen  unb  in  i^r  einen  orbentli(^en  l^armonifd)en  SSurf 
barfteHen  unb  beftimmen  nun  2  ^uroen  II K  u.  Ki,  oon  benen  bie  Ifte 
burd)  ABC  gel)t  unb  in  A  u.  B  bie  ©eraben  AR  u.  BR  berül)rt,  voaf)-- 
renb  bie  2te  bur(^  PQR  gel^t  unb  in  PQ  bie  ©eraben  PC  u.  QC 
berül)rt,  fo  erfüKen  K  u.  Ki  bie  Sebingung,  baß   jebe  unenblic^ 
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t)iele  afefolute  ^olarbreiede  ber  anbern  entölt,  unb  p  gletd)er  ^txi 
enthält  ber  ©tral^Ienbüfc^el  II,  tt)eld)er  bur(^  bie  8  S:angenten  t)on 
K  u.  Kl  in  il)ren  4  ©(^nitt^unften  beftmttnt  tft,  bie  polaren  aller 
fünfte  ber  einen  in  23epö  auf  bie  anbere. 

342.  ©!§  laffen  ft(^ ,  um  in  unferer  ©ntttJidflung  "meiter  ju 
flehen,  3  ober  4  ®($nitt:pun!te  i)on  K  u.  Ki  j,  ®.  ABC  unb  aufeer=^ 
beul  ein  ^un!t  t)on  Ki  j.  23.  P  ti^ilHürlic^  annehmen. 

23etra(^tet  man  ndmlii^  bie  polare  p  i)on  P  in  .33e^uc^  auf 
K  unb  bejeic^net  i^re  ©d)nitt^un!te  mit  K  burd)  Qi  Ri,  fo  ßiebt 
eiS  in  ber  ^nbolution,  bie  burc^  bie  (Segenfeiten  be^  4  (£^^  ABCP 
auf  p  naci)  8  beftimmt  ift,  gerabe  1  ^aar  jugeorbnete  fünfte  QR, 
\otl6)t  bur(^  Qi  Ri  l^armonifd)  getrennt  finb.  S)ie  Äurt)e  nun, 
tt)el(^e  burd)  ABCPQR  (nac^  9)  gelegt  toerben  !ann,  ift  bie  ge^^ 
fu(^te  Kl,  ba  PQR  in  SSejug  auf  K  abfolutejg  ^olarbreied  ift. 

343.  eknfo  fann  man  bon  ber  Ki  3  fünfte  MPQ,  fot^ie 
einen  ber  4  ©(^nitt:pun!te  AB  CD  j.  25.  A  beliebig  annehmen, 
tt)enn  nur  PQ  in  ffiejug  auf  K  einanber  tonjugirt  finb.  5)enn  ift 
R  ber  ^:|5ol  x>m  PQ  für  K,  fo  ift  bur(^MPQRA  eine^urt)e  II  Ki 
beftimmt,  tt^elc^e  bie  in  341  bef^jroe^ene  6igenf(^aft  l^aX.  33ejei(^=^ 
nen  toir  t}iebei  ben  ©c^nitt^unft  i^on  MA  mit  ber  ©eraben  PQ 
burd)  a,  fo  toie  ben  ber  2:angente  AA  an  K  burd)  ai,  fo  ift  bie 
in  340  bef^roc^ene  ^i^i^olutton  burc^  bie  jugeorbneten  fünfte  aai 
unb  PQ  ooIMommen  fi):irt, 

©in  befonberer  gaff  i^on  340  lautet: 

344,  S)ie  4  Stormalen  einer  ©ffi^fe  in  il)ren  4  ©d)nitt== 
:pun!ten  mit  einer  gleic^feitigen  §l):perbel,  bereu  älf^m))toten 
^araffel  ben  2l):en  ber  6ffi:pfe  finb ,  unb  bie  burc^  bereu 
9}iittel:punlt  ge:^t,  fi^neiben  fi(^  äffe  4  in  einem  fünfte  bie^^ 
fer  §^^erbel  felbft  (14.) 

(S^  gilt  aber  a\x&)  umge!el)rt  ber  ©a^,  ba§  burc^  einen 

beliebigen  ^unft  im  Slffgemeinen  4  3^ormaten  einer  ®ffi:pfe 

ge^en,  bereu  gufe^unfte  in  einer  buri^  ben  ?EJiittel:pun!t  M 

ge^enben   gleid)feitigen  §^^)erbel  liegen,   bereu  Slf^ml^toten 

ben  2l):en  :paraffel  finb. 

Sä§t  fi($  nämlid)  bur($  Q  eine  5Jtormale  jieljen,  bereu  guB- 

:pun!t  A  ift,  fo  beftimmt  bie  buri^  A  geljenbe  unb  bie  obigen  23ebin== 

gungen  erfüffenbe  §t):perbet  im  2lffgemeineu  4  ©(^nitt:pun!te  ABCD, 
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bte  naäc)  bem  legten  ©a|e  bie  4  ijerlangten  ^tormalen  geBen,  unb  e^ 
ift  ba^er  nur  no(^  ju  Bereifen,  bafe  burd^  Q  nidjt  no(^  eine  5te 
SRötmale  gelen  tarn;  tt)äre  aber  E  ber  gufe:punft  einer  folc^en 
5ten  anormale,  fo  müfete  jebe  burd)  EM  unb  einen  ber  obi(^en 
4  gu^^junften  ABCD  ge^enbe  .§^^erbel,  bereu  2lft)m^toten  ben 
ätjcen  :paraael  ftnb,  ben  @c^nitt:punÖ  Q  entl)alten,  o^ne  mit  einer 
ber  vorigen  tbentifd)  ju  fein,  voa^  offenbar  ein  Söiberf^ruc^  ift. 

3n  23  Ijaben  'mix  gefeiten,  ba§  tt^enn  man  i)on  einem  I)ar^ 
monifd)en  SBurf  mminui  ba^  eine  Wal  haß  eine  ^^aar  getrennt 
ter  ^unite  mn  ba^  anbre  Wal  haß  anbve  $aar  miUi  al^  Drb- 
nungi^elemente  eine^  inoolut,  geraben  Oebilbe^  "coaijlt  unb  in  beiben 
gdUen  ju  einem  unb  bemfelben  ^unft  q2  bie  beiben  jugeorbneten 
(Slemente  q  unb  qi  fu($t,  atebann  immer  mn.miUi.qqi  eine  ^n^o^ 
lution  barfteßen.  (S§  gilt  aber  nun  not^ti^enbig  au(^  bie  Umfe^r, 
ha^  tx)enn  mmiUUi  ein  t)armonif(^er  Sßurf  ift,  unb  au^erbem 
mn.miUi.qqi  eine  3^i)oluticn  barfteßen,  ba^  aföbann  immer  ein 
unb  berfelbe  ^^un!t  q^  bie  beiben  SBürfe  mqnqo  u.  miqiniq2  ju  l)av^ 
monifd)en  Sßürfen  mai^t* 

SBenben  inir  ba^  auf  unfern  obigen  aEgemeinen  ©a^  340  an, 
inbem  toir  bie  ®(^nitt^)unfte  oon  ben  beiben  (Segenfeiten  ABu.  CD 
be^  gemeinfam  eingef(^riebenen  4  (Saß  ABCD  oon  K  u.  Ki  mit 
p  bur(^  q  u,  qi,  bie  ©(^nitt^Dunfte  pK  buri^  mn  bie  ©c^nitt^unfte 
pKi  burd^  miUi  (ober  QR)  bejeid)nen,  fo  trifft  bie  foeben  ^eroorge= 
l^obene  SSorau^fe^ung  ju,  ba  mmi  nui  na(^  ber  aSorau^fefeung  ein  ^ar^^ 
monifd)er  SBurf  unb  mn.miUi.qqi  nac^9  eine ^uoolution  ift,  @U(^t 
man  ba^er  ^u  ben  35ßun!ten  mqn  ben  4ten  l)armonif(^en  q9,  fo  ift 
auc^  mi  qi  Ui  q2  ein  :^armonif(^er  Sßurf,  ?iJlan  finbet  aber  ben 
^un!t  q2,  ber  i^on  q,  b,  i).  Dom  ©(^nitt^unft  oon  AB  u,  p  hnxä) 
K  t)armonif($  getrennt  ift,  am  einfac^ften,  toenn  man  bie  ©erabe 
PA  jietjt  unb  naä)  bem  2ten  ©c^nitt:punlt  Ai  biefer  ©eraben  mit 
K  bie  ©erabe  BA^  jiel^t,  njeld^e  bie  p  in  htm  gefud^ten  fünfte  q2 
fd)neibet  (na(^  79), 

Sßenben  'voxx  btefen  aHgemeinen  ©a^  meberum  auf  ben  in  344 
angefü'^rten  befonbern  %aU  an,  in  n^elc^em  Ki  eine  buri^  ben  WiU 
tel^unlt  ber  eili:pfe  K  get)enbe  gleid)feitige  §^^erbel  ift,  bereu 
2lf^m))toten  ^Jaraüel  ben  2l):en  öon  K,  unb  in  bem  bie  jugeorbneten 
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5Punfte  ber  ^ntjoluttott  auf  je  2  fen!re(^ten©tra!)len  liegen ,  fo  er^ 
plt  man  folgenben  ®a^» 

345.  ©inb  ABCD  4  9ßun!te  einer  (SIIt:pfe,  beten  Sflormalen 

ft<^  in  1  fünfte  fi^neiben,  unb  liegt  Ai  in  ber  ©Hi^fe  bem 

-  A  biametral  gegenüber,  fo  finb  bie  ölid^tungen  BAi  u.  CD 

burc^  bie  2l):enri(^tungen   j^armonijd)  getrennt,   b.  1^*  il)re 

SBin!el  tijerben  burd)  bie  2l^en  l^albirt 

21U6  80  folgt ,  ba§  bie  3tid§tung  t^on  BAi  ju  ber  bon  BA 

Joniugtrt  i[t,  ober  ba§  BA  u,  BAi  fonjugirte  ©e^nen  finb, 

§ieraui8  folgt  aber  jugleid^  nac^  333 :  bafe  bie  $un!te  AiBCD 
in  1  Ärcife  liegen;  b.  1^. 

346»  ®inb  ABCD  bie  4  gnfepunite  öon  4  bur(i)  einen 
5}?nnlt  gel^enben  5Rormalen  einer  ©Hi^fe,  fo  liegen  je  3 
mit  bem  bem  4ten  biametral  gegenüberliegenben  ^un!t  in 
einem  Greife. 

3uf.  mu  man  p  2  qjunlten  AB  einer  (SHi^fe  bie  2  CD 
finben  i;)on  ber  aSefdiaffen^eit,  ba§  bie  4  3ftormalen  in  ABCD  fic^ 
in  1  $unft  fd^neiben,  fo  l^at  man  nur  bie  2te  gemeinft^aftlii^e 
©eJante  ber  (SHtpfe  unb  ber  burd)  AB  unb  ben  S[}iittel:pun!t  ber 
©Ei^fe  beftimmten  gleic^feitigen  §^))erbel,  bereu  Slff^m^toten  ^^aral^ 
lel  ben  2l^en  finb,  ju  ermitteln,  eine  2lufgabe  bie  befanntli(^  ftet^ 
mit  ^ilfe  beig  bloßen  Sineafö  burc^jufü^ren  ift. 

SSenben  tüir  un6  nun  atebalb  ju  bem  in  342  3uf.  1  im  a3orau§ 
angebeuteten  ©a|,  t)on  bem  eben  bafelbft  fd)on  ein  befonberer  gaö 
gelegentlid)  bel^anbelt  tx>urbe.  ^n  biefem  3^^^  f(f)i(fen  t^ir  einige 
ijorbereitenbe  Betrachtungen  t)orau^. 

3ft  eine  Äurije  II  bem  4  (Sä  ABCD  f,  gig.  46  umf(^rie^ 
ben,  unb  gebort  (f.  6)  ba^  (£c!  E  bei8  jugeprigen  ^olbreied^  ju 
ben  ©egenfeiten  AB  u,  CD  ba^  ©cf  P  ju  ben  ©egenfeiten  AC  u, 
BD  unb  ba^  M  G  p  ben  ©egenfeiten  BC  u,  AD,  fo  liegt  auf 
ieber  ber  3  burd^  ein  6S  ge'^enben  ©eiten  be^  4  (Sä^  gerabe  ein 
@(J  biefe^  ^olbreied^  unb  tt)ir  tDoHen  nun  ber  Äürje  ttjegen  in 
Sejug  auf  D  fagen,  ju  BD  gehöre  P ,  ju  DA  gel)öre  G  unb  ju 
DC  gel^öre  E  ober  tt^ir  !önnen  auc^  fagen,  für  ba^  ©reiecf  ABC 
be§  4  M^  gepre  ju  A  ba^  m  G,  ^u  B  ba^  (gcE  P  unb  ^u  C 
ba^  (S(f  E  ober  ju  A  gepre  bie  ©egenfeite  EP,  ju  B  gepre  bie 
©egenfeite  EG  unb  ju  C  gepre  bie  ©egenfeite  PG. 
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59el)atten  voix  nun  gegenüber  bem  ©retetf  ABC  btefe  Sejeti^- 
nung  aud^  6ei,  njenn  ber  4teecf^un!t  D  nic^t  auf  ber  Äuröe  üegt^ 
fo  gilt  folgenber  merfwürbige  Safe: 

347.    ®el)t  gtg.  47  eine  ÄurDe  TL  K  burd^  bie  3  ©äen 

ABC  cine^  beliebigen  4ecE^  ABCD,fo  f(i)rteiben  bie  3  2:att= 

genten  AA  (ober  a)  BB  (ober  b)  CC  (ober  c)  bie  ent- 

f:pre(^enben  ©egenfeiten  beiS  ^um  4  ©tf  gel^örigen  $olbrei=^ 

ed^  in  3  fünften  GiF^Ei  *)  einer  ©eraben  p,  unb  babei 

ftnb  bie  (Sc^nttt:pun!te  pK  bie  Orbnung^elemente  berjenigen 

^n^olution  in  p,  bereu  jugeorbnete  fünfte  nad^  8  auf  htn 

©egenfeiten  be^  4  (Sä^  liegen. 

&  genügt  offenbar  ben  a3etx>eia  gefül)rt  ju  l^aben  für  ben 

gatt,  ba§  D  auf  ber  feften  ©eite  AD  (ober  CD  ober  BD)  al^ 

t)eranberli(^  betrad^tet  n^irb,  benn  foltte  ber  Setoei^  j.  35,  gefül)rt 

ttjerben  für  ein  Dy,  ba§  toeber  auf  AD  no(^  auf  CD  liegt,  fo  jiel)e 

man  juerft  CD2,  toeld^e  bie  AD  in  Di  fd)neiben  möge  unb  fü^re 

auf  bie  foeben  angegebene  Sffieife  ben   SSetoei^   für  ABCD]   unb 

beute  nun   ton  neuem   ba§  D^  auf  CD^  mä)  D2  fortrüc!en,  fo 

braucf)t  l)ier  toieber  blo§  ba^  obige  SSerfa^ren  angetoenbet  ju  toer^ 

ben,  um  arnS)  für  ABCD2  ben  ffietoei^  ju  fül)ren. 

S)en!t  man  fid^  aber  D  auf  ber  feften  ©eraben  AD  toeiter^^ 
rüd^en  unb  beäei(^net  man  bie  oon  ABC  oerfd)tebenen  ©d^nitt:^ 
^unlte  ber  Stralilen  DA  DB  DC  burd^  AiBiCi ,  fo  änbert  fid^ 
BiCiEF  fotoie  EiFiGi,  toä^renb  Ai  u,  G  feft  bleiben.  Riebet 
leud)tet  aber  nun  al^balb  ein,  bafe  ©tra:^lenbüf(i)el  Ai  (Bi . .)  :per^ 
f^elt.  SU  6tra^lenbüf(^el  G  (F...)  unb  baß  CC  (obere)  i^re 
:perf^)eft.  2lxe  ift,  toie  le^tere^  aföbatb  fid)  ergiebt,  \iotnn  man  D 
mä)  G  unb  nai^  A^  gerüdft  benft.  (äbenfo  ift  A^  (Ci..)  ^)erf^)re!t. 
G  (E..)  unb  b  ift  il)re  ^erf^eft.  2l):e.  SSenn  man  ben  ©tra^l 
DC  feft  angenommen  ptte,  todre  man  ju  einem  älinltc^en  3%eful=: 
täte  ^infi(^tli(i)  ber  ©tvapnbüfd^el  Ci  (Ai..)  u.  Ci  (Bi..)  ge^^ 
langt,  furj  eiS  ift  auio  biefem  SSetoeife  ju  erfel)en,  ba^  AiB^  GP 
unb  c  unb  ebcnfo  AiCi  EG  unb  b  unb  enblid^  ebenfo  B^Ci  EF 
unb  a  fi(^  je  in  1  fünfte  f($neiben;  ba  aber  nun  S)reiedf  AiBiCi 


•)  |)icBei  Hegt  E^  an  FG,  F^  auf  EG,  Gj  auf  EF. 


Hosted  by 


Google 


-    154    — 

^erj))e!t  ift  bem  ©reied  GFE  in  SSejug  auf  D  ate  !perf:peft,  6en:= 
trum,  fo  muffen  bie  obigen  3  fünfte  naä^  I.  %^.  87  in  1  ©eraben 
lie^^en»  Um  nun  ben  2ten  S^eil  unfrei  ©a|e6  nod)  ju  betx)eifen,  fo 
fei  ber  ®($nitt:pun!t  i)on  ab  burd^  P  unb  bie  ®(^nitt:punfte  i}on  p 
mit  AB  u,  CD  entf:pre(^enb  burd)  MN  be^ei($net;  ba  nun  aber  toe:^ 
gen  be^  4  M^  ABCD  bie  ©eraben  AB  u,  CD  bur(^  EF  u.  EG  '^ar- 
monifc^  getrennt  finb  nad)  6.  a.,  fo  ift  MFi  NGi  ein  :^armonif(i)er 
SBurf,  alfo  and)  im  ©traI}lenMf(%eI  P  ber  ©tral^l  PN  i)on  bem 
$unft  M  hmä)  PA  PB  ^armonifd^  getrennt,  ba^er  ift  M  ber  $ol 
t)on  PN  für  K  unb  alfo  bie  beiben  ®($nitt^un!te  p  K  buri^  MN 
unb  alfo  au(%  bur($  bie  ©eraben  AB  u.  CD  l)armonifc^  getrennt. 
aSertauf($t  man  b  mit  c  ober  a  mit  c,  fo  erplt  man  ganj  auf 
btefelbe  SBeife,  baß  bie  @(^nitt^un!te  pK  aud^  burd^  bie  @egen= 
feiten  AC  n.  BD  unb  burd^  bie  ©egenfeiten  BC  u,  AD  l)armO' 
nifd^  getrennt  finb  to,  5,  b,  to. 

Sie  €($nitt:punfte  pK  finb  batjer  nad^  9  in  Sejug  auf  jebe 
burd)  ABCD  gel)enbe  Äuroe  II  fonjugirt» 

348.  ?le{)men  )x>iv  m,  baß  D  allmä^Iid)  aEe  ^unlte  ber 
feften  ©eraben  AD  but(^Iäuft,  fo  ftnbet  man,  ba|  bie  ©erabe  p 
babei  einen  ©tra^enbüfd^el  II  Ä  bef(^reibt,  bem  bie  Sangenten 
abc  angepren,  benn  bie  fünfte  EiFiGi  finb  entf:predE)enbe  eie=: 
mente  :proie!i\  geraber  ©ebitbe  in  cba.  J)a  nun  jebe  Ä'uroe  II, 
bie  burd)  ABC  ge{)t,  mit  ber  feften  ©eraben  AD  noä)  einen  $unft 
gemein  f)aben  mu§  (ber  jebod)  anä)  mit  A  jufammen  fallen  !ann), 
fo  folgt  l)ierau^  folgenbei^: 

Sllle  burd)  ABC  geljenben^uroen  II  laffen  fid)  mä)  ben 
einzelnen  fünften  i^on  AD  in  4  künftige  ©l)fteme  fonbern, 
tt)obei  ju  iebem  @l)fteme  gerabe  ein  *)  ©tra^l  oon  Ä  ge- 
t)ört,  ber  mit  ben  S^angenten  abc  bie  ®igenfd)aft  gemein 
I)at,  bafe  feine  @d)nitt:pun!te  mit  K  in  23ejug  auf  alle  ^ur- 
un  beg  fraglic£)en  ®\)ftem^  einanber  fonjugirt  finb. 
Sä^t  man  bie  ftetige  ^-ortbetoegung  oon  D  nid^t 
auf  ber  feften  ©eraben  AD,  fonbern  auf  einer  feften 


*)  T)aß  Rnx)ozn\\)\itm  ABCAi   mad^t  l;iei?on  fell3ftt)erftänbltd^  nad§  9 
eine  ^u§nal)tne. 
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burc^  ABCD  geljenben  Antigen  II  t)or  \\^  «el^en,  fo  ge^ 
langt  man  ^u  bem  tnterefjanten  ©a^ ,  p  beffen  (Srmtttlung  t)au:pt^ 
fä(^lt(i)  bteje  33etrad)tung  angefteEt  tDUtbe,  S)a  nämltd)  in  biejem 
gaff  ©trapnMfd^el  ß  (D..)  ^  A  (D.,).  fo  fteffen  au(^  bte  eln-^ 
feinen  Ranfte  P  u.  G  entf:pre(^enbe  fünfte  2er  ^rojeft,  unb  ti)ie 
man  ftd)  al^balb  überzeugt  (tüenn  man  D  mit  C  jufammen  faffen 
la§t)  :perf:pe!t.  geraber  (Sebilbe  bar,  unb  jti^ar  ift  biefer  burd)  ble 
^Serbinbung^linien  bon  EG  entfteljenbe  ®tral^lenbüf(^el  ^rojeft.  bem 
©tra^IenMj($et  B  (D,.Oßteer  A  (D...);  ba^jelbe 3flefultat  erhält 
man  nun  für  bie  einzelnen  aSerbinbungj^Iinten  EF  u,  EG ,  worauf 
bann  fd)Iiepd)  \\6)  ergtebt,  ba|c(Ei,0  7rb(Fi.O  7ra(Gi.O 
)i),  l.  b.  \o. 

?[Ran  erhält  bemnac^  ganj  affgemein  folgenben  ®a|  (bgl  341) : 

349.  S)ur*  2  Änrben  II  K  n.  Ki  ift  ein  ®trat)Ienbüf(^ein 

Ä  befttmmt,  beffen  einzelne  @tral)len  bie  ©igenf($aft  befi^en, 

ba§  t^re  Sd^nittpunfte  mit  K  I)armonifc^  getrennt  ftnb  bon 

ben  ©d)nitt^)un!ten  mit  Ki. 

3uf.  1.  (gjg  leuchtet  ein,  '^^^  bie  beiben  ©tral^Ien  bon  Ä, 
ti;)eld)e  burd)  bie  @(^nitt^)un!te  ABC  unb  bann  felbftöerftanbfic^ 
aud)  D|  get)en,  je  bie  beiben  Siangenten  in  biefen  fünften  an  K 
u.  Kl  barfteffen,  infoferne  ber  l^armonifd^e  2Burf  in  biefem  ^^aff  \\\ 
ben  ©ren^faff  übergebt,  für  meieren  3  fünfte  in  1  pfammenfat 
len,  fo  bafe  atfo  bem  in  286  eingeführten  ©tra^lenbüfd)el  II  bie 
:^ier  bef:pro(^ene  ($igenfd)aft  gegenüber  K  u,  Ki  julommt, 

3uf.  2,  (S^  i^erbient  ^ert)orgeI)oben  ju  n)erben,  ba^  e^  au^er 
^zxK  ©tral)len  bon  Ä  !eine  ©erabe  geben  tonne,  ti^elt^er  ber  K  u. 
Kl  gegenüber  bie  im  ©a|e  f)erborge{)obene  @igenf(^aft  jufäme, 
aSürben  fi^  nämlii^  im  fünfte  S  3  ©erabe  pqr  fi^neiben,  beren 
3  $aar  ®d)nitt:punfte  aa^  bbi  cci  mit  K  t)armonif(^  getrennt  Aga- 
ren entf^)'re(^enb  burcb  bie  ©c^nitt^unfte  unb  i\c><xx  aa^  ßß\  rVi 
mit  Kl,  unb  n)ären  MN  bie  29erül^rung^:pun!te  ber  i?on  S  an  K 
ju  jie^enben  S^angenten,  fo  Mnnte  man  burc^  MN  abai  eine^uri^e 
II  K2  sieben  unb  nai^  243  bie  Äurbell  ^1  fud^en,  beren  5ßun!te 
gegenüber  benen  bon  Ki  bie  ©igenfd)aft  I)aben,  ba§  je  2  auf  einem 
®tral)l  bon  S  Itegenbe  fünfte  bon  Äi  u,  Ki  burd)  bie  ©(^nitt^ 
:punfte  bon  K  I)armonifd)  getrennt  ftnb.  Ä^  lu  Ki  l)ätten  atebann 
offenbar  bie  4  ©d^unfte  bejg  4  ©cf^  abaibi  gemein,  bon  bem  ein 
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$oIeä  S  ift;  auf  bem  ©tra^l  Sc  ober  r  xoaxm  aber  naä^  ber 
aSorau^fe^ung  bte  ©c^nitt:punfte  t)ort  K  bte  Orbnungi^elemente  ber 
3ni)olutton,  tüel&e  bur(^  bte  @c^nitt:punÖe  i)on  Ki  u,  Äi  unb  alfo  auc^ 
nad)  9  burd^  bte  @(^ttitt:putt!te  mit  je  ernettt  ^aar  ©eßettfeiteti  besS 
4  gdfig  abaiBi  etttfte^t,  toa^  nid^t  möaltc^  t[t,  ba  ttt  ber  hnxä)  W^ 
fe^  4  ©dfg  auf  r  nad^  8  erjeugten  3tti)olution  S  ber  eine  Orb:^ 
nungö:puu!t  fein  muß. 

350.  S)ur(^  2  beliebige  ©tra{)Ienbüf(^el  II  EKi  iftimSIUge^ 
meinen  eine  Äuri^e  II  Ä  beftimmt,  tion  ber  Jeber  ^unft  bie  eigen^^ 
fdt)aft  l}at,  ba§  ba^  Sangenten:paar,  ba^  t)on  i^m  an  K  gebogen 
)it)erben  fann,  l^armonifd)  getrennt  ift  bur(^  ba^  an  K^  ju  jte'^enbe, 
b.  ^.  in  Sejug  auf  Ki  foniugirt  ift.  S)tefe  Äuröe  Ä  gel}t  burcE) 
bie  S3erü]^rung^:pun!te  ber  4  K  u.  Ki  gemeinschaftlichen  S^angenten 
abcd  unb  ift  alfo  mit  ber  in  287  bef:procbenen  ibentifd^,  babei  fann 
ber  gall  eintreten,  ha%  Ä  in  2  ©erabe  übergel^t,  toie  bieg  nac^fot 
genber  ^ul  nä|er  be|:pric^t 

3uf»  ©g  möge  l^ier  nod^  ber  3ufammenl)ang  l;eri)orge:^oben, 
toerben,  in  ti)cld)em  bie  ©ät^e  349  u.  350  mit  einer  2lnja^l  <Ba^tn 
ftel)t,  auf  t)ie  ti^ir  bei  anberen  ©elegen^etten  gefommen  finb,  toobei 
jugleic^  ber  beffern  Ueberfi(^t  toegen  biefe  nO(^  einmal  in  ber  349 
entf:pred^enben  gaffung  in  Äürje  l)ier  pfammengefteöt  tüerben  foEen : 

a)  @el)t  K  u.  Kl  je  in  1  ^aar  ©erabe  ppi  u.  qqi  über,  too- 
bei  ppi  bie  qq^  in  ben  4  fünften  ABCD  einest  4  (gcE^  f(^neiben, 
fo  erljält  man  ben  ©a^: 

Sllle  ©eraben,  bereu  ©(i)nitt:pun!te  mit  2  feften  ©eraben  ppi 
burd^  bie  ©(^nitt^^unfte  mit  qqi  l)armünifd)  getrennt  finb,  berühren 
eine  Äuri^e  II,  bie  auc^  ppi  qqi  ju  Slangenten  ^at,  f.  65. 

aieciprof  l^ieju  ift: 

2llte  fünfte,  bereu  Serbinbung^linien  mit  2  feften  fünften 
PPi  buri^  bie  2  fünfte  QQi,  bie  mit  PPi  ein  4  m  bilben,  l)ar:= 
monifc^  getrennt  finb,  liegen  in  einer  burcE)  PPiQQi  gel^enben 
Rux^t  II. 

b)  ©e^t  Kl  in  ein  ©^ftem  2er  ©eraben  ppi  über,  fo  er- 
l^ält  man: 

3llle  ©erabe,  bereu  ©(i)nitt:pun!te  mit  einer  Äuri)e  II K  burc^ 
bie  ©{^nitt:pun!te  mit  2  ©eraben  ppi  l)armonifd[)  getrennt  finb,  um^ 
^üGen  eine  Äurt>e  II,  njeld^e  bie  ppi,  fo  toie  bie  S:angeuten  ber  K 
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in    beren  ©c^nitt:punften    mit  ppi   ju  Sangenten  I}at,   l  267 
ober  262, 

©^neiben  fi(^  ppi  auf  K,  fo  t)aben  aufeer  ben  3  Sangenten 
in  ben  ©c^nitt^unlten  pK  u,  piK  nod)  bie  ®trai)len  be§  ©tra^- 
lenBüfi^efö  I,  beffen  (Sentrum  ppi  ift,  bie  tjerlangte  eigenjc^aft, 
©inb  bagegen  p  u.  pi  in  a3ejiel)ung  K  elnanber  lonjugirt,  jo  Ija- 
ben  jämmtti(^e  Strahlen  ber  beiben  ^ole  SSi  t)on  p  u.  pi  bie 
bef:pro(i)ene  ©igenjc^aft,  bergL  293.  4. 
S)er  reci:pro!e  @a^  lautet: 

3lIIe  fünfte,  t)on  benen  au)8  Sangenten  an  eine  ^uri)e  II 
ge^en,  bie  bur(^  2  fe[te  fünfte  PPi  '^armonijd)  getrennt  finb,  lie-. 
gen  auf  einer  Äuröe  II,  bie  PPi  unb  bie  4  33erül}rung^:punfte  ber 
i}on  P  u,  Pi  an  K  ju  jie:^enben  Sangenten  p  ^unltelementen  :^at 
f.  261, 

Sft  PPi  Sangente  an  K,  fo  I)a6en  au^er  ben  23erüt)rung^:= 
:punlten  ber  bon  P  u.  Pi  an  K  ju  jiel)enben  Sangenten  nur  alle 
fünfte  be^  geraben  ©ebilbei^  PPi  bie  bef:proc§ene  (gigenfc^aft, 
©inb  PPi  in  aSejiel^ung  auf  K  tonjugirt,  fo  !ommen  nur  ben  ^unt^ 
ten  ber  beiben  polaren  ssi  bon  PPi  bie  fragli(^e  ©igenfc^aft  ju. 

c)  S)a^  bie  Äuri)e  Ä  in  349  u.  350  in  ba^  ©i)ftem  2er 
©tral^lenbüjd^el  übergef)en  fann,  and)  für  ben  ^^^all,  baB  K  u.  Ki 
2  Äuroen  II  finb,  \mk  bie  Sebingungen,  unter  benen  bie^  ge^ 
fc^iel)t,  barü'ber  tourbe  f^on  in  243  ^uf,  2  gef:pro(^en, 

Sind)  bie  ©äfee  240  k,  ftel}en  offenbar  in  innerm  3ufammen= 
l^ang  mit  349  u,  350 ,  tt)ie  l^ier  an!nü^fenb  an  bie  legten  ©afee 
nic^t  unertoä^nt  bleiben  foll: 

aSetrai^ten  ti^ir  nämlid)  in  243  unter  33eii)altung  ber  bortigen 
S3ejei(^nung  eine  ÄurDe  II  K^,  bie  burd)  bie  9ßun!te  AB  ge^t,  fo 
entf^re(^en  ben  beiben  burd^  AB  gef(^iebenen  Steilen  bon  K^  bie 
ebenfalls  bur^  AB  gefd^iebenen  Si)eile  bon  ^,  33etra(^tet  man  nun 

d)  ba^  ©t)ftem  2er  ©eraben  ppi  aU  bie  Äuroe  II  Ki,  fo 
fönnen  ^iebei  2  gäHe  eintreten,  entti^eber  bie  eine  ©erabe  pi  ge^t 
buri^  bie  beiben  fünfte  AB  unb  p  fteHt  eine  beliebige  2te  ©erabe 
bar;  biefe^  füt)rt  unmittelbar  jum  ©afe  240,  toobei  ber  S^eil  p 
beö  S^ftemö  ppi  bie  bort  ertoa^nte  Äurbe  Ä,  bie  burd)  S  ge^t, 
liefert,  toä^renb  ber  für  pi  übrige  S^eil  ber  Äuroe  ^  auf  ben 
qSunIt  S  felbft  fid)  rebucirt.    ©e^t  l)ingegen  p  bur(^  A  (ober  B), 
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fo  rebucirt  \x^  mä)  79  ber  erft  ertx>äl)nte  S^eil  t)on  Ä  auf  bie 
©erabe,  bie  i)on  B  (ober  Ä)  nai^  bem  2ten  ®d)nitt^un!t  pK  gei)t 
S)er  2te  gall  tritt  ein,  toenn  p  bie  K  in  AC  unb  pi  bie  K  in  BD 
j(^neibet  aföbann  Befielen  bie  beiben  foeben  ertt)ä^nten  ber  p  u,  pi 
entf:pre(^enben  2:£)eile  i)on  ^  au^  ben  ©egenjeiten  BC  u,  AD  be^ 
4  (&m  ABCD.  SSie  enbli^  ber  gatt  243  in  ben  gatt  293  über^ 
gel)t,  ift  fc^on  243  ^nl  1  be[:pro($en. 

35L  3)t  ABCD  ein  beliebige^  4  60,  fo  fann  man  \iä)  bie 
grage  t^orlegen,  in  n)elcf)er  Sßeife  ber  ß^arafter  berjenigen  Äurt^en, 
tx>el(^e  biefem  4  6c!  umj(i)rieben  n^erben  lönnen,  i)on  ber  gegenfei- 
tigen  Sage  ber  4  ^unöe  abl^ängt. 

aSor  allem  gilt  nun  folgenbei^:  ©in  Äreii8  läßt  fid)  bem 
4  @(J  ABCD  bloB  bann  umfi^reiben,  ti^enn  bie  Orbnung^etemente 
ber  hnvä)  bie  ©egenfeiten  auf  ber  unenblii^  fernen  ©eraben  ent- 
ftel)enben  ^nt^olution  reeE  unb  auf  einanber  fenfrei^t  finb  (14),  bie- 
feg  ift  aber  nac^  27  immer  unb  nur  bann  ber  gall,  tt>enn  t)on  ben 
3  ^aar  ©eraben,  n)el(^e  bie  Sßinlet  ber  3  ^aar  ©egenfeiten  Ijal- 
biren  3  unb  3  unter  \xä)  ))arallel  finb  (i)ergl  170). 

äßa^  bie  Parabel  unb  (£lli:pfe  betrifft,  fo  genügt  eg,  toenn 
bie  Orbnung^elemente  ber  bur(^  ba^  4  (gd  nad^  8  auf  ber  unenb= 
li(^  fernen  ©eraben  beftimmten  ^noolution  reell  finb,  in  toel(^em 
gaU  fi<^  na(^  188  2  Parabeln  aber  unenblic^  t)iele  ©Ui^ien  burd^ 
ABCD  legen  laffen/ 

§)):perbeln  enbli(^  laffen  fid)  Jebem  4@(J  umfi^reiben,  foUen 
fid)  aber  bloß  §^:perbeln  bem  4@(f  umf($reiben  laffen,  fo  genügt 
eg  nad)  I.  H).  189  i.,  bafe  bie  ern^ä^nten  Orbnung^elemente  ima- 
ginär finb. 

gragt  man  fic^  nun,  »)eld)e  gegenfeitige  Sage  bie  4  fünfte 
l^aben  muffen,  bamit  biefe^  ber  gall  fei,  fo  !ann  man  bie  Slntioort 
ber  2lnfd)auli($feit  toegen  für  ben  allgemeineren  gaß  geben,  toenn 
eine  beliebige  ©erabe  eine  beliebige  Äuroe  II  K  in  2  reeEen  fünf- 
ten MN  (f.  gig.  48)  f(^neibet,  bie  ^noolution  ^at  nai^  I.  21),  24 
imagin.  Orbnungs^elemente,  ti^enn  un  1  ^aar  ©egenfeiten  bie  eine 
bie  innerhalb  K  liegenbe  ©trecfe  MN,  bie  anbere  bie  aufeerljalb 
K  liegenbe  ©trede  MN  fc^neibet;  biefe^  ift  aber  bann  unb  nur 
bann  ber  gaü,  toenn  ba^  eine  ©d  A  be^  4  M^  auf  ber  einen 
ber  beiben  buri^  MN  gef4)iebenen  Sll^eile  öon  K  liegt  bie  3  anberen 
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auf  ber  anbeten,  pr  bie  |)t):perbet  ftnb  nun  für  bie  foe^en  c|e^ 
ntai^te  Stnnal^me  bie  3  enblt($en  Streifen  AB  AC  AD  au^er^alb 
ber  ^mu,  bie  3  enblid^en  ©trecfen  BC  BD  CD  innerl)alb  ber 
^uxUf  unb  ba  §u  jeber  ber  3  juerft  genannten  ©treden  eine  ber  3 
legten  aU  ©egenfeite  beig  4  60^  &^W^,  unb  t>on  bem  ^u  ABCD 
geljörigen  ^olbreiecf  ate  abfotutem  ^olbreiecf  für  K  2  (g(f:pun!te 
aufeert)atb  ba^g  3te  tnnerijalb  ber  ^uröe  liegen  mufe,  fo  folgt,  ba§ 
))on  biefen  3  ©(^nitt^unften  ber  ©egenfeiten  2  auf  ben  bur(%  A 
gel)enben  enbli(^en  ©trecfen  AB  AD  ber  3te  auf  ber  enblid}en 
©trecfe  BD  liegen  muffen,  ober  mit  anbern  SKorten: 

352,  @oKenbur(^  bie  4qjun!teABCD  ft(^  filo§  §^^er= 
beln  legen  laffen  lönnen,  fo  mufe  einer  C  biefer  4  fünfte  bie 
©igenfi^aft  ^aben,  ba§  bie  oon  i:^m  nai^  ben  (£(fen 
ABD  gel)enben  ©eraben  bie  3  Seiten  BD  AD  BA  in  $unl= 
ten  ii)rer  enblii^en  ©treten  fd)neiben, 

SRectpro!  ju  343  ift: 

353.  Sft  irgenb  einer  Äuri^e  eine^  burc^  4  fünfte  ABCD 
ge^enben  Äuroenfi)ftem^  ein  S)reie(J  eingejei(^net ,  fo  giebt 
e^  nac^  3^r.  188  6  Würben  11  be^  ©ijftem^,  n)eli$e  eine 
©eite  be^  ©reiec!^  berühren,  23etrac^tet  man  nun  bie  Sage 
ber  6  93erül)rungi3:punlte ,  fo  ftnbet  man,  ba^  biefelben  bie 
6  @cl:pun!te  eineö  ooüftänbigeu  4  ©eit^  bilben, 

©ie  fragli($en  8erül)rung^))un!te  muffen  nämli(^  nad^  188 
aliS  bie  Orbnung^elemente  ber  in  ben  ©reied^feiten  bur(^  ba^  frag- 
lid)e  Äuroenft)ftem  beftimmten  gnoolutionen  burc^  je  2  S)reie(J^^ 
ed en  l^armonifc^  getrennt  fein,  bal)er  bitben  f,  gig,  49  2  ^aare  aai 
bbi  berfelben  bie  auf  2©eiten  ab  liegen,  tüirflii^  2  ^aar  ©egen= 
ecfen  eineig  ooKftänbigen  4  ©eit^,  beffen  3te)8  ^aar  cci  auf  ber  3ten 
©eite  be^  ©reiedig  liegt,  unb  auf  biefem  bur(^  bie  (Sden  ebenfalls 
l)armonif(^  getrennt  ift,  &  fragt  ftc^  ba^er  nur  noi^,  ob  biefe^ 
^aar  ©egenecfen  au(^  bur(^  je  2  ©egenfeiten  ht^  gemeinfamen 
4  ed^  ABCD  t)armonif(%  getrennt  ift,  ^n  biefer  SSejie^ung  gilt 
aber  ganj  aEgemein  folgenbes^:  3irt)t  man  i)on  2  fünften  ««i 
oon  a  bie  hnxä)  aai  l)armonif(f)  getrennt  finb  nai^  2  fünften  ßßi 
\)on  b  bie  bur(^  bb^  l^armonifc^  getrennt  finb,  je  ein  ^aar  ©erabe^ 
\o  erhält  man  baburc^  2  ^aar  ©egenfeiten  einest  ijoUftänbigen 
4@if^  aaißßi,  bereu  iebem  bie  (£igenf($aft  julommt,  ba§  e^  bie 
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3te  ©reiecfigfette  c  je  in  2  fünften  rn  fd)tieibet,  tt)el(^e  burc^  c  u. 
Ci  ebenfall!^  I)armonifd)  getrennt  finb,  tük  man  [t(^  leicht  bat>on 
überjeugt,  ba  bei  t)eränberlti$em  ß  u.  ßi  bie  ©tral)lenMfd)el  « 
[/^-♦]/  «1  [ft...]  :pro];e!t,  ftnb,  alfo  bie  c  in  2  :proie!t,  geraben 
©ebilben  fd)neiben,  in  benen  aber  bie  einanber  entf:preä)enben 
®($nitt:pun!te  Don  a[a]  n,  «i[a],  |otx)ie  bie  einanber  entf))red^enben 
®(^nitt))nn!te  i^on  « [aj  n.  «j  [aj  bnrc^  c  n,  q  t)armonifc^  ge== 
trennt  finb,  ti)äf)renb  c  u,  Ci  entj:prec^enb  gemeinjante  ^nnftelemente 
barftellen.  5Da  nnn  aber  Je  1  ipaar  ©egenfeiten  be^  gemeinjamen 
4  @d§  biefe  eben  bef^rO(^ene  ■6igenfd)aft  mit  ben  ©eraben  aß  n. 
«i/^i  ober  ccßi  u*  a^ß  gemein  f)aben,  fo  ift  nnfer  ©afe  ertxiiejen, 

3uf,  ®ie  Slntüenbnng  i)on  6  ober  35  läfet  erfennen,  ba^ 
man  auf  3  i^erfc^iebene  SBeifen  i)on  ben  3  @(f en  beö  3  @d^  nad^ 
3en  ber  6  23erü^rung^:pun!te  (gdlran^öerfalen  jiel^en  fann ,  bie  fic^ 
in  ie  1  ^unlt  fc^neiben. 

354.  §at  man  einer  Äuri^e  eine^  burc^  4  ^^unfte  gelten- 
ben  £urtienft)ftem^  ein  4  ©d  eingezeichnet ,  fo  liegen  bie  12 
a3erüI)rung^:punKe  ber  12  Äuri)en  be^  @i)ftemi^,  öon  benen 
iebe  eine  ©ette  be^  ijoffftanbigen  4  ©cE^  berü£)rt;  ju  ie  3 
in  4.  4  ©eraben,  unb  'oon  ben  ©dtran^oerfalen ,  bie  man 
i)on  ben  (Stf en  be^g  4  (S(f^  nad)  i{)nen  jie^en  !ann,  fc^neiben 
fid)  je  3  in  4,  3  fünften,  Siegen  3  ber  12  £)rbnung^= 
ipunfte,  bie  ni(^t  ben  3  (Seiten  eine^  ber  4  burd)  ba^  4  (Sd 
beftimmten  ©retede  angel^ören,  auf  berfelben  ©eraben,  fo 
liegen  auf  berfelben  ©eraben  no(^  3  anbere  Orbnung^- 
))unfte. 

355.  (S^  gilt  aber  offenbar  and)  umgefe^rt  ber  ©afe, 
ba§  loenn  bei  einem  bur($  4  5ßunlte  beftimmten  Softem 
oon  Äurt)en  II  i)on  ben  6  a3erül)rung^^un!ten,  bie  bie  6 
Würben  ht^  (S^ftemi^  mit  3  (Seiten  eine^  2)reiedi3  ABC  ge:= 
mein  l^aben,  4  9Jial  3  in  je  1  ©eraben  liegen,  atebann  ba6 
S)reied  einer  ber  Äuroen  be^  (BX)\tm^  eingef($rtebcn  fein 
muB. 

5Denn  betrachtet  man  bieienige  Ruxu  beiS  @t)ftem!§,  iDeld)e 
burd)  ba6  eine  (Sd  Ä  bej^  fragli($en  ©reied^  ge^t,  fo  beftimmt 
biefe  mit  ben  beiben  burc^  A  gel^enben  (Seiten  berfelben  ein  2te^ 
SDreied,   toeld^em    biefelbe  ©igenfi^aft   :^infi(^tli(^    bei8   gegebenen 
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Äurt)enMtem§  jutommt,  ba  afcerlbaa  4©eit,  auf  befjen  Seiten 
bie  6  aSerül^rung^^unfte  liegen,  burd^  bie  beiben  ^aate  i)oni@egen- 
eöen  auf  AB  unb  AC  \)oI[fommen  ]ij:ixt  ift,  fo  fann  au(^  bie  3te 
@eite  be^  gegebenen  S)reie(f!3  t)on  ber  bei^  2ten  ntd^t  i)erfd)ieben  fein. 

3uf.  S)iefelbe  llmle:^r  gilt  nun  auä)  ^infi(^tli(^  tcr  »erü^^^ 
rung^:punfte  auf  ben  Seiten  einest  eingefc^riebenen  4(S(f^,  ber  2lrt, 
bafe  tt)enn  bie  in  ?lr,  354  bef:pro(^ene  2Sorau^fe|ung  gilt,  afö  bann 
bai^  4@(f  einer  Äuri)e  be^  ®l)ftem^  eingefc^rieben  ift/ 

3nf.  ©er  obige  Betvei^  (353)  erleibet  offenbar  feine  Sien- 
berung  tt^enn  2  ober  2  ?D^al  2  ber  bafelbft  ertoa^nten  12  Äurt^en  in 
1  ober  ie  1  jufamnten  faÄen,  §ieraui3  erplt  man  unter  anberem 
folgenben  Safe: 

356»    @($neibet  man  2  Äurben  KKi  bmä)  eine  ©erabe 

•p,  unb  jiel^t  in  ben  4  (S(^nitt:punf ten  bie  4  Sangenten,  fo 
fo  bilben  biefe  ein  4  Seit,  Don  beffen  6  @tfen  bie  4  i)on 
ben  beiben  ^olen  oon  p  berf(^iebenen  mit  ben  4  ®d)nitt=^ 
:punlten  i)on  KKi  in  1  Äuri)e  II  liegen. 

©^  tritt  namlic^  in  biefem  gaöe  für  bie  ©erabe  p  ber  oben 
354  ^nl  angefü^^rte  gall  ein,  ba^  auf  i^r  6  ber  Orbnungs^ele^ 
mente  ber  6  Seiten  be^  oon  ben  4  ern?äl)nten  ©den  gebilbeten 
4@tf^  liegen. 

3uf.    Man  fann  biefen  legten  ®ai^  auä)  fo  au^f))re(^en : 

©inb  in  pab  unb  a^bi  irgenb  2  $aare  oon  fünften, 
ml^t  in  ber  buri^  ein  4@d£  AB  CD  nad^  8  beftimmten  3^bo? 
lution  einanber  jugeorbnet  finb  unb  jie^t  man  burd^  ABCDa  unb 
bur^  ABCDai  je  eine  ^urbe  be^  S^ftem^,  fo  beftimmen  bie  4  in 
ahc^iii  an  fie  ju  jiel^enben  2:angenten  ein  4  Seit  bon  bem  2 
^aar  ©egenecfen  auf  einer  3ten  Äurbe  beig  S^ftemi^  liegen. 

357.  ^n  ben  legten  Stummem  \Durben  bie  £agent)er:^ältniffe 
ber  ^eril^rung^))unfte  t>on  beliebigen  Äuri)en  eine^^  buri^  4  fünfte 
ABCD  beftimmten  ^uroenft)ftem)3  bef))rod^en,  ei6  foC  nun  l^ier 
ber  gaü  no(^  nä^er  betrai^tet  txierben,  voznn  ein  unb  biefelbe  ^mu 
be)3  S^ftem^  2  ©erabe  qq^  berül)rt  f.  gig.  50,  ^n  biefer  33ejiel)ung 
gilt  nun  ber  ©a^ : 

3ie^t  man  bon  einem  Sßunfte  P  au^  an  eine  Äurbe  K 
be^  St)ftemi3  2  Sangenten  qqi ,  fo  beftimmen  biefelben  auf 
einer  beliebigen  Äurbe  K  be^  S^ftem^  ein  eingefdE)riebene^ 

gifftff,  neuere  ©eometvie.  11«  H 
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4(S(f  EFGH,  unb  e^  fi^neibet  nun  bie  a3erü^rungi3(^orbe 

b.  (),  bte  polare  p  "om  P  für  biefe  ^uri^e  K  jebe  ber  6  ©eiten 

be)8  gemetnfamen  4(g(f^  ABCD  in  einem  ber  Orbnung^^ 

:pun!te  S  berjentgen  S^ti^^I^^ti^^  /  ti^el(^e   burc^  bie  3  ^aar 

©egenfeiten  beg  iQä^  EFGH  mä)  8  auf  i^r  beftimmt  ^irb, 

Siegt  nämli(j^  T  auf  ber  polare  be^  ©c^nittpunfte^  E  x>on  p 

unb  ber  gemeinfanten  (5I}orbe  CD  unb  auf  CD  felbft,  fo  [inb  8 

unb  T  foti:)Oj^t  burc^  C  unb  D  al^  aud)  burd^  q  unb  qi  ^armonifc^  ge? 

trennt,  ttjorau^  bie  9ti(^tigfeit  für  bte  Seite  CD    unb  natürK^ 

e'&enfo  für  jebe  ber  5  übrigen  Seiten  be^  4©c£^  ABCD  folgt 

358,  9Ummt  man  2  fünfte  be^  eingef($riebenen  4@df^ 
EFGH  j,  33.  E  unb  F  feft  an,  fo  n^ec^felt  mit  ber  Äuri^e  be^ 
©^ftem^,  \X}M}t  i)on  ben  t)eränberlid^en  ©eiten  EH  unb 
FG  berül)rt  n^irb,  au^  bie  4(g(f^feite  GH,  aber  i^re  Sage 
änbert  fi(^  babei  immer  fo,  ba§  fie  eine  t)on  2  feften  ^urt)en 
be^  ©l)ftem^  berührt  nämlid)  eine  Don  benjenigen  SSeiben, 
\vdä)e  bur(^  bie  4  ^unftelemente  ABCD  un^  bie  2:angente 
EF  beftimmt  finb, 

SJlan  fann  bte  2  feften  fünfte  EF  jufammen  fallen  laffen, 
bie^  giebt  j,  S.  folgenben  ©a^: 

359.  ^k^t  man  an  2  Äreife  K  unb  Ki  eine  gemein^ 
f(^aftlid)e  S^angente  unb  an  ben  einen  K  eine  beliebige  2te 
S^angente,  fo  fc^neibet  biefelbe  ben  anbern  Ki  in  2  fünften, 
bie  mit  bem  Seru§rung^:punfte  auf  i^m  t)erbunben  2  S^an^ 
genten  nm^  Äreife^  liefern,  ber  bur(^  bie  ©(^nittpunfte 
t)on  K  unb  K^  ge^. 

D^leci:pro!  ju  ben  legten  ©dfeen  ift: 

360.  3^^i)t  u^cin  Don  2  fünften  QQi  einer  bon  ben  unenb^^^ 
tid)  t)ielen  Äurben,  bie  alle  4  S^angenten  abcd  gemein  t)aben, 
an  eine  beliebige  anbere  biefer  Äuri)en  2  $aar  S^angenten, 
jo  beftimmen  biefe  ein  i)oUftänbige6  4  ©eit,  t)on  beffen  2 
übrigen  paaren  t>on  ©egenpunlten  jebei^  ebenfaÜ!$  auf  einer 
Äurt^e  beg  ©i)ftem6  liegt;  unb  jt^ar  fallen  bie  $ole  ber 
Slerbinbung^ltnien  ber  ®egene<f en  für  je  bte  Äuri)e  be^^  ©1)=^ 
ftem^,  auf  ber  fie  liegen,  in  einem  fünfte  jufammen. 

361,  3ie^t  man  ^on  1  ^imm  au^  an  2  Äurt^en  ü  K 
unb  Ki    2  ^aare  Sangenten,   fo  beftimmen  bie  4  ®erü§' 
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tutt9i$:puttftc  ein  4  (gd  t)on  bem  2  $aar  ©egenfeiten  mit 

ben  4  9emeinfc^aftüd)en  Sangenten  i)on  Kunb  K^  eine  unb 

biefelbe  Äuri)e  II  umpüen. 

362,    ©teilen  e  f  2  Sangenten  einer  ber   in  bem  ©Aftern 

ab  cd  \}on  9tr.  350  enti)altenen  Äurt)en  bar,  unb  eei  ffi    bie 

©(Änittipunfte  berfelben  mit  irgenb  einer  anbern  Äurt^e  biefe^  @^= 

ftern^,  fo  liegen  bie  ©c^nitt^unlte  ber  in  e  unb  f,  in  e  unb  fi, 

in  ei    unb  f,   in  e^  unb  fi  an  biefe  Äuröe  gezogenen  Sangenten 

in  einer  oon  2  feften  Würben  bei^felben  ©^ftemi^, 

Sä^t  man  e  unb  f  in  362  unenbli(^  m^t  sufammenrüden,  fo 
er'^ält  man: 

363.  aSerü^rt  e   bie  Äuri^e  K2  beg  ®^ftem^  in  E,   mh 

jiel^t  man  loon  irgenb  einem  ^aar  ©(^nitt:pun!ten  t^on  e  unb 

einer  anbern  ÄurDe  be^  ©^ftem^  2  neue  Sangenten  an  K^, 

jo  j(J)neiben  fi^  bieje  [tet^  auf  einer  feften  Äuröe  be^  (St)-' 

ftem^,  tx^elc^e  burd^  E  gel^t,  o^ne  e  j'ur  Sangente  ju  l^aben. 

3uf.  1,    ®a  bie  ©erabep  na(i)  ber  SSoraus^fe^ung  bie  beiben 

©egenfeiten  PG  EH    in  2  fünften  ber  Äuri)e  K  bei3  ®l}ftem^ 

ABCD  f(%neibet,  unb  ba  \^a^  mä  EPGH  einer   beliebigen  2ten 

Äuri)e  Kl    be^felben  ©^ftem^  ABCD  eingef (^rieben  fein  foll,  fo 

fd)neiben  offenbar  bie  ©egenfeiten  bei^  le^tgenannten  4(£df^  EFGH 

unb  jtDar  für  jebe^  K^  biefe  in  ^unlten^^aaren,  tr^elc^e  aud)  in  ber 

na($  8  bur(^  ba^  4®(JABCD  auf  p  erzeugten  ^^oolution  einanber 

^ugeorbnet  finb. 

3uf,  2.  @anj  auf  biefelbe  äöeife  t^ie  357  gezeigt  ti^urbe, 
bafe  bie  p  t>on  ben  6  ©eraben  be^  4ecf^  ABCD  in  6  ber  12 
Drbnung^))unlte  ber  3^t)olutionen  gef(^nitten  ti^erbe,  toel^e  ba^ 
46«  EFGH  na(^  8  auf  ben  6  Seiten  be^  4eäia  ABCD  erjeugt, 
eben  fo  ift  nun  leicht  amS^  umge!el)rt  gu  ertoeifen,  bafe  bie  6  (Seiten 
t)on  EFGH  bie  p  in  6  ber  12  Orbnung^:pun!te  fi^neiben ,  toetc^e 
^u.  ben  S^bolutionen  gel)oren;  bie  burd^  ba^  4@d  ABCD  auf  ben 
6  (Seiten  oon  EFGH  nad^  8  erzeugt,  tüerben,  -©enn  nimmt  man 
für  bie  gig.  be^  obigen  ©etoeife^  ^nm  Si^nittpunlt  Si  oon  EF  unb  p 
ben  ^un!t  Ti  auf  EF  i^on  ber  S3ef(^affenl)eit ,  bafe  Si  in  »ejug 
auf  K  ber  $ol  t^on  PT^  ift,  fo  finb  S^  unb  Ti  nid^t  nur  bur(^  E 
unb  F  (tijeil  burd^  q  unb  qi)  fonbern  auc^  burc^  bie  (Sd)nitt;punlte 
^on  K  unb  EF  (n^eil  Si  unb  Ti  in  SSejug  auf  K  fonjugirt  finb) 

11* 
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^armonif^  getrennt,  n)obur($  ber  ©a^  für  ©ette  EF  kti^tefen  ift; 
auf  bie  ßteti^e  SBetfe  ii^irb  bann  au(^  ber  SSet^ei^  für  bie  ükic^en 
©eiten  gefüt)rt 

3uf.  3.  3lu^  343  folgt  ater  nun  in  SSerbtnbung  i)on  347 
unb  347  3uj.  2  unmittelbar,  bafe  bie  kiben  4e(fe  AB  CD  unb 
EFGH  gegenüber  ber  p  in  einer  getDtffen  SBei^felbejieljung  [teilen, 
infoferne  e^  Äuri)en  be^  S^ftewö  AB  CD  giebt,  rtelc^e  bie  ©eiten 
bei3  4:M^  EFGH  gerabe  in  ben  6  ©(^nitt:t)unften  oon  ber  @e^ 
raben  p  berül^ren ,  unb  baß  e^  umgefel)rt  Äuroen  be^  S^ftem^ 
EFGH  giebt,  toeli^e  bie  6  Seiten  be^  im^  AB  CD  in  ben 
@(J)nitt:pun!ten  mit  p  berühren. 

5yiun  liefert  bie  SSerbinbung  biefer  legten  2Bal)rl^eiten  folgenben 
merln^ürbigen  ®a|: 

364.  ©erül)ren  2  ©erabe  qqi  eine  Äuroe  K  einei^  4:punt= 
tigen  Äuri)enft)ftem§  AB  CD,  fo  beftimmen  fie  mit  jeber 
anberen  Äuroe  K  beigfelben  ©^fteme^  ein  46(J  EFGH  oon 
ber  Sef (^affenljeit ,  bafe  bie  beiben  übrigen  ©egenfeiten^aare 
biefelben2  ^uri)en  K2  unb  K3  be^felben  Äuroenft)[tem^  be^ 
rüljren. 

©enn  bie  i£urt)e  Kg  be^  ©tjftem^.  ABCD ,  toeld^e  bur(^  ben 
©(^nitt  i)on  p  unb  EF  gel^t,  fd^neibet  naä)  347  ^u\.  1  biepjum 
anbern  ^^al  in  bem  ©(^nitt:pun!te  Don  p  unb  GH  aber  na(^  347 
3uf,  3»  ift  EF  fetbft  bie  S:angente  biefer  Äuri^e  K2  in  i^rem 
einen  ©(^nitt:punlte  mit  p  unb  ebenfo  GH  bie  Sangente  in  bem 
2ten  @(^nitt:punfte. 

3^f*  S)^^¥  ^^^  ^^  ^itte  Äuri^e  beig  ©^ftem^a  2  Sangenten 
aai,  fo  giebt  t^  xioä)  2  Äuri)en  be^S  ©^ftem;^,  öon  benen  bie  eine 
bie  a  unb  bie  anbere  bie  ai  berül)rt,  unb  an^  176  folgt,  ba§  biefe  le^^ 
teren  2\Kuri)en  nie  in  1  jufammenfallen  fönnen,  b»  1^.  ba§  es  nie  2 
i!R^urt>en  geben  fönne,  n^eld^e  biefelben  2  ©eraben  aai  berühren, 
S)enn  be,^ei(^nen  toir  bie  eine  8erül^rung^d)orbe  mit  p  bie  anbere 
mit  pi,  fo  Mrben  biefe  beiben  ©eraben  iebe  ©eite  be^  oollftänbigen 
46(1^  ABCD  mä)  bem  Obigen  in  2  >pun!ten  fc^neiben,  bie  bur(^ 
bie  (£(f :pun!te  ht^  460^  ^armonifi^  getrennt  finb ,  toa^  nac^  176 
ni^t  möglii^  ift,  ba  tDenn  6  ber  12  Orbnung^:punfte  auf  ber  @e- 
raben  p  liegen,  in  unferem  gatt  eben  na(^  176  bie  6  anbern  auf 
einer  Äurbe  H  liegen  muffen. 
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Sä^t  mon  in  S67  E  unb  F  in  1  $unft  jufammenfaKen,  fo 
erhält  man  fotgenben  ©a^: 

365.  3te^t  man  t^on  1  feften^unlte  E,  bermtt  ben  4^un!ten 

ABCD  in  einer  !rummen  Sinie  II  K  liegt,  Sangenten:paare 

an   ie  eine  ^nxu   be^  ©t)ftem^  ABCD,    fo   beftimmen 

biefe   anf  K  je  eine  ©efante ,    bie  jnfammen  alle  biefelbe 

Änrt)e  K^  be^  ©^[temjS  ABCD  lzxxil)vtn,  nnb  bie  bie  S:an^ 

genteEE  an  K  in  einem  t)c»n  E  t^erfd^iebenen  ^nn!te  Berüljrt. 

SSon  E  nnb  F  anf  K  lafjen  fic^  offenbar  je  2  5ßaare  S:angenten  an 

)e  eine  Änri^e  besS  (St)ftem^  ji^^^n,  nämlic^  t)on  E  an^  ei  nnb  e^  t>on  F  an§ 

fi  nnb  t^,  fo  ba^  man  je  eine  Tangente  t)on  E  mit  je  einer  Stangente 

mn  P  aU  bie  2  ©egenfeiten  be^    ber  K  eingef(^rtebenen   4(Sä6 

betrachten  !ann.    ©abnrc^  erl^ält  man  nun  auä^  ate  ©egenfeite  i)on 

EP  4  t^erfd^iebene  (£:§orben  t)on  K  biefe  4  i5erfd)iebenen  ßl)orben 

muffen  nun  nad^   367  mit  EP  gemeinfame  2:angenten  i)on  ben 

2  beftimmten  Äurüen  be^  S^fiem^  fein,  bie  EP   afö  Sangente 

^o&tn  fönnen.    SSeseid^net  man  nun  entf:pred^enb  bie  2ten  ©d)nitt' 

pmtü  i)on  ei  fi  e2  £2  mit  ber  Äuri)e  be^  ©^ftemiS,  bie  burd^  EP 

ge^t,  burd^  EiFiE^Pg,  fo  überzeugt  man  fi($  al^balb,  bafe  EP  mit 

El  Fl  unb  E2P2  einerfeitg  unb  mit  EiPg  unb  E2P1  anbererfeit^  ie 

eine  Äuri)e  be^  ©^ftem^  berührt.  2)enn  ba  nat^  (13)  bie  23erü^rung^^ 

d^orben,  biegu  ben  Sangenten  eifi  einerfeit^g  unb  e2f2  anbrerfeit^S  gepren, 

bie  EP  in  bemfelben  fünfte  fd^neiben,  burd^  ben  mä)  188  unb  363 

3uf.  2  aud^  bie  oon  EP  berül^rte  ^uri)egel)en  nm§,  fo  ift  ber  ©afe  bie 

unmittelbare  golge  ber  ertoäl)nten  9^r.  ©aman  auflbiefe  2Beife  für  je 

2  fünfte  EP  einer  Äuri)e  K^  be^  ©^ftemsS  auf  berfelbennoc^  {e  2  anbere 

Sangenten  einher Äuri)e  beig  ©^ftemi^  erhalt,  bie  mit  EP  biefelbe  Äuri)e 

be^  ®l)ftem^  berühren,  fo  ergiebt  ft($  ^ierauS  unmittelbar  folgenber 

intereffante  @a^: 

366.  3ie^t  man  t)on  2  fünften  EP  einer  ^uröe  IIEi 
an  irgenb  eine  anbere  Äuröe  K2  2  Sangenten  ei  fi  t>on 
ben  2  neuen  ®d^nitt))unften  Ei  Fi  biefer  beiben  Sangenten 
mit  Kl  i^ieber  2  neue  Sangenten  62  fo  an  biefelbe  j:uroe  E2, 
oon  bereu  2  neuen  ®(^nitt:pun!ten  E2P0  mit  Ki  toieber  2  neue 
Sangenten  eafg  mit  ben  neuen  S(^nitt:pun!tenE3PB,  fo  berühren 
alle  berartig  neu  erhaltenen  ©Sorben  EiPi,  E2P2,  E3P3  k.  aEe 
eine  unb  biefelbe  3te  ÄuroeK3  be^  ®^ftem^ ;  biefelbe  Äuröe  E3 
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tt)trb  aber  anä!)  6erüc)rt  t)on  benieni^en  (Sl^orben  GiHi,  G2H2, 

G3H3  ic.,mliS^t  man  ganj  auf  biefelkäBeije  tx>teEiFi,E2F2  it. 

erhält,  mnn  man  t)on  ben  S^angenten  gi  hi  auiSgel^t,  bie 

man  i}on  E  unb  P  au^er  ei  f^  nO(^  an  bie  K2  legen  lann» 

eine  2te  Äurüe  K4   erl^ält    man  burd)  bie  Shorben  EiHi 

E2H2   E3H3   IC.    einerfeitö    unb    PiGi   F2G2    F3G3  ic, 

vodä^z  man  auf  bie  oben  angegebene  SBeife  in  Ki  finl^et, 

tt)enn  man  üon  ben  Sangenten  ei  hi  einerfeit^  unb  fi  gi 

anbrerfeitö  au^gel)t. 

§ierauig  ertjdlt  man  nun  unmittelbar  folgenben  intereffanten  @a^ : 

367,  ©inb  K^  unb  K2  2  beliebige  Äuröen  II,  unb  fann 

man  nun  i)on  einem  beliebigen  5pun!t  E  t)on  K^  ber  K2 

ein  einfa($e6  n  ©tf  E  E^  E2  E3».,.  umf^reiben,  b^^^  ju^ 

gleich  ber  Ki  eingef($rieben  ift,  fo  ift  bieje^  für  jeben  ^unlt 

F  bon  Ki ,  öon  bem  überl)au:pt  an  K2  fi($  Slangenten  legen 

laffen,  ber  gall,    unb  ^)^av  ^aUn  alle  biefe  n©rfe;  genau 

gleid^  biele  (Säen  ober  Seiten. 

Unter  Seibel^altung   be6   SSerfal^renö   unb   ber   SSeseid^nung 

ber  legten  3^r.  369  trifft  nämli(^  E  mit  En  jufammen ,  tüürbe  nun 

Fn  mit  F  ni(i)t  jufammen  faüen,  fo  ti^ürbe  EFn  eine  2te  burc^ 

E  an  K3  gel^enbe  Sangente  fein,  fe|t  man  nun  ba^afelbe  aSerfa^ren 

fort,  fo  gelangt  man  nad)  n  maliger  2öieberl)olung  bon  E  n^ieberum 

nad^  E  unb  n^enn  anä)  Fan  nid^t  mit  F  jufammen  fallen  n)ürbe, 

fo  l^ätte  man  hmi)  E  3  Sangenten  EF  EFn  EF^n  an  biefelbe 

Äuroe  II  beö  (Si)ftem^  m^  unmöglii^,   unb  c^  fi^einen  ba^er  2 

^ögli($feiten  übrig  gu  bleiben,  nämltc^    ba§  n)ir!li($  Fn   mit  F 

pfammen  fättt,  tt^ie  unfer  ®a^  bel)au:ptet,  ober  ba§  [tet^  Fgn    mit 

F  jufammen  faßt,    ©iefei^  le^tere  läßt  aber  folgenbe  33etra($tung 

aU  unmöglid)  erfd)einen. 

&  feien,  um  an  einem  23eif^iele  ben  ©afe  ju  ertoeifen,  EEi 
E2  E3  ein  ber  K  umft^riebene^  unb  ber  Ki  eingef($riebeneg  AM 
unb  ebenfo  F  Fi  Fg  F3  F4  F5  Fß  F7  ein  ber  K  umf(^riebene^ 
unb  ber  Ki  eingefc^riebene^  8@d,  fo  müfete  nac^  ber  bi^^erigen 
(gntti^idlung  eine  Äuri)e  be^  S^ftem^  i^or^anben  fein ,  toeld&e  fol== 
genbe  Sangenten  i^at:  EF  EiF^  EgFg  E3F3  EF4  E1F5  EoF^ 
E3F7  unb  ebenfo  mü^te  e§  eine  2te  Äurbe  be^  @i)ftem^  geben, 
mlä^t  folgenbe  Sangenten  ^at:  EF  E1F4  EsFg  E3F5  EF4  E^Fs 
EgP^  E3F1,  m^  aber  offenbar  unmöglich  ift  nad)  367  3uf. 
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m  ttiöflen  ^ier  noA  einige  befottbere  gäüe  für  einzelne  ber 
f)ter  jule|t  angeführten  ®d|e  folgen: 

368.  ©d)neibet  man  2  Greife,  bie  \xä)  in  A  nnb  B 
fc^neiben,  burc^  eine  ©erabe  p,  unb  i^t  in  ben  ©c^nitt^ 
fünften  bie  S:angenten  abaibi,  fo  liegen  bie  4  t)on  ben^olen 
t)on  p  Derf(^iebenen  (göen  be^  4  ®eit^  abaibi  auf  einem 
bnrd)  AB  get)enben  Greife. 

CD  t)on  356  k.  ftnb  i)kx  bie  91ormaIpun!te, 

369.  S)ie  2  2lf^m:ptoten  einer  §^:perbel  fd)netben  bie 
einer  beliebigen  anbern  §^:perbel  berfelben  (gbene  in  4  fünf- 
ten, n3el($e  mit  ben  4  ©(^nitt^nnften  beiber  §i):perbeln  auf 
berfelben  Äurt)e  II  liegen. 

SDie  p  ift  ^ier  bie  unenblii^  ferne  ©erabe. 

370.  §at  man  2  beliebige  bo:p^elt  fonfofale  ÄurDen  II 
unb  ixti^t  t)on  einem  beliebigen  ^unlte  P  auiS  $:angenten 
an  fte,  \o  bilben  hk  4  Serü:^rung§))un!te  ein  4@ä,  t)on 
bem  bie  4  t>m  ben  polaren  t)on  P  t^erfd^iebenen  Seiten  eine 
Äurije  II  berühren,  tt)el(^e  biefelben  beiben  Srenn^unfte 
'vok  bie  erften  Äurt)en  l)at. 

2)ie  4  gemeinf(^aftlid^en  S:angenten  ab  cd  t)on  350  ftnb  l^ier 
bie  2  ^aar  5yiormalftral)len  ber  gemeinfc^aftlid^en  Srenn^unlte. 

371.  3ie^t  man  in  einem  huxä^  4  fünfte  AB  CD  be^^ 
ftimmten  Äurijenf^ftem  alle  polaren  ppi...  einest  $un!te^ 
P,  fo  f($neiben  fid&  biefelben  nacb  171  ober  172  in  1  fünfte 
Q.  ^k^  man  nun  ferner  burc^  ben  ®c^nitt:punlt  einer 
fold)en  polare  (j.  ®.  p)  mit  irgenb  einer  ber  6  ©eiten 
(j.a  AB)  be^  4mß  ABCDie  eine  neue  ©erabe  qq^... 
i?on  ber  a3ef($affen^eit,  ^^a^  qqi .  ^  oon  AB  je  buri^  P  unb  Q 
Ijarmonifd)  getrennt  ift,   fo  fi^neiben  ft(^  aUe  biefe  t)erf($ie=^ 

,  benen  qqi . . .  in  1  fünfte  ber  ©egenfeite  C  D. 
e«  ift  biefe^  mmliä^  ber  ®d)nitt))unft  i)on  PQ  unb  CD,  infoferne 
na(^141  oberl42ABunbCDburd)Punb  Ql^armonifi^  getrennt  ftnb. 
©in  befonberer  i^all  l)iet)on  lautet: 

3iel)t  man  m  einen  beliebigen  Ärci^,  ber  burd^  2 
fünfte  CD  ge{}t,  i)on  einem  fünfte  P  au^  2  S:angenten, 
fo  ge^t  bie  ©erabe,  n)eld)e  bie  ©treden  ber  beiben  Spangen- 
ten  5tt)if(^en  P  unb  bem  33erül)rung^))unfte  bcilbirt,  burd^ 
einen  feften  $unft  öon  CD, 
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3fteci^rof  gu  371  tft: 

372.  S)te  ^ole  PPi ,,.  einer  feften  ©eraben  p  in  Be:= 
jug  auf  alle  einem  4©eit  ab  cd  eingefdirtebenen  Äuri^en  II 
liegen  nad)  172  auf  einer  feften  ©eraben  q  jie^t  man  nun 
t)on  einem  ber  6  (S(fen  bei8  4@eit)^  (j.  23.  ab)  nad^  biefen 
^olen  bie  ©eraben  ppi . . .  unb  tüä^t  auf  il^nen  je  einen 
$un!t  Q  Qi , . .  i)on  ber  33ef  (^affenl^eit,  bafe  Q  Qi . . .  je  i)on  bem  @(f 
bur(^  p  unb  q  ()armonifcfe  getrennt  finb,  fo  liegen  düe  biefe 
fünfte  QQi..,  auf  einer  feften  ©eraben,  bie  bur($  bai^ 
©egenedE  (cd)  beiS  4  ©eitö  gel)t. 

(Sin  befonberer  ^^aß  biefe^  ©a^eiS  lautet: 

373.  aSejeic^net  man  üori  einer  Äurt)e  II;  tt)elc^e  bie  2 
©eraben  cd  6erill)rt  unb  ben  feften  $un!t  E  pnt  23renn* 
)5unlt  ^at,  mit  M  ben  ?i}littel^unf t ,  fo  li^gt  bie  SRitte  ber 
©tretfe  PM  auf  einer  feften  burd^  ben  @($nitt!pun!t  cd 
geljenben  ©eraben. 

374    ©inb  3  Äuri)en  II  K  Ei  K2  gegeben,  fo  beftimmen 

bie  gemeinfamen  fünfte  i)on  je  2en  berfelben  nd(j^  9  Suf.  3 

ein  ®#em  t)on  Äuri^en  II;  öe|ört  nun  bie  Äurtje  II  Ä 

bem  ©^fteme  K1K2  bie  Äuri)e  II  Äi  beth  S^fteme  KK2 

-bie  toi^e  II  Ä2  bem  ©^fteme  KKi  an,  unb  l^aben  Ä^i 

^2  bitten  5ßunft  A  gemein,  fo  gepren  fie  aöe  3  einem  in 

9  guf.  3  bejeid^neten  4ten  ©^ftem  i)on  Äur^en  II  an. 

3ft  nämli($  B  ein  2ter  gemeinfamer  ^unft  t>on  ÄÄi  unb 

be^ei(^nen  toir  bie  ©(S^nitt:pun!te ,  welche  bie  ©erabe  AB  mit  KKi 

Eggemein  l^at,  entf^rec^enb  mit  <xh ,  aibi,a2b2,  fo  ift  nad^  9  ttjegen 

beig  @!9ftem^  K1K2,  bem  Ä  angeprt,AB,  aibi  a2b2  eine  ^ntjo^ 

Mon;  ebenfo  tnegen  beS  ©^ftem^  KK2  bem  Äi  angel)ört  AB. ab. 

^i\  eitte  3^t)olütion,  bal^er  mu§  au($  in  bem  ©^ftem  KKi,  bem 

Ä2  angel^ört,  bem  fünfte  A  in  ber  ^ti^^olution  ab.  abi  ber  ^unft 

B  jugeorbnet  fein,  ba  eben  a b .  ai bi .  AB  eine  ^ti^olution  ift,  to.  j.  b.  to. 

3üf.  1.    ©er  obige  @a^  374   ld|t  fic^  unter  ©eibefaltung 

ber   bafelbft  gebrau(^ten  23e^ei(^nung6ri)etfe  in   bequemer  gaffung 

(x\x^  alfo  geben: 

©el)ört  bie  Ä  bem  Softem  E1K2,  Ä\  bem  ©^fteme  KKg 
an,  fo  liegen,  bie  4  ©c^nitt:pun!te  ÄÄ^  mit  ben  4  ©(^nitt:^ 
:pun!ten  KKi  in  eitler  unb  berfelben  Äuri:>e  II  Ä2. 
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3uf.  %  S)a  ttae^  8  unb  9  ber  ©a^,  auf  tüelc^en  M  ber 
fo  eben  geprte  »eti^eig  ftü|t,  ali(^  no(^  öoKftanbiö  ö^ttiö  bleibt, 
ii)ertn  für  bte  eine  ober  anbere  ber  Würben  K  unb  Ä  ein  @l)jtem 
2er  ©raben  angenommen  tt)irb ,  fo  bleibt  au(^  ber  oben  angeführte 
@ä|  unter  biefer  95orau^f e|ung  nocf)  t^oUftänbig  rid)tig.  3^  golge 
beffen  ergeben  ftd)  nun  (x)X^  biefem  ©a^e  t)erf(^iebene  befonbere 
pffe: 

375,  3}ian  ton  üor  OTent  bie  3  Äuri^en  II  K  Ki  K2  burc^ 
3  ©^fteme  2er  ©eraber  ndmlti*  burc^  ab  aibi  a^bg  i^ertreten  fein 
laffen,  unb  Jann  au^erbem  aud^  nod)  ÄÄ?iÄ2  je  in  ein  ®i)ftem  2er 
©eraber  übergel)en  laffen.  ©(^neiben  ndmlii^  bie  ©eraben  ab  bie 
ieräben  a^bi  in  ben  4  5pun!ten  A2B2C2D2,  fo  ftellt  bag  3te  bon 
abaibi  i)erf($iebene  ^aar  ©egenfeiten  be^  4©(|i§  A2B2C2D2  bie 
^urte  Ä2  Wr«  2luf  biefem  ^ege  erhält  man  nun  leicht  folgenben 
iSal ,  beffen  Weitere  3lui8fü^rung  auci^  bem  Sefer  überlaffen  blei== 
beh  möge: 

©te  6  ©eraben  abaibia2b2  fd)neiben  fid^  im  SlKgemeinen 
in  15  fünften  P;  biefe  15  fünfte  P  beftimmen  45  neue 
©erabe  p,  t)bn  ben  neuen  ©$nitt:punKen  biefer  ©eraben  p 
liegen  45  mal  je]  4  mit  je  4  ber  ^unlte  P  in  fe  einer 
Äurbe  II. 

'^yx\.  '^(xx^  ton  auf  biefe  3öeife  au(^  auf  eine  einfa(^e 
SBeife  eitie  Äurbe  II  K  ^unftti^eife  !onftruiren,  t^enn  5 
tl^rer  fünfte  gegeben  finb. 

5fte:^men  \m  nämlid^  gig.  52  an,  bie  5  l^unfte  feien  ABC 
DM  unb  betrachten  nun  bie  ©eraben  AB  unb  CD  al^  K2,  bie 
©eraben  AC  unb  BD  afö  Kj  bie  eine  tt)iK!ürli(^e  iebO($  burc^ 
M  gel^enbe  ©erabe  MBi  al^  bie  eine  ©erabe  i)on  Äi  unb  bie  3te 
%ill!ürli(^  burd^  M  gel^enbe  ©erabe  MB2  al^  bie  eine  ©erabe  i)on 
£,  fo  fann  man  BiC^  unb  A9B2  ate  bie  2  ©erabe  K  annehmen, 
(obtDobl  ie  ein  ^aar  ©egenfeiten  beö  46^^  BiC)  A2B2  ju  4  $unf^ 
ten  ber  gefüllten  Äuroe  fül^ren)  n^oburd^  bann  au(^  ^  unb  Äi 
ijoEenbö  beftimmt  ift,  bereu  3  nod)  übrige  t)on  M  i)erf(^tebene 
6(^nitt:punfte  NPQ  3  neue  fünfte  ber  gefuc^ten  Äurtoe  liefern,*) 


•)    %x^  i^ier  fei  ttjteber  batauf  auftnetiffam  vßemad^t,  ba|  einzelne  ber 
5Pwfte,  tx)obutd^  eine^  ber  fragilen  <St)jieme  6eftitntnt  fein  foH,  unenbüc^ 
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376.  mi  man  btofe  2  ber  3  Äurt)en  KK1K2  ^  25.  KK^ 
in  je  ein  $aar  ©erabe  nUxc\z^m,  unb  auä)  bte  Äuti)en  ÄÄi  burc^ 
ie  2  ^:ßaar  ©egenfetten  be^  K^Kg  unb  KKs  gemeinfamen  4etf§ 
ijertreten  fein,  jo  erl^ält  man  unmittelbar  ben  ®a|  (f.  gtg,  53) 

©c^ncibet  ein  $aar  ©egenjeiten  beig  4@ö^  A2B2C2D2 
eine  Äuri)e  II  K2  in  ben  fünften  ABCD  ein  anbereiS 
^$aar  biejetbe  K2  in  A^,  Bi  C^  D^ ,  jo  f(^neibet  jebeiS  neue 
^aar  ©egenfeiten  ht^  4  (Scf^  ABCD  jebe^  neue  ^^aar 
©egenfeiten  i)on  AiBiCiDi  in  4  fünften,  ba  mit  A2B2 
C2D2  je  in  einer  Äurt)e  II  liegen. 

377.  8ä§t  man  Ki  unb  K2  burd)  Äurt)en  II  bagegen  KÄ2 
unb  Äi  burd^  {e  ein  ^aar  geraber  Sinien  bargefteüt  fein,  fo  erl)ält 
man  ben  @a^: 

©c^netbet  gtg.  54   ein-  ^aar  ©erabe  ab  bie  Ki  in  ben 

^$un!ten:paaren  A2D2  B2C2  unb  entf))re(^enb  bie  K2  in  ben 

fünften  A^  Di  unb  Bi  Ci ,    fo  fi^neibet  jebe^  neue  ^aar 

©egenfeiten  bz^  46^^  A2B2C2D2  jebei^  neue  ^aar  ©egen^ 

feiten  üon  AiBiCiDi   in  4  fünften,  bie  mit  ben  ©(^nitt- 

))unften  K1K2  in  einer  Äuri)e  II  liegen, 

3uf,    2lU(^    l^ier  lägt  fid^   leicht  linear  vok  in  375,    3^f. 

burd)  bie  4  @(^nitt:pun!te  2er  Äurtjen  II  Kj  Kg   eine  Äuri^e  11 

legen,  tx»el(i)c  no^  burc^  einen  5ten  ^unft  a  ge^t: 

Sebenft  man  nämlic^ ,  ba§  a  ein  @(^nitt:punft  einer  ber  bei- 
ben  ©eraben  Äi  unb  einer  ber  beiben  ©eraben  Ä2  fein  muffe,  fo 
l)at  man  nur  (f,  bie  i^orige  ^^igur  54)  burd)  a  2  beliebige 
©erabe  aB  unb  aB^  p  gleiten,  oon  benen  bie  Ifte  bie  Ko 
in  BiDi  bie  2te  bie  Ki  in  B9D2  fc^neibet,  babur*  ift  bie  burc^ 
ab  in  bem  \)origen  ®a|  bargeftellte  Sinie  II  K  i^oHftänbig  fijcirt  unb 
fomit  an^  no(^  Äi  unb  Ä2  unb  alfo  aud)  bie  3  no(^  übrigen 
<Sd^nitt:punfte  t)on  Ä1Ä2,  bie  ju  ber  gefugten  Buxu  gel^ören. 


nai^e  ^ufammentüden  fönnen;  man  erl^ält  baburc^  ^urDcnfpfteme ,  bte  burc^ 
3  ^xinfte  ge()en  unb  in  einem  4ten  eine  gegebene  i^txcii^t  berühren,  ober  bie 
butd^  2  fünfte  ge^en  unb  fid^  unb  eine  ©erabe  in  einem  2ten  ^unft  3pun!= 
tig  o^fuliren  ober  fiij^  in  einem  gegebenen  fünfte  4^un!tig  o^Miren.  ^ie 
obigen  ^ßi^t  liefern  ^iefür  entf:prec§enbe  Söfungen,  bit  bem  Se[er  überlaffen 
bleiben  mögen. 
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5Diefe  te|te  Slufcjabe  öerbtent  befonberiS  8ea(i)tunc5,  ti^enn  bte 
©(^nitt^untte  'oon  Ki  unb  K2  imaginär  [inb. 

©6  mööen  l^ier  noc^  in  ^ürje  bie  ju  ber  legten  ©ruJp^e 
reci))ro!en  Safee  beigefügt  tt^erben. 

®inb  KK1K2  3  beliebige  ^uröen  II  unb  bejeid)nen 
von  mit  R  eine  Äuri?e  II  be^  Sinienj^[temö  Ki  K2*),  mit  Äi  eine 
Äuri^e  II  be^  Äuröenf^ftem^  K.K2  mh  mit  Ä2  dne  £uri)e  II  be§ 
Änri)enj^ftem^  KKi,  fo  ^aben  ^^1^2  «H^  t^^e  Sangenten  (bte 
t^eitoeije  auc^  unenblic^  nal^e  jufammenrütfen  !ßnnen)  entf:prec^enb 
gemein,  ti^enn  biefe^  bei  einer  berfelben  ber  gatt  ift* 

?iJJit  anbern  SBorten  läfet  \iä)  biefer  ©afe  bei  ber  gleichen  2Je^ 
^ei(!^nung!8ti3eife  aud^  [0  au^brüöen: 

SDie  4  gemein|(^aftlid^en  Sangenten  i)on  ÄÄi  liegen  mit  ben 
4  gemeinf($aftli(^en  Sangenten  t)on  KKi  in  einem  unb  bemfelben 
©tra^lenbüfc^el  II, 

3uf.  ©iefer  ®a^  gilt  nad^  8  unb  9  au(^  bann  noc^,  Vüenn 
an  bie  ©teile  einer  ober  ber  anbern  ber  ertt)äl)nten  Äurt)en  II  ein 
©i^ftem  2er  ^un!te  treten  foüte,  bie  in  biefem  ^aUc  aU  ein  ^aar 
©egenetfen  etne^  4®eiti8  erfc^einen. 

§ierau^  ergeben  fid^  txiieber  t)erfd^iebene  einzelne  ©d^e  ober 
3lufgaben : 

378.  6  $un!te  beftimmen  burc^  i^re  3}erbinbung«linien  im 
Slügemeinen  15  ©erabe  p.  ©iefe  15  ©erabe  p  f(i)neiben  fid)  in 
45  neuen  fünften  P  unb  bon  ben  neuen  SSerbinbung^linien  biefer 
45  fünfte  P  liegen  45  mal  je  4  mit  je  4  ber  ©eraben  p  in  fe 
1  neuen  ©tral)lenbüfd)el  II. 

3^f«  3tuf  bem  foeben  betretenen  SBege  laffen  fid)  aucb  lei($t 
bur($  einfache  lineare  Äonftruftton  bie  einzelnen  ©tral^lenelemente 
einer  Äurt)e  II  flnben,  \t)enn  5  il)rer  Sangenten  gegeben  finb. 

©inb  abcdm  bie  5  Sangenten,  fo  betrachte  man  bie  ©^nitt- 
fünfte  ab  unb  cd  aU  K2  bie  ©(^nitt^unfte  ac  unb  bd  atö  Ki 
tüäf)le  auf  m  2  ^^unfte  ab,  oon  benen  man  ben  einen  a  atö  ju 
Äi,  ben  anbern  b  al6  ^n  ^  gehörig  betrai^tet,  jie^t  man  nun 
oon  a  bie  2  Sangenten  bi  ci  an  K2  (t^obei  ebzn  bie  beiben  oon 


*)  b.  t).  beö  .^ur\)enft)ftentö ,   ba^  burc^  bie  gemein[atncn  Xangenten  )ocn 
KaKj  beftimmt  ifi. 
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a  naä)  beit  ©{^nitt^utttten  ab  unb  cd  gel^enben  ©erabett  btefe 
S:angenten  barfteUen)  unb  jtel^t  man  eben  fo  t)on  b  an  Ki  bie 
Betben  Sangenten  b2C2,  (bie  eben  burc^  bie  i)on  b  nac^  ben  ©c^nitt^ 
))unften  ac  unb  bd  öe:^enben  (Seraben  barc^efteUt  ftnb),  fo  fann 
man  bie  K  bargeftellt  benfen  burc^  bie  fünfte  bib2  unb  ciCg,  ba^ 
burc^  ift  aber  bann  au(^  Unmittelbar  Ä  unb  ^i  ijoEftänbig  be^ 
ftimmt  unb  in  ^olße  beffen  au($  bie  3  übrigen  ©eraben  n  p  q, 
rt)elc^e  bem  ©Aftern  Ä^i  ünb  juglei(^  unferer  gefui^ten  fei)e 
angehören. 

^n  ben  entn)tölungen  ber  legten  33ogen  ti^urben  l^au:ptfä(^li(^ 
biejenigen  (Sigenf c^aften  einer  naiveren  S^etrad^tung  unterworfen,  tüel(^e 
einem  Äurt)enf^[tem  ba^  burd)  4  fünfte  ober  reci:pro!  einem  Äur- 
t)ehf^ftem,  ba^a  bur(^  4  S^angenten  beftimmt  ift,  eigentümlich  finb. 
6§  taffen  \iä)  nun  aber  in  ben  ^ti)tx  gel^örigen  gunbamentalfäi^en 
auc^  bie  SSel^au^ptung  mit  in  bie  a5orau!^fe|ung  ^erüberttel^men,  tt)o* 
bei  bann  bur($  eine  3lrt  Umfel^r  eine  2tnja^l  ©äfee  fi($  ergeben, 
bie  jum  5t{)eil  f($on  früher  berül^rt,  l^ier  nod^  einmal  jüfammen^ 
gefteöt  ti:)erben  follen: 

379.  Sitte  Äuroen  II,  bie  burc^  3  fünfte  ABC  gel)en  unb 
eine  beliebige  (Serabe  p  in  jugeorbneten  ^un!ten:paaren  einer 
unb  berfelben  ^noolution  fdjueiben ,  gel)en  no^  burc^  einen 
4ten  ^unft^D,  babei  finbet  man  D  alfo:  fdineibeh  bie  3 
Seiten  abc  be^  J)reied^  ABC  bie  p  in  ben  fünften  abc, 
it)el(%en  in  ber  ertoäl^nten  ^^i^olution  aibiCi  jugeorbnet  finb, 
fo  fc^neiben  fid)  nat^  192  AaiBbiCci  in  einem  $un!te,  ber 
nad)  8  ber  gefud^te  ^un!t  ift. 
3uf.  1,  einen  befonberen  gatt  biefe^  ©a|e^  bilbet  165. 
3uf.  2.  (Sin  anberer  befonberer  gatt  toürbe  lauten:  alle 
einem  ©reietf  ABC  umfc^riebenen§^^erbeln,  bereu  Slf^m^toten 
je  bie  beiben  ©(^enfel  eine^S  gleii^fc^enfligen  S)reied)3  bilben, 
beffen  ©runblinie  eine  fefte  ©erabe  p  ift,  fc^neiben  fid)  in 
1  fünfte  D;  jiel^t  man  babei  oon  einem  ber  3  ©den 
i,  33.  A  eine  ©erabe,  bie  mit  ber  ©egenfeite,  l^ier  BC,  ein 
glei(^f(^en!tige^  ©reied  bilbet,  beffen  ©runblinie  ebenfatt^ 
P  ift/  f^  Ö^^^  ^i^f^  ©erabe  burd^  ben  4ten  ^un!t  D. 

3uf.  3.    §iet)er  geprt  ate  befonbrer  gatt  au(^  nod^  fol^ 
genber  ©a^: 
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2lße  Äuri^en  11/  bte  burc^  3  fünfte  ABC  gelten,  unb 
unter  bereti  paaren  t)on  foniugir.ten  ©urc^meffern  gerabe  1  ftd& 
beftnbet,  befjen  beibe  £)ur(%mefjer  für  alte  :paraEel  finb,  ge^en 
noc^  burd)  einen  t)ierten  feften  ^un!t  D,  ben  man  tei(^t  alfo 
finbet:  Wart  lege  hnxä)  A  2  ®erabe  a^aa  ))araUel  ju  ben 
betben  fragltdE)en  S)ur(^me[fern  unb  eine  ©erabe  a^  :paraUeI 
ju  CB,  bie  ©erabe  a4  t)on  ber ^efc^affent)eit,  ba§  aiei2^BH 
einen  orbentIi(^en  l^armonifc^en  SBurf  bilben,  gel)t  bur(^  D. 
380»  9llle  ^urtjen  II,  meiere  brei  ©erabe  abc  berühren, 
unb  an  n)el(J)e  öcn  einem  fünfte  P  SCqngenten^paare  fi(^^iel§en 
laffen,  bie  Je  ein  ^aar  jugeorbnete  (Strahlen  berfelben  ^m 
Solution  bilben,  ^abm  nod)  eine  4te  Stangente  gemein,  bie 
man  alfo  finbet:  23ejei($net man  bie  3  ©tra^len  öon  F  m^ 
ben  3  ©den  ABC  be^  Sreied^  abc  bur(^  pqr  unb  finb 
biefen  in  ber  fragli(i)en  3^t>otution  bie  ©tral}len  piqiri  ju^ 
georbnet,  fo  fd^neiben  ftc^  ppi  qqi  rri  nai^  192  in  3  ^^unt= 
ten  ber  gefudjten  ©eraben  d. 

auf.  (Sin  befonberer  galt  lautet:  2llte  einem  Sreied  einge- 
f(^riebenen  Äuri^en  II,  bie  bon  einem  fünfte  P  au^  unter  rechtem 
SBinM  erf (feinen,  berül^ren  noct)  eine  fefte  ©erabe. 

381.  Sllte  ^mun,.  bie  burd^  3  ^unlte  gel)en,  unb  für 
n^eld^e  2  ^un!te  PPi  einanber  Jonjugirt  finb,  Robert  nod)  einen 
4ten  ^unlt  D  gemein. 

S)iefer  ©a^  tft,  ftrenge  genommen,  nur  ber  @a|  379  in  an^ 
berergorm,  in  fo  ferne  auf  PPi  biefe  beiben  ^4^un!te  felbft  bie  Orb^ 
nung^elemente  ber  bafelbft  i^orlommenben  \3nt>olution  barfteUen. 

382.  Sllte  ^urüen  II,>)el(^e  3  ©erabe  berül)ren,  unb 
für  ti)el(^e  2  ©erabe  ppi  einanber  foniugirt  finb,  berühren 
nod^  eine  4te  ©erabe  d. 

3uf.    @in  befonberer  galt  bat)on  lautet: 

3llle  Äuröen  II,  bie  bemfelben  3  (Sä  eingef (^rieben  finb, 

unb  bereu  ?iJlittel:punIte  auf  einer  feften  ©eraben  pi  liegen, 

l)aben  no(^  eine  4te  Sangente  gemein. 

§ieran  bürfte  \i6)  füglid^  folgenbe  Setrad^tung  anf(^lie6en: 

383.    8egt  man  huxä^  bie  3  ©den  be^  ^olarbreiecf^  einesS 

ijoUftanb.igen  4  @eit^  irgenb  eine  ^nvu  II  ÄÄi...,^'^  fwb  ie  2 

©egenetfen  be^  4  @eit^  in  SJejug  auf  ÄÄi.».  einanber  loniugirt 
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5Daig|elbe  flnbet  aber  au(^  ©tatt  für  iebe  Äurbe  K1K2..V  in  33ejug 
auf  n?elc^e  irgenb  eineö  ber  4  bur(^  ba§  4  @eit*be[tmimten  S)reieöe 
ein  abfolute^  ^olarbreieä  ift,  3^  ^^^^  Äurioe  bes^  ^urt)enft)ftem^ 
^^i,..  mit  je  einer  beö  ®^ftemi3  KKi,.,  ober  je  2  ÄWi)en  be^ 
S^ftem^  KKi,_  beftimmen  ba^er  buri^  il}re  @d§nitt^unlte  ein 
4ec!  ABCD,  befjen  Oegenjeiten^jadre  na(^  9  bie  3  (Seiten  beiS  oben 
ertoä{)nten  ^olarbreietf ^  in  jugeorbneten  fünften  einer  S^^'^'^wtiö^ 
f(|neiben,  beren  Orbnung^elemente  ba^  ju  ber  fraglichen  ©eite  ge- 
hörige ^aar  ©egenetfen  be^  4@eit^  finb. 

5Jtintmt  man  nun  2  ber  4  ertDä^nten  @(^nttt:pun!te  nämlid^ 
A  unb  B  für  2  ober  mel^rere  ber  erti)äl)nten  Äuröen  al^  ge- 
geben an,  in  ttieli^em  gaüe  ei^  offenbar  nur  eine  ^uri)e  Ä  unb  4 
Äuroen  KK1K2K3  (für  jebe^  ber  4  ©reietfe  be)^  4  Seitei^  eine) 
giebt,  fo  folgt  l)ierau^,  bafe  bie  beiben  no(^  übrigen  ©c^nitt:punfte 
CD  burc^  jene  2  fünfte  A  unb  B  t)ollfommen  beftimmt  finb. 

gig  muffen  nämli(^  fomo^^l  AC  unb  BD  afö  au(^  AD  unb 
BC  [unb  bann  au(^  AB  unb  CD]  burd^  {e  2  ©egen^unlte  beia 
gegebenen  4  @elt^  ^armonifi^  getrennt  fein. 

e^  möge  l^ier  no(^  ein  befonberer  gatt  biefe^  ©afeeö  folgen, 
für  ben  A  unb  B  bie  beiben  9lormal:punIte  barfteüen: 

^\z):)X  man  bieienigen  4  Greife,  für  l^elc^e  bie  4  buri^  eine 

4  ©eit  beftimmten  ©reieöe  abfolute  ^olarbreieöe  barfteüen, 

unb  bie  man  tüol)l aui^  !urj  bie  ^olarf reife  bieferS5rei- 

etf e  nennt  *)  (f.  180),  fo  fd}neiben  fic§  biefelben  in  2  ^ünl== 

ten  berjenigen  ©eraben,  tx)eld)c  bie  3  S)iagonalen  (oergl.  4) 

be^  4  ©eitö  Ijalbirt.    S)ur(^  eben  biefelben  2  fünfte  gel^t 

aber  oax^  ber  Äreijg ,  tt)eld)er  bem  ^olarbreied  bei^felben  4 

©eitiS  umf($rieben  ift. 

3uf.  1.    9^ai  180  finbet  mm  ben  ?[Jlittel:pun!t  iebeiS  ber  4 

Äreife  KKiK2K3  al^  ben  ©c^nitt:pun!t  ber  3  §ö^en  be^  ju  biefem 

greife  atö  abfolute,^  ^olarbreieä  gel^örigen  ©reied^  be^  4  ©eit^, 

unb  ei^  ergiebt  fic^  bal^er  !§ierau^  tx^ieberum  ber  belannte  ©afe: 

bie  4  §ö^en^un!te  ber  4  £)reiede  eineig  4  ©eit^  liegen 
in  einer  ©eraben,  bie  fenfret^t  ftel)t  auf  berienigen  ©eraben, 
toeli^e  bie  3  diagonalen  be^  4©ettö  ^albirt. 
*)    Ueber  bie  geometrifd^e  S3ebeutung  ber  l^iet  ern?a^nteu  geometrif^i^cn 
Oerter  i?ergL  beit  unmittelbar  folgenben  ^a^  402, 
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3uj.  2.  gilt  ^reB  ti?ie  K  ift  Moi3  bann  reeÜ,  n^enn  fein 
?iJtittel^un!t,  b.  1^,  bev  ©(^nitt^unft  ber  §ö^en  auBerl)atb  -ie^ 
©reted^,  ^u  bem  tx  fleprt,  liegt,  tt)ie  au^  180  unmittelbar 
folgt;  barau^  folgt  aber,  n)ie  leii^t  ju  ernennen,  bafe  blofe  ein 
ftutti:pftx)in!li0e^  ©reie(^  abjolute^  ^olarbreieö  einejg  reeKen  Äreije^ 
fein  fann.  3ft  alfo  ivgenb  eineig  ber  4  ©reteäe  be^  4@ett^  f:pife^ 
tDtnflig,  fo  finb  bie  im  @a^  ertoä^nten  ©c^nitt^punfte  ber  Äreife 
fonjungirt  imaginär» 

3n  Sejug  auf  ben  reci))rofen  @a^  möge  e^  genügen,  ben  einen 
befonberen  gad  ^ert)or jul^eben ,  in  n)etd)em  bie  beiben  gemeiufamen 
Slangenten  a  b  buri^  bie  beiben  S^ormalftra'^len  eine^  ^unfte^  F 
bargefteüt  finb, 

384.  ®inb  KKiKsK^  4  (einfach)  fonfoMe  Würben  II, 
für  bereu  jebe  eine^  ber  4  S)reie(f  e  eine^  t^oKftänbigen  4  6c!^ 
abfoluteig  ^olarbreiecf  ift,  fo  ^aben  fte  2  2:angenten  cd  ge^ 
mein,  bereu  ©c&uitt:puu!t  x>m  bem  gemeiufamen  ^renu^uuft 
F  bur($  iebe)^  g^aar  ©egenfetten  be^  4©(J^  l)armouif(^  ge- 
trennt ift.  S)iefelbeu  beiben  S:augeuten  berül^reu  auc^  bie 
bem  ^olarbreiedf  be^  4(Sctj3  eiugefdjriebeue  Äurpe  II,  bie 
ebenfalls  F  jum  Srenu^uuft  !^at. 

3uf.  yi(x&)  255  müffeüfti^  bie  4  ju  F  geljorigen  ©ireltricen 
t)on  KK1K2K3  tu  1  fünfte  f(^ueiben,  uämlic^  in  einem  (Stfe  be^ 
jum  4©eit  ab  cd  gehörigen  ^olarbreied^,  ba§  pgleic^  für  alle  4 
Würben  abfoluteig  ^olarbreiec!  ift.  Setrad)fet  mau  nun  aber  für 
irgeub  eine  biefer  Äuroeu  j.  23.  für  K  biefe  ©ireftri)^,  fo  fittbet 
man  tet(^t  bou  il^r  bie  3  ®(^uitt:puufte  mit  beu  3  ©eiten  be^  ju  K 
gel^örigeu  (abfoluteu  ^olar=)  S)reieä^  baburd),  ba{3  mau  je  oou  bem 
©egene*  Xi<x6)  F  eine  ©erabe  jiel)t,  auf  fie  in  F  einen  gJer:peubiM 
erri(^tet,  ber  bann  bie  fraglid)e  <Seite  in  bem  berlaugteu  fünfte 
f(^ueibet  {xi(xö)  15). 

3lu§  biefer  23etrad^tuug  ergiebt  fii^  nun  f olgeuber  ®afe : 

3ie^t  mau  bou  einem  ©ö  A  eiue^  4(Sd!g  AB  CD  uad) 
einem  5  teu  fünfte  F  eine  ©erabe  unb  errichtet  in  F  ben 
^er))eubifel  auf  berfelbeu,  fo  fi^ueibet  biefe  je  bie  3  4(gd^ 
©eiteu,  bie  uii^t  burd)  A  gel)eu  (alfo  BC  BD  CD)  imStU^ 
gemeinen  in  brei  ^$un!teu;  fold)er  (Sd)nitt:puufte  erhält  m^n 
bemua(^  bei  aSertaufd)uug  bou  A  mit  beu  übrigen  3  ©tfeu 
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12,  unb  biefe  liegen  nun  ju  fe  3  in  4  neuen  ©traben,  bie 

[t4  eknfaU^  in  1  fünfte  M  fi^neiben,  unb  batei  fielet  bie 

©erabe  MF  jen!re(^t  auf  ber  ^m  F  nai^  cd  gel^enben  ©eraben. 

^n  ben  23etrai^tungen  ber  ki^Un  Sogen  t)atten  bie  gigen^ 

fd^aften  ber  Äuri^en  II,  txieli^e  2  ^unft-  (ober  2  ©tral^Ien-)  (Sle^ 

mente,    foi^ie  bie  Äurt)en  II,  txjelc^e  4^unft=  (ober  4  ©tra^Ien^) 

©lemente  gemein  l^akn,  eine  mic^tige  öloHe  gef:pielt,  kjdiaftigen 

'miv  un^  in  ber  nädiften  ©ntmidlung  mit  hen  ©igenfd^aften  ber 

#ur^en  II,  mlä^z  2  ^un!t==  unb  2  ©tral^len^eiemente  AB  unb  ab 

gemein  l)a6en.    (©inb^ieki  AB  ab  reell,  fo  bürfen  felb[toer[täl^b= 

li(^  A  unb  B  buxä)  a  unb  b  nic^t  getrennt  fein,) 

385,    Sllle  ^uroen  II,  mld^t  2  ^un!t:=  Elemente  AB 
unb  ©tra^len-glemente  ab  gemein  J)aben,  fonbern  fi(^  in  2 
@ru)):pen,  infoferne  bie  ^ole  PPi..,  oon  AB  auf  einer 
t)on  2  feften  ©eraben  mn  unb  bie  polaren  ppi ,,,  oon  ab 
bur(%  einen  oon  2  feften  g^unlten  MN  ge^en.*)    ©abei Sil- 
ben für  jebe  biefer  Reiben  ©ru|)))en  bie  ^ole  P.,,  ein  ge- 
rabe^  ©ebilbe  auf  m  ober  n,  ha^  ^xoiett  ift  bem  @tra:^len' 
Büf(%el  M  ober  N,  beffen  ©trai^Ien  bie  polaren  p.,.  finb, 
&  fei  (gig.  55)  K  irgenb  eine  Äuroe  beö  im  ®a|  er^ 
toä;§nten  Äuroenf^ftemö ,  S  ber  @(^nitt:pun!t  ab,  M  ber  ©d^nitt- 
:pun!t  oon  AB  unb  ber  polare  p  oon  S,  Mi  ber  ©d^nitt:punlt  oon 
AB  unb  ber  oon  S  m^  bem  $oIe  P  loon  AB  ge^^enben  ©eraben, 
fo  folgt  an^  6  unb  13,  bafe  M  unb  M^  fomo^  bur(|)  A  unb  B, 
al^  aud&  burc^  a  unb  b  b,  ^.  AiBi  I)armonif(^  getrennt  fein  müf= 
fen,    (Si8  !ann  alfo  ieber  ber  kiben  Orbnungs^^punlte  ber  3n^oIu= 
tipn  Ab  .  AiBi  bie  ©teße  i)on  M  ubernel^men,  fällt  ater  M  in 
ben  einen,  fo  mufe  offenbar  ber  ^Pol  oon  AB  auf  ber  oon  S  mä) 
bem  anbern  geljenben  ©eraben  liegen, 

23etrad^tet  man  nun  alle  bie  Äuroen  ber  ®ru)):pe,  für  tx)eld^e 
bie  polaren  t)on  S  burc^  ben  einen  feften  $unft  M  ge^en  unb  alfo 
bie  ^ole  P  auf  ber  einen  feften  ©eraben  liegen,  fo  ift  bei  ftetig 
^eränberli(^er  Äuroe  unb  alfo  andy  bei  ftetig  i)eranberli(^em  P  unb 
pbO(| immer  m  (P,.,)  tt  a  (a.,,)  ^  M  (Q,,,)**)  n  B  (Q,,,) 

*)    SJergL  l;te^u  ben  <^a|  86  üon  bem  ber  oBtge  ftrenge  genommen  m 

befonberer  gaH  ift. 
^*)    ^a  aMQ  m(^  13  ftet^  in  1  ©eraben  liefen. 
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n  b  (C.O  n  M  (C..,)  Vüoraua  dfo  folöt:    m   (P,.,)  n  M 

3uj.  SRücf t  a  unb  aljo  (x\x6:)  P  na(^  S,  f o  xMi  aucE)  Q  nad) 
S  unb  p  3el)t  aljo  in  MS  über;  rüdt  P  nad^  Mi  fo  ge^t  p  in 
MMi  über  unb  für  bie  ^roielt  ©ebilbe  m  (P...)  n  M.  (p...) 
Hegen  aljo  bie  fünfte  S  unb  M^  in  ben  i^nen  entj:prec^enben 
©tral)len.  Sie  Äuroe  be^  ®i)[tem  jelbjt  gel}t  l^iebei  in  ben  ©renj^ 
faü  ber  beiben  ©eraben  SA  SB  über. 

386.  2lu^  btejem  ®a^  ergiebt  jidE)  nun  für  bie  joeben  in 
a3etrad)tung  gezogenen  ®i)fteme  i)on  .S^uroen  II  eine  ©igenjc^aft, 
xcszl6)z  DoUfommen  ber  in  176  für  4  ))unltige  Äuri)en-®^ftenie 
entoicfelten  entj:prt(^t. 

'©ui^t  man  nämli(^  für  bie  jämmtti(i^en  ^ur^en  ber  einen  ber 
beiben  in  385  bej))ro(^enen  ®ru))))en  t)on  Äuroen  eineiS  ©^ftetn^ 
i>on  Äurt^en  II,  bie  2  ^un!te  unb  2  ®tral)lenelemente  gemein  ^a^^ 
ben,  bie  $ole  G , . .  einer  beliebigen  ©eraben  g,  jo  ift  t^  für  unfern 
3ti3etf  am  bequemften  jie  ju  betra(i)ten  aK  bie  ®(^nitt:punfte  ber 
beiben  polaren  i)on  ben  fünften  b  unb  e,  in  toeli^en  bie  g  1)  bie 
AB  2)  bie  t?erj(^iebenen  polaren  p  i)on  S  ober  ab  jc^neibet  (j. 
gig,  55  unb  56  a.};  bte  Iften  5ßolaren  bilben  einen  ©tral^lenbü- 
jd^el,  bef Jen  ©entrum  Si  bie  Sage  l)at,  bafe  BbASi  einen  orben^ 
liefen  ^armonijd)en  Söurf  bitben,  unb  beffen  einzelne  ©tral^lcn  nad^ 
ben  einzelnen  ^olen  P  oon  AB  ge^en ;  bie  2ten  bilben  einen  ©tral^^^ 
lenbüjc^el,  bejjen  Zentrum  S  ift,  unb  beffen  ©tral)len  nai^  ben  ein= 
jelnen  fünften  ei . . .  ber  ©traljlen  p  beiS  (Stral)lenbüf(^eli§  M  gelten, 
bie  t)on  ben  einzelnen  @c^nitt^un!ten  e  buri^  a  unb  b  ^armonifi^ 
getrennt  finb,  unb  bie  bal^er  nad)  236  auf  einer  bur(^  S  unb  M 
ge^enben  Äurtje  II  liegen.  S)al)er  ift  SG  (b.  l).  SeO  tt  M  (p...) 
(b.  \  Mei^.O-  ®a  nun  aber  nac^  385  M  (p.^O  ^  i»  (P^^O 
fo  ift  auc^  Si  (P...)  b.  ^.  Si  (G...)  n  S  (G...)*  ®e^t  g 
burd)  M  ober  S,  fo  tDerben  bie  ertoäl)nten  ^projelt.  (Stral)lenbüf(^el 
S  (G...)  unb  Si  (G...)  :perf:p.,  im  Iften  gaEe  liegen  babei  bie 
$ole  G  auf  m,  im  2ten  auf  ber  ©eraben  gi ,  ti)elc^e  t)on  g  burd^ 
a  unb  b  l)armonifd)  getrennt  ift.  Sritt  leiner  biefer  beiben  gaffe 
ein,  jo  entj:pri(^t  bcm  gemein jamen  ©traljle  SiS  afö  ©lement  be^ 
33üjc^el!3  Si  ber  ©tra'^l  m  t)on  S,  \m  man  jic^  nad)  385  3u^ 
überzeugt,  toenn  man  P  na(^  S  rücfen  läßt,  in  tDelc^em  gaffe  p 

^faff,  neuere  ©eomcttie  II.  12 
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xtaä^  MS  uttb  alfo  e^  in  ben  ©(^tiitt:punft  gm  ju  liefen  fommt.  ©a- 
gec^en  entf:pri(^t  in  biefem  %aU  bem  gemeinfamen  ©tral^le  SSi  aU 
eiement  be^  a3üf($el^  S  ber  ©tral^l  SiA  i)on  Si ,  tüte  man  auö 
385  ^nl  erfiel)t,  t^enn  man  P  naä^  M^  gerüiit  benit,  injofevne 
in  biefem  galle  ei  mit  Si  jnfammen  fäUt. 

§ierau^  ergiebt  ft(^  nun  unter  Beibehaltung  ber  l^ier  gebraud)- 
Un  23ejei(^nung^it)eife  folgenber  ®a^: 

.  Sie  ^ole  einer  ©eraben  g  (bte  tt)eber  burd)  S  no(^  burd) 
M  ober  N  gel^t)  in  33ejug  auf  aEe  Äuröen  II,  weld^e  2 
$un!t^  unb  2  ©tral^Ien-eiemente  AB  unb  ab  gemein  ^akn, 
liegen  auf  2  Kuri)en  II,  bie  beibe  bie  ©erabe  AB  in  bem 
fünfte. Si  berühren,  tt)ä^renb  bie  eine  im  fünfte  S  bieSm 
bie  anbere  bie  Sn  berührt 

S3el)alten  \oxv  für  ben  reci))rofen  ©a^  eine  al)nlid)e  Se^eictj^^ 
nung^tüeif e  bei,  tüie  fie  gng  56  b  erlennen  lä^t,  fo  lautet  berfelbe : 
387.  S)ie  q:5olaren  eine^  qjunfte^  G  in  23ejug  auf  alle 
Äuri^en  II,  bie  2  ©tral^len=  unb  2  ^unft-fölemente  ab  unb 
AB  gemein  l^aben,  gelten  entti^eber  burd)  einen  ber  3  fünfte 
MNGi  ti^enn  entf:pre(^enb  G  auf  m  n  s  (b.  'i).  AB)  liegt 
ober  fte  umpöen  eine  Don  2  Äuri^en  II,  bie  beibe  im  fünfte 
S  bie  ©erabe  si  berül^ren,  tx)äl;renb  bie  s  bie  eine  im  ®d)uitt== 
:pun!te  sm,  bie  anbere  im  ©($nitt))un!te  sn  berührt 
gür  bie  in  ben  legten  ?lrn,  bef))ro($enen  ©äfee  ergeben  fic^ 
bei  befonberer  SBal^l  Don  AB  ober  ab  ober  g  unb  G  Derfd^iebene 
®ä|e  aU  befonbere  gälte  toie'  folgt: 

388*  S)ic  9Mtel^un!te  aller  Greife,  bie  2  fefte  ©erabe 
berül)ren,  liegen  auf  einer  Don  ben  beiben  ©eraben,  bie  bie 
SBinfel  l)atbiren,  toeli^e  bie  beiben  Sangenten  mit  einanber 
bilben,  nnh  bie  Serü^rungi^fel^nen  gelten  bur(^^  einen  ber  bei- 
ben  auf  biefen  beiben  ©eraben  im  Unenbli^^en  liegenben  fünfte, 
389.  Sllle  !onfofalen  ^urDen  II,  beren  a3renn^)un!t  S 
unb  bie  hnxä)  2  fefte  fünfte  AB  gelten,  f (Reiben  fi(^  in 
2  ©ru:p:pen,  inbem  nämlid)  bie  ©ireftricen  aller  ÄurDen  ber 
einen  ©ru:p^e  fti^  in  1  feften  fünfte  M  Don  AB  fd)nei== 
ben,  tDäl)renb  ju  gleicher  ^^it  bie  ipole  Don  AB  auf  einem 
©tral^te  m  Don  S  liegen;  finb  N  unb  n  bie  ben  M  unb  m 
entfpred^enben  ©lemente  für  bie  anbere  ©rnj^^e,  fo  liegt  M 


Hosted  by 


Google 


—    179    — 

auf  n  unb  N  auf  m  uub  M  uub  N  finb  burd)  AB  ]^ar= 
tnottifc^  getreuut  unb  MSN  t[t  ein  rechter  Söinlel 
390,    Unter  ber  SSoraui^fefeung  unb  6ei  ber  33e5ei(|nung  toon 
386  erl^äÜ  man  ferner 

©ie  S[Jitttel:punfte  aüer  biefer  Äuri^en  liegen  auf  einer  üon 
2  neuen  Äuri^en  II,  bie  beibe  bie  Aß  in  ber  aJiitte  i)on 
Aß  krül^ren,  unb  Don  benen  bie  eine  bie  SM  bie  anbere  bie 
SN  im  fünfte  S  berül^ren. 

391.  ®ie  3Jlittet^un!te  aüer  ^^^erbeln,  bereu  Slfi^m^to^ 
ten  !paraM,  unb  bie  2  gegebene  ©erabe  ab  berühren,  liegen 
auf  2  ©tral^len  be^a  ^unfteiS  ab  ober  S,  bie  bur(%  ab  fo- 
ti3ie  hnxä)  bie  9lic^tungen  ber  2lf^m:ptoten  ]§armonif(^  ge== 
trennt  finb. 

392.  3iel)t  man  an  alle  Greife,  bie  2  ©erabe  ab  berü^= 
reU;  tion  einem  fünfte  G  auj^  2;augenten:paare;  fo  umptten 
bie  23erül^rungi3ci^orben  eine  t)on  2  g^arabeln,  bie  beibe  im 
fünfte  ab  ober  S  bie  ©erabe  berü:^ren,  tt)el($ei)on  G  burd^ 
a  unb  b  l)armonif(^  getrennt  i[t,  ti)äl}renb  bie  8ti(^tungen 
il^rer  beiben  3lyen  buri^  bie  beiben  ©eraben  beftimmt  finb, 
Ä)el(^e  bie  2öin!el  a  b  l^albiren. 

393.    23etrac&tet  man  bieienigen  Äurijen  II,  UJeld^e  3  ©erabe 

abc  berühren,  unb  bie  jugleici)  burd^  2  fünfte  Aß  gelten,  fo  fann 

man  l^ter  ben  ©a^  385  3  ?Kal  antüenben,  unb  erl^ält  aß  geometrifd^en 

Ort  für  bie  ^ole  'oon  AB  ba^  Ifte  SJial  2  ©erabe  mn,  bie  irnvä) 

ab  unb  AB  ^armonif(^  getrennt  finb;  ba^  2te  2Jtal  2  ©erabe 

miELi,  bie  bur(%  bc  unb  AB  :^armonif(%  getrennt  finb,  unb  ba^  3te 

Mal  2  ©erabe  1112112,  bie  burc^  bc  unb  AB  ^armonifd)  getrennt 

finb.  2lu§  76  folgt  nun  aber,  ba§  bie  6  ©tral^len  m  mi  m2  n  n^  n^ 

bie  6  (Seiten  eineö  i)oß[tänbigen  iM^  213362)  bilben,  beffen  $ot 

breieiJ  abc  ift,   unb  z^  ftellt  bal^er  ieber  ber  4  6tf:punfte  bie- 

feö.   4(Sä6   ben   ^ol  i)on   AB   l^infid^tlid^  einer  Surbe  II  bar, 

toel(^e  bie  (Slemente  abcAB  l)at    SRan  l^at  bemna(%  folgenben  ©afe : 

&  giebt  4  Äurben  II,  tt)el($e  bie  3  ©tra:^len=6lemente 

abc  unb  bie  2  ^unltelemente  AB  gemein  l^aben,  unb  bie  4 

^ole  i)on  AB,  in  23ejug  auf  biefe  4  Äuri^en  bilben  bie 

©(Jen  eineia  4@cf^,  beffen  ^^olbreiecJ  abc  ift,  unb  beffen 

©egenfeiten^^aare  auf  AB  naä)  8  eine  3^bolution  beftimmen 

12* 
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bereu  Orbnungi^elemeitte  A  unb  B  ftnb ,  f oba§  A  unb  B  in 
33e^ug  auf  jebe  hmä)  312362)  i3el}enbe  Äuri)e  II  eiuauber 
foniugtrt  ftnb. 

394.  3iet)t  mau  in  393  uii^t  bie  $ole  oou  AB,  fonbevu 
t)telme(}r  bie  polaren  i)on  ab,  ac  unb  bc  in  Setra^^t,  fo  erf)ält  man 
na(^  385  3  ^aare  t)on  ^$uu!ten  auf  AB,  bie  aKe  3  burc^  A  unb 
B  ]^armonif(^  getrennt  ftnb,  ir)ä()renb  außerbem  ba§  Ifte  ^aar  MN 
inxä)  ab/ba^  2te  ^aar  M^Ni  burc^  ac  unb  ba^  3te  ^aar  M2N2 
burd^  bc  ^armonifd^  getrennt  ift;  baki  liegen,  faC^  bie  Stufgak 
reelle  So  jungen  juläBt,  3  ber  6  fünfte,  bie  xoix  bur(^  MM1M2 
kjeid)nen  tx^ollen,  auf  ber  unenblid)en  ©trecfe  AB,  bie  3  übrigen 
NN1N2  auf  ber  enbli^en  ©tretfe  AB.  Unterfud^en  t^ir  nun  im 
3ufammen^ang  mit  393,  mlä)e  biefer  6  fünfte  ju  ben  einzelnen 
ber  oben  erti^äl)nten  möglichen  4  ^uri^en  gel)ören:  ©oll  bie  Sluf^ 
gäbe  mßglid)  fein,  fo  muffen  bie  beiben  fünfte  AB  in  23ejug  auf 
ie  2  ©eiten  beg  ©reiecfig  abc  innerhalb  eine^  imb  bejgfelben  ber 
burc^  fie  gebifbeten  SStnM  liegen  b,  b-  ^^^  ^^^  SSejeii^nung  i)on 
I.  S:{)L  173,  biefe  beiben  fünfte  muffen  in  einem  unb  bemfelben  ber 
4  ©reietfe  liegen,  in  tx>el(^e  bie  (SUm  burd)  bie  brei  ©eraben  abc 
getl)eilt  U)irb,  unb  toir  unterjd)eiben  nun  2  gälle:  namli(^  '  1)  A 
unb  B  liegen  in  bem  enbli(^en  ©reietf  abc  (Sreiecf  Ifter  Slrt)  ober 
in  einem  unb  bemfelben  ber  beiben  burd)  bie  unenblid)  ferne  ®e^ 
rabe  gefc^iebenen  S:^eite  eine^  ber  übrigen  Sreied'e  (S)reiecf  2ter 
2lrt,  unb  2)  A  unb  ß  liegen  in  ben  beiben  bur(^  bie  unenblid) 
ferne  ©erabe  getrennten  Steile  eine^  ber  le^tern  ©reiede,  b.  1^,: 
1)  bie  ©erabe  AB  n)irb  'oon  allen  3  ©eiten  abc  in  ^^unften  i^rer 
unenbli(%en  ©trede  AB  ober  2)  oon  allen  3en  in  fünften  il^rer 
enbli(^en  ©trede  Aß  gefdjnitten.  Sebenft  man  nun,  baß  bie  3 
Serül^rung^cl^orben  in  alten  gälten  ein  Sreied  bilben  muffen,  ba$ 
bem  ©reied  abc  eingef (^rieben  ift  unb  beffen  ©eiten  burd^  3  ber 
ertt)äl)nten  6  ^^unfte  MMi»..  gel)en  mufe,  fo  Um  man  fid)  !urj 
alfo  au^brüden:  ^m  Iften  ber  tbm  l)eroorge:§obenen  beiben  gälte 
gel)ört  ju  bem  oon  't^m  33erül)rung^cl}orben  gebilbeten  ©reied  ent== 
f:pre(^enb  für  bie  4  möglichen  Äuroen  gerabe  folgenbe  äufammen- 
ftellung  ber  ©(^nitt:pun!te  MM^ ...  (f.  ^t^n  gig.  57  a  unb  b.) 
für  1)  MM1M2  für  2)  MNN2  für  3)  NM^N^  für  4)  NNtM^ 
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im  2ten  gaUe  bageßen  öepren  ju  bemfelben  ©reieiS  für  bte  4  i^er^ 
f(^tebenen  ^uri)en  gerabe  entf:pred)enb  folgenbe  Sujammenfteüungen : 
für  1)  NN1N2  2)  NMiM2  3)  MN^M^  4)  MM^No*). 

3tn  Iften  galle  i[t  bte  enblid)e  ©trecfe  AB  mner^alb  ber 
fraglichen  Äurt^en  K  unb  e^  fönnen  nun  bte  3  ffierül^rung^^unöe 
a)  auf  einer  unb  berfelben  Seite  i)on  AB  liegen  ober  b)  1  ber- 
fetten  a  ift  i)on  ben  kiben  anbern  t)  unb  c  burc^  AB  getrennt; 
im  galle  a)  fi^neiben  alle  3  Serü^rung^cljorben  bie  AB  aufeer^alb 
ber  ^ux\)c  K,  b.  ^.  auf  i^rer  unenbti(^en  ©trecfe,  im  gaüe  b) 
finbet  biefei8  bloß  bei  ber  einen  23erüt)rungi§cl)orbe  bc  ©tatt 

3m  2ten  gaUe  ift  ba^  SSerMltni^B  gerabe  umgefel)rt,  S)ie  enb:^ 
lid&e  ©trecEe  AB  liegt  au6erl)alb  ber  fraglichen  Äitri)e,  unb  mm 
unter  ben  ®erül)rung^^unften  feiner  bur(^  AB  t)on  ben  anbern  ge- 
trennt  ift,  fo  fd)neiben  aHe  23erül)rung^cl)orben  bie  AB  aufeerljalb 
K,  b,  ^,  auf  il)rer  enblii^en  Streife,  ift  aber  ber  a3erül)rung^^unft 
a  X}On  b  u.  c  burd)  AB  getrennt ,  fo  finbet  biefe^  bloß  für  bc  ©tatt 

^iemit  ift  bett>iefen,  baß  bie  ^i^f^w^tenfteCung  ber  3  fünfte 
oon  AB,  hmi)  bie  bie  3  Serül)rung!8cl)orben  gelten,  in  ben  beiben 
§au:ptfäKen  fo  fein  fönnte,  n^ie  fie  angegeben,  ni(^t  aber,  baß  fie 
für  bte  4  Äuroen  II,  bie  e^  mä)  393  giebt,  au(^  tx>irfli(^  fo  fein 
muffe;  biefe^  folgt  aber  nun  noi^  au^  folgenben  Betrachtungen: 

1)  ($^  fann  unter  ben  fraglicben  Äuroen  II  !etne  2  oer* 
f(^iebene  geben,  für  toelc^e  bie  3  SSerül^rung^c^orben  burc^ 
biefelben  3  ^unlte  oon  AB  gelten* 

©uc^t  man  nämlii^  nai^  106  ein  bem  S)reie(f  abc  einge^ 
fc^riebene^  2)reiede,  beffen  ©eiten  burd)  3  ber  6  fünfte  MMi.,. 
gel)en,  fo  toirb  für  itnfern  gall,  in  toel(^en  bie  3  ^roj;e!tionj8^unÖe 
in  1  ©eraben  liegen,  bie  eine  ber  beiben  im  2lEgemeinen  fi(^  erge^: 
benben  Söfungen  ftet^^  ittuforifc^,  infoferne  ba^ .  eingefc^riebene  5)ret=^ 
e(f  in  bie  3  ©i^nitt:pun!te  'oon  AB  mit  abc  übergebt. 

2)  ©(^on  toenn  nur  2  ber  6  g5un!te  MM^ ...  j,  33,  MMi 
für  ein  fold)e§  ®erüt)rung)6breiecf  beftimmt  finb,  giebt  e^nur 
eine  ^uroe,  bie  ben  Säebingungen  ber  Slufgabe  entf:pri($t 

*)  ^on  ber  D^lic^ttgfeit  biefer  ^e^auptunöen  überzeugt  man  fi<^  atfo : 
ba  in  jeber  3tifammenfteEung  3  er  ber  6  ^imfte  M  M^ . . .  bie  ^n- 
bice^  012  an  M  ober  N  j^orfommen  muffen,  fo  (eud)tet  ein,  bag  bie 
oben  angefül)rten  8  gäEe  alle  50^öcjli(^feiten  ber  äufammenfteEungen 
erf(^ö:pfen. 
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Wan  !ann  näintii^  in  btefem  gatte  jtt^ar  immer  2  S)reie(fe 
finbeti;  tx>el(^e  bem  abc  eittgef(^riel6eit  finb  unb  beren  3  ©eiten  burc^ 
3  ber  6  ^rojeftionigipunlte  M  nnb  N . . .  flehen,  ttamlid^  ein  ©reieö 
für  bie  fünfte  MMiMo  nnb  etneig  für  MM1N2,  allein  bie  i^orige 
©ntoicflnng  l^at  gezeigt,  ba§  bon  btefen  beiben  ^wfammenfteßnngen 
t)on  ^rojefticn^centren  bie  eine  nnr  für  ben  einen,  bie  anbre  nnr 
für  ben  anbern  ber  ofcen  einanber  gegenüber  gefteEten  2  §an:pt^ 
fatte  ^a^t 

©omit  ift  be triefen,  baf;  in  iebem  ber  kiben  ^auJptfälle  ^n 
ieber  ber  mßgli(ä)en  4  ^nrben  II,  bie  ber  2lnfgabe  genügen,  gerabe 
eine  S^fammenfteÜnng  ber  6  fragti(^en  ©(^nitt:pnn!te  MMi . . ,  gel)ört. 
3nf.  23etra($tet  man  bas^  oben  für  bie  möglidien  Serbinb^ 
nngen  ber  ®d^nitt:pnnfte  MMi.,,  anfgefteHte  ©($ema,  fo  ergieW 
fi(%  ^ieranig  ali^Balb,  bafe  in  fceiben  gäGen  jebe  ber  4  Änri^en  mit 
ieber  ber  3  anbern  gerabe  einen  ber  6  ®($nitt^un!te  MMi..»  anf 
AB  gemein  ^at;  allein  mit  ber  einen  l^at  fie  einen  5pnnft  gemein, 
bnrd^  ben  bie  polare  i)on  ab,  mit  ber  anbern  einen,  bnrc^  ben  bie 
^IJoIare  lom  ac  unb  mit  ber  3ten  einen,  burc^  ben  bie  polare  i)on 
bc  gel§t  Sing  255  (mit  §ig.  35)  folgt  aber  nun,  bafe  fteti8  burd^ 
ben  fraglii^en  ^unft  ber  ©eite  AB,  (f.  gig.  58)  in  bem  bie  ^polaren 
eineg  ©cfg  be^  umf^riebenen  ©reietf^*)  fid^  fc^neiben,  bie  ju  AB 
gehörige  (Segenfeite  ber  beiben  Äurt)en  gemeinfam  eingefc^riebenen 
4@cf)8  gel^t,  unb  ba§  biefer  ©($nitt:pun!t  bai8  eine  ©tf  beig  ju  bie:^ 
fem  4@df  geprigen  ^olbreietfö  ift.  ©etrad^tet  man  nun  aber  2 
beliebige  ber  4  Äuroen,  fo  leui^tet  ein,  ba§  man  ju  benfelben 
©d^lüffen  gekommen  toäre,  menn  man  i)pn  einer, anbern  gemeinfamen 
ßprbe  berfelben  ausgegangen  ti^äre,  fo  ba^  man  nun  folgenben 
©afe  afö  »iefultat  erhalt: 

©inb  2  Äuri)en  II  einem  SDreiedf  eingef daneben,  fo  fd^nei^ 

ben  fi(^  bie  6  Serül^rungScl^orben  berfelben  ju  je  2  in  t^cn 

3  ©den  beig  ju  i|rem  gemeinfam  eingefd)riebenen  4  ©d  ge^ 

prigen  $olbreieä  (f.  gig.  58), 

©ie  recüprole  ©nttoidlung  ergiebt  folgenbe  SRefultate: 

395.  m  giebt  gerabe  4  Äuri)'en  II,  toeld^e  burd^  3  qSunfte  ABC 

gelten  unb  2  ©erabe  berül^ren.  (©abei  ift  für  reelle  (Slemente 

i)orau^  gefefet ,  bag  ab  bur($  feine  2  ber  3  fünfte  getrennt  finb.) 

gür  biefe  i  Äuri^en  bilben  bie  4  polaren  i^on  ab  bie  4 
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Seiten  etne^  4  ©eitö,  für  tt)el($ei5  ABC  ^olarbreiecf  tft,  unb 
befjen  @egen:pun!ten:paare  mit  ab  i^erbimben  nac^  8  eine 
3nt)cIution  liefern,  für  bie  ab  bie  Orbnung^elentente  finb, 
S)ie  ^ole  i)on  AB  AC  BC  lieäen  entj))re(^enb  auf  einem 
ber  3  $aare  bon  ©trauten  beiS  ©üji^el^  ab  mn  miiii  1112112 
n)oM  aa.bb.mn.mi  111.1112112  eine  3^t>olution,  unb  Whti 
ti^ir  be^  gotgenben  n^ec^en  anne:^men  n^oUen,  bafe  mmiiiig 
in  bem  einen,  alfo  11111112  in  bem  anbern  ber  beiben  2öim 
fei  ab  liegen, 

gür  je  eine  ber  4  möglichen  Äurt>en  bilben  alfo  bie  3  San^^ 
genten  in  ABC  ein  ©reietf,  ba^  bem  ABC  umf(^rieben  unb 
3  ber  6  @trat)ten  mnii.,»  eingefi^rieben  ift. 

§infi(J)tli(f)  ber  ^ai)l  ober  ber  ^ufammenfteEung  biefer  3 
@tral)len  i)on  ab,  auftoelc^eriebe^mal  bie  3  Slangenten  AA 
BB  CC  fi(^  fi^neiben,  ift  nun  folgenbe^  ju  beai^ten :  enttoe^ 
ber  1)  ABC  liegen  in  einem  ober  2)  in  bem  anbern  ber  Beiben 
burc^  ab  gebilbeten  3^ebentoinfel    ^m  Iften  galt  geljören 
p  ben  4  möglid^en  Äuroen  gerabe  entf:pre(I)enb  folgenbe  3u- 
fammenfteUungen  ber  ©trat)len  mmi.,, 
für  1)  mmim2  für  2)  mniii2  für  3)  111111112  für  43nnim2 
^m  2ten  gaUe  gel)ören  ju  ben  4  möglii^en  ÄurDen  II 
gerabe  entf^re(^enb  folgenbe  3wfammenftel[ungen 
für  1)  niiin2  für  2)  iiniim2  für  3)  mnim2  für  4)  inmiii2 
®inb  2  Äuroen  n  bemfelkn  ©reiecf  umfd)riekn,  fo  fd^nei* 
ben  \xä)  bie  6  S^angenten  in  ben  3  (Sö^unften  ju  je  2  auf 
ben  3  Seiten  bej^  gJolarbreietfg,  ba^  ju  bem  beiben  Äuri^en 
II  gemeinfam  umf(^riebenen  4  (Seit  gel)ort 
396,    Wit  SSenufeung  ber  O^efultate  ber  legten  beiben  Stum- 
mem läßt  fid)  nun  auf  ein  Softem  t)on  Äuri)en,  bie  2  ^un!t= 
unb  2  @tral)tenelemente  gemein  "^aben,  nod)  eine  SSetrac^tung  an^- 
ti^enben,  bie  nod)  eine  anbere  @igentl)ümli(^!eit  berfelben  erfennen  lä^t. 
aSefanntlid)  laffen  fi(%  nämlid^  je  2  Antigen  II,  mlii)e  in 
benjelben  aSinfel  2er  ©eraben  ab  eingefd)rieben  finb,  in  ®egug  auf 
bie  ©^i^e  ab  biefeig  Sßinlel^  al^  :perf:pelt,  ))roie!t,  auf  einanber  hz^ 
^iel)en  unb  jt^ar  auf  bo:p^elte  SBeife,  b.  l),  für  2  il)rer  gemeinfamen 
6l)orben  al^  :perf^eft  2l):e,  nämlid)  für  biejenigen,  mtä^  beibe  burc^ 
ben  ©(^nitt^^unft  ber  beiben  polaren  oon  ab  ge^^en,  unb  e^  l^anbelt 
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fi^  bal)er  nur  nod)  barunt;  ju  entfc^eiben,  für  tx^elc^e  berienigen 
Äuri)en,  t^elc^e  2  S:angenten  ab  unb  2  fünfte  AB  gemein  l^aben, 
gerabe  bie  ©^Di^e  ab  (Sentrum  unb  juglet(^  AB  2t):e  ber  ))erf:pett. 
iBejte^ung  barjufteüen  geeignet  [inb,  ©etrai^tet  tnan  aber  pr 
Seantoortung  bief ergrage  bte'(Sntoi(f lung  i)on  394 u. 395  u.befonberö 
394  3uf*,  fo  ergiebt  fic^,  ba§  i)on  ben  4  Äuri^en,  ti^el($e  außer  ben  frag^^ 
U(^en  Elementen  ab  AB  Je  noä)  eine  3te  2:angente  c  gemein  f)a- 
ben,  immer  je  2  unb  2  für  ab  al^  (Sentrum  unb  AB  aU  St^e 
^erf^ett.  feinfönnen,  benn  für  ben  Iften  gaU  in  .'94  j,  35.  f(^nei^ 
ben  ft(^  AB  unb  CD,  fon^ie  bie  polaren  i)on  ba  für  1)  unb  2)  im 
fünfte  M,  bagegen  für  3)  unb  4)  im  fünfte  N,  t^ä^renb  im  2ten 
gaUe  gerabe  nur  M  unb  N  ii)re  Stoße  öertauf($en. 
§ierau^  erl)ält  man  alfo  ben  ®a^  (f,  gig*  59): 

3ie^t  man  bur($  ben  ©c^nitt^unft  2  er  gemeinjc^aftlid)er 

Sangenten  ab  aller  Äurt)en  II,  bie  au^erbem  no(^  2  ^un!t^ 

elemente  AB  gemein  l^aben,  eine  ©erabe  p,  wlä^e  bie  Äur= 

^m  in  ie  2  fünften  f(^neibet,  fo  t:^eilen  ]xä)  bie  j^uroen 

biefe^  S^ftemi^  in  2  ®ru)):pen,  inbem  bie  Sangenten  in  ben 

@(^nitt:pun!ten  x>on  p  unb   ben  Äuri^en  je  einer  @ru:p))e 

2  ©trauten  ^23üfd^el  I  bilben,  bereu  (Sentra  P  unb  Pi  auf 

AB  liegen. 

3uf.    e^  folgt  au^  ber  3^atur  ber  ^erf^eü.  23ejiel)ung  ber 

Äuroen  (t)ergl  :^iep  bie  gig.  59),  ba^  i)on  einer  unb  berfelben 

Äuri)e  ber  fragli($en  ®ru)):pe  bie  eine  Sangente  jum  einen  ber  bei^ 

ben  ©tra^lenbüf(^el  P,  bie  anbere  jum  anbern  ©tra:^Ienbüf{$el  Pi 

geprt,    S)a  aber  offenbar  je  2  fol($e  Sangenten  einer  Äurt)e  fid) 

auf  ber  feften  ©eraben  pi  fi^neiben,  toeld^e  t)on  p  bur^  a  unb  b 

l)armonif(^  getrennt  ift,  fo  ift  erft(^tlid),  ba§  bie  beiben  Süfö^ei  P 

unb  Pi,  tDenn  ie  ein  $aar  ©tral^Ien,  bie  Sangenten  einer  unb  ber=^ 

felben  Äurije  ber  einen  ®ru:ppe  barfteHen,  entfpre^^enb  genannt  toer== 

ben,  ))erf))eft.  ))ro{eIt.  finb.    2)iefe^  Otefultat  täfet  fid)  aber  in  folgenben 

©a^  pfammen  f äffen: 

2lIIe  Äuröen  ie  einer  .ber  beiben  ent)äl)nten  ©ru:p:pen  oon 
Äurt)en,  f(^neiben  irgenb  eine  burc^  ab  gel^enbe  ©erabe  p 
in  entfpred)enben  fünften  2  er  :proie!t.  geraber  ©ebilbe,  für 
meiere  in  ab  felbft  unb  in  AB  entf))re($enbe  fünfte  i)er= 
einigt  finb. 
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©a  nun  aber  ferner  je  ein  ^aar  S:angenten  einer  Äuri)e  ber 
fraflüdjen  @xnt)^z  bie   Oerabe  pi   in  bemfelben  ^unlte  fd)neibet, 
bur(^  tt)el(^en  auä^  für  biefe  Äur^e  bie  ^polare  'oon  ab  gel)t  unb 
ba  alle  biefe  polaren  einen  ©tra^lenbüfd^el  bilben  (für  bie  eine 
@ru:p:pe  ben  ©tral^lenbüfd^el  M,  für  bie  anbere  ben  ©tra^tenbüfd)ei: 
N),  fc  folgt,,  ba^,  tt)enn  man  2  fol(^^e  ©erabe  tx)ie  p,  ndmli(^  p 
unb  q,  in  23etrac^t  jtel}t,   aliSbann  biefelben  uon  ieber  Äurt)e  in 
entf:pre(^enben  fünften  ^roieö.,  unb  ba  in  ab  unb  AB  entf:pre^ 
(^enbe  ^unöe  t>ereiniflt  finb,  ))erf:pett,  geraber  ©ebilbe  gef (Quitten 
tx^erben,  unb  jtDar  fann  man  babei  febem  @(^nitt:pun!t  ber  einen, 
einen  beliebigen  ©(^nitt:pun!t  ber  anbern  entf:pre($en  laffen,  fo  bafe 
man  4erlei  :perf:pe!t  geraber  ©ebilbe  in  p  unb  q  erl}ält,  für  tDeld)e 
bie  @entra  ber  ^)erf))eft  SSejieljung  iebod)  fteW  auf  AB  liegen, 
©iefe^  öiefultat  Idfet  fid^  in  folgenbem  ©a^e  au^f:prec^en: 
©(^neibet  man.  2  ©erabe  pq  hnxd)  irgenb  1  Äurt^e  einer 
unb  berfelben  ber  beiben  obenerti^äljuten  ©ru:p:pen,  fo  gel)en 
bie  4  i^on  pq  oerf(^iebenen  Seiten   beiS   babur(^  beftimmten 
4600  ber  J^uroe  burc^  4  fefte  fünfte  oon  AB, 
S)ie  reci:proIen  ©ä^e  lauten: 

397.  SBä^lt  man  auf  ber  gemeinfamen  ®e!ante  AB  eine^ 
©^[tems^  oon  Äuroen  II,  mlä)^  aufjerbem  nod)  2  S^angen^^ 
ten  ab  gemein  l^aben,  einen  beliebigen  ^nritt  P  unb  5iel)t 
Don  iljm  au^  Jiangentenpaare  an  biefelben,  fo  fc£)eiben  \iä^ 
biefe  Äuroen  in  2  @rup))en,  inbem  bie  23erüt)rung^^un!te 
auf  ben  S^angenten  jeber  ©ru:p:pe  auf  2  ©eraben  liegen,  bie 
bur(^  ab  gel)en. 

§iebei  ftellen  ferner  Je  2  Sangenten  einer  ,Kuroe  einer 
©ru:p^e  entf^^re(^enbe  ©trauten  2er  ^projell  ©tral)lenbüfc^el 
be!3  Sräger^  P  bar,  für  bie  ab  unb  AB  auf  ben  2  ent= 
f^red)enb  gemeinfamen  ©tral)len  liegen. 

J3etrad)tet  man  enblic^  2  fünfte  P  unb  Q  oon  AB  unb 
jiel)t  bie  2  ^^aar  Sangenten  an  eine  beliebige  Äuroe  ber 
einen  ®ru:p:pe,  fo  liegen  bie  4  oon  PQ  oerfd)iebenen  ©den 
be^  alfo  ert)altenen  4©eit^  auf  4  feften  ©tra^^len  beg 
^unfte^  ab. 
&  möge  ^ier  nod^  ein  befonberer  gall  oon  393  unb  394 
^^la^  finben. 
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398.  §albirt  man  bte  3  SBin!eI:paare  etne^  ©reietfiS 
ABC,  jo  bilbett  bie  6  ©eraben  bte  6  ©etten  exiu^  4ecfi8, 
beffeit  @tfen  bie  3Jtittel))unfte  ber  4  Greife  barftellen,  bie 
bem  ©reiec!  einöefc^rieben  U)erben  lönnen. 

23etra(f)tet  man  2  ber  4  Äretfe,  fo  jc^netben  ft(^  i)on  ben 

3  paaren  23erül)rung^c^orben,  i)on  benen  jebe^  bie  polaren 

je  eine^  (gtfe^  A,  B  ober  C  barfteöt,  ba^  eine  im  Unenb(i(f)en 

bie  beiben  anbern  in    2  ^nnften  ber  ßentrallinie   kiber 

Äreije,  bie  in  Sejug  auf  teibe  Äreife  einanber  fonfugirt  finb. 

399.    3Bir  M))fen  nun  tDieber  unmittelbar  an  393  an,  in- 

htm  voix  bie  bortige  ®ejei(^nung^tx)eije  au(|    für  bie  ndc^fte  (gnt^ 

tDitflung  beibehalten. 

Sßa^lt  man  auf  ber  ©eraben  AB  2  beliebige  neue  fünfte 
AiBi  unb  \kUt  für  biefe  beiben  fünfte  biefelbe  Setra(f)tung  an 
n)ie  393  für  AB,  fo  erl)ält  man  aU  geometrifdjen  Ort  für  bie  $ole 
Don  AiBi  (ober  AB)  3  neue  ^aare  i)on  ©eraben,  bie  tüir  entf))re:^ 
c^enb  mitpqpiqip2q2be5ei(f)nen,auc^  biefe6@erabe  f(^neiben  fi(^  nun 
nad^  76  in  ben  4  etf^unften  2lii8iei®i  eine^  4g€^,  für  ti?eld)e^ 
abc  ^^olbreietf  ift,  unb  beffen  ©egenfeiten^aare  na(^  8  auf  A^Bi 
eine  ^^^^^^tion  beftimmen,  bereu  Orbnungs^punlte  Ai  B^  finb, 
fo  baß  Ai  unb  B^  in  SSejug  auf  jebe  burd)  2li®i(SiJ)i  gel^enbe 
Äurt^e  II  lontugirt  finb.  3^un  liegen  aber  na(i^  284  bie  4  fünfte 
5123  6©  t)on  393  unb  bie  l)ier  erhaltenen  qSuntte  3li®iei©i  auf 
einer  ^uroe  II  Ä  unb  in  Sejug  auf  biefe  Äuroe  Ä  finb  bal)er 
foujo^l  A  unb  B  aU  auä^  A^  unb  B^  einanber  fonjugirt  b.  1^,  fie 
fdjueibet  ben  Sräger  oon  ABAiBi  in  ben  £)rbnung^:punften  MMi 
ber  S^Dolution  AB.A^Bi. 

§ieraui3  erplt  man  nun  ben  ©afe: 

@U(^t  man  für  atte  ÄurDen  II,  tt3eld)e  3  ©erabe  abc 

berühren  unb  eine  ©erabe  d  in  jugeorbneten  fünften  einer 

Sni^olution  AB .  A^  Bi  f d)neiben ,  bie  5ßole  eben  biefer  ©e- 

raben  d,  fo  liegen  biefelben  auf  einer  ^uri^e  II,  für  tt)eld)e 

abc  abfolute^  ^olbreied^  ift,  nnt  bie  burd)  bie  Orbnung^^ 

fünfte  MMi  ber  fraglichen S^i^olution  AB.AiB^  in  d  gel^t 

3^1*    B^^¥  ^^^^  '^^^^  ^i^  @<^  ^b  be^  ^olbreted^  abc  ein 

^^aar  ©trauten  rri,  toelc^e  burd^  bie  (Seiten  ab  biefe^  ®d^  Ijar- 

monifd)  getrennt  finb ,   fo  f($neiben  biefelben  bie  Ä  in  4  fünften, 
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n)el(^e  bie  4  ^ole  fotc^er  4  Äurt)en  be6  ®t)ftem6  barfteüett,  bie 
na(^  393  burc^  btefelben  beiben  (reeöen  ober  foniungirt  imagtnO 
fünfte  i)on  d  ge^en,  SUlan  finbet  btefe  fünfte  na^  ber  lei3ten 
enttx)i(flung,  tt)enn  man  bieienigen  J^unfte  in  d  juc^t,  ml<iit  burc^ 
rri  ober  ^i)x^  ®($nttt:puntte  Rßi  mit  d  Ijarmontfd)  getrennt  finb 
unb  jugleii^  ein  ^aar  jugeorbnete  @temente  ber  3nt)oIution  AB» 
Aißi  barfteüen,  b.  t).  fie  finb  bie  Orbnungi^elemente  ber  ^ni^olution 

S)ie  reci))ro!e  (Sntti)i(flnng  fül)rt  ju  folgenbem  3ftejultat: 

400.  ©u(^t  man  für  alle  Änroen  II,  mlä^t  hnxi)  3 
^nnlte  ABC  gelten  unb  für  toelc^e  bie  burd)  einen  4ten 
$unlt  D  ge^enben  2angenten))aare  jugeorbnete  ©traljlen 
eine^  inüolut.  ©tra^lenbüfc^el^  I  ab^a^bi  bilben,  bie  ^0=^ 
laren  eben  biefe^^  ^unfteig  D,  fo  umpHen  fie  eine  Äuri^e 
II  Ä,  für  mlä^c  ABC  abfolutei^  ^olarbreied  ift,  nnb  bie 
bie  Orbnung^etemente  mnii  be^  int)olut.  33üf($el^  ab.aibi 
ju  Siangenten  t)at, 

@^  mögen  nun  toon  biefen  beiben  ©äfeen  nod&  einige  befonbere 
gälle  angeführt  toerben: 

401.  gür  alle  ^arabetn  mit  bemfelben  SSrenn^punlt  F, 
tDeld^e  t)on  einer  ©eraben  p  (Sel)nen  abfi^neiben,  beren 
^Uiitte  ber  fefte  $un!t  M  ift,  liegen  bie  ^ole  öon  p  auf 
einer  buri^  M  ge^enben  glei($feitigen  ^^perbel,  beren  ^iJlittet 
))unlt  F ,  unb  beren  eine  2lfl}m:ptote  :parallel  ju  p  ift. 

402.  pr  alle  Äuroen  II,  bte  buri^  3  fünfte  ABC 
geben  unb  t)on  einem  2ten  fünfte  D  an^  unter  redjtem 
äßinfet  erf (feinen,  umpllen  bie  g5olaren  t)on  D^eine  It^uroe  II, 
beren  Srenn^unft  D  ift,  unb  bie  ABC  jum  abfoluten 
^olarbreietf  ^at. 

403.  ^)ie  aJlittel^unfte  aEer  gleic^feitigen  §t)^erbeln, 
it>eld)e3  ©erabcabc  berühren,  liegen  auf  bem  ^olar!reife 
(f.  180)  be^  ©reietfg  abc. 

3uf.  ?lac^  383  3uf.  2  laffen  fid^  ba^er  blofe  ftum^ftoinfe-^ 
ligen  ©reiecfen^gleii^f eilige  §^:perbeln  einf (^reiben. 

404.  23etra(^tet  man  in  399  (ober  400)  4  ©erabe  ab  cd 
(ober  fünfte  AB  CD),  weld)e  bie  ^uroe  berül)ren  foH,  fo  fann 
man  auf  bie  4  baburi^  beftimmten  ©reiede  ben  ©a^  antoenben 
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unb  er^^alt  alfo  für  bte  ^ole  i)on  AB  (ober  ^^polaren  t)on  ab)  4 
geometrifd)e  Oerter,  beten  öememfame  fünfte  bie  einzig  mö(]ltd)en 
^$ole  (ober  ^^^olaren)  unb  fomtt  bte  einzig  möc^ltc^en  b.  ^.  ber  3luf== 
gäbe  genügenben  Äurt)en  II  be[ttmmen.  §leraui8  ergeben  \iä^  nun 
2  ben  (Saiden  399  unb  400  [id^  anj(^ließenbe  allgemeine  ©ä^e, 
m\  benen  jeboc^  nur  ber  eine  befonbere  gaü,  mldjev  ber  403  entf:pri($t, 
^ier  angefül)rt  ti^erben  möge: 

©inern  4©eit  ab  cd  laffen  ]iä)  blofe  bann  glei($jcittge 
.§^;perbeln  einjd)reiben,  tt>enn  jämmtti($e  4  baburd)  beftimmtc 
^I)reiec!e  [tum^ttt)in!lig  finb  unb  wenn  bie  ©erabe ,  n)el(^e 
bie  5yiittel:punfte  aller  bem  4  ©eit  eingefd)riebenen  .$?:uri)en  II 
enthält,  t)on  bem  ?ßolarIreife  eine\S  ber  4  ©reiecEe  gefdjuitten 
^irb,  bieje  ©(^nitt:pun!te  [tnb  bie  SWittel^unfte  ber  beiben 
möglid)en  §^:perbetn  unb  buri^  fie  gef)en  alle  4  ^olarlreije 
ber  4  S)reiecfe. 

Sn  383  l)aben  )Poix  gefunben,  ba^  burd^  bie  foeben  bef:proc^e^ 
neu  '2}itttel:pun!te  ber  bem  4  ©eit  eingefi^riebenen  gtei(^feitigen  §^^ 
!perbeln  au(^  ber  bem  ^oIarbreie<f  be^  4©eit^  umf(^riebene  ^rei^ 
%ti)t,  unterfud^en  \oix  nun  aud^  nod)  bie  geometrifd)e  Sebeutung 
bieje^  geometrif(^en  Orte^. 

©c^on  im  I  XI).  99  ^abm  vo'w  gefeben,  bafe  bie  6  (g(J^)unfte 

2er  abfoluter  ^olarbreieiJe  ABC  PQR  ftet^  auf  einer  Äuri)e  II 

liegen  unb  ba§  alfo   aud^  bie  6   ©eiten  berfelben  eine   ^uri^e  II 

umljüllen  *)»   §ierau^  ergiebt  fid)  nun  al^  befonberer  gaK  ber  ©a^ : 

405,    ©er  Ärei^,   n)eld)er  bem  ^olbreiec!   MNP  eine^ 

4(äd^  umfd)rieben  tft,  entl^ält  ben  9}|ittetpunft  ber  bem  46df 

umfd^riebenen  glei(^feitigen  ^i)^erbel  ober  mit  anbern  Sßor:= 

ten:  blefer  Äreiö  ift  ber  geometrifd^e  Ort  für  bie  3)üttel= 

^mitk  aller  gleic^feitigen  §^perbeln,   bie  einem  4gdf  um^ 

fd)rieben  finb,  für  'wdä)^^  MNP  ^olbreietf  ift. 


*)  @^  tnöcje  l}ier  biefer  tx)td)ttge  ©a^  no^  auf  anbtxt  2Beife  betüiefeu 
tperben : 

^üxa6)Ut  man  ha^  4(gcf  ABCP  unb  bie  na^  8  auf  QR  burd^  bte 
@ec;en]etten))aarc  be^fe(beu  firirte  ^uijolution,  fo  t)!;  ju  erfe^eu,  j[ebe6  ^^aar 
(^egenedeu  bie  QR  iu- einem  ^aar  fonjugirten  fünften  fd^neibet,  unb  bal;er 
mu^  bie|e^  na^  9  unb  12  cinä)  für  jebe  Hm  4@il  umfd^rieljene  Jtuvöe  II 
ber  gaE  fein,  n?*  ^.  h.  tP. 
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&  m%tn  ^ier  nod^  einige  tt^eitere  tefonbere  gäUe  be^  ©a^e^ 
I  %%  99|pl9eu: 

406.    3ft  F   ber  eine  Srenn^nnlt  einer    einem  4(2eit 

einc5ef(i)riebenen  Änr\)e  II,  fo  ift  bie  p  biefem  23renn^un!t 

geprige    '^xxdtxix  bie  gemeinf(i)aftlid)e  S^angente  aller  ber 

ilnrt)en  II,  n3et(f)e  bem  ^olarbreieif   beö  25ierfeit^   etnge= 

f($riekn  jinb  nnb  i)on  F  au^  nnter  re(^tem  Söinfel  erfd)einen 

(i^ergl.  192), 

407,    ©ine    gteid)}eitige  §t)ioerbel,    xt^dä)t  einem   abfolnten 

^olarbreieiJ  eine^  Äteifes  umf (^rieten  i\i,  gel)t  bnri^  ben  ?i}littet 

:pun!t  biefeig  Äreife^  (üergt  165),    5lu^  405  in  SSerbinbnng  mit 

183  ergießt  [ii^  nnmittelbav  folgenber  ©aij: 

408,  S)ie  4  Äreije ,  mld)t  für  bie  4  ©reiecf e  eine^ 
4  @c!^  je  bur(^  bie  SJätten  ber  ©eiten  ge£)en ,  f c^neiben  \xä) 
in  einem  ^nnfte  be^  bem  ?ßolbreied  be^a  A(Säß  umj(^riebe^ 
nen  Ärdfe^. 

bringt  man  I>ier  anßerbem  no(^  ben  ®a^  222  in  Slntx^enbnng, 
fo  erl^ält  man  folgenbe  2  recipro!  uerti^anbte  ©ä^e: 

409,  ©ie  4  ^nrtien  11,  nielc^e  2  ©erabe  ab  gemein  traben, 
nnb  ben  4  ©reietfeneineig  460^  ABCDeingef (^rieben  finb,  l)aben 
aufeerbem  noc^  eine  SteS^angente  c  gemein,  nnb  babei  liegen  bie 
3  ©ifen  beg  ©reieö^  abc  mit  ben  ©den  AB  CD  in  einer 
Änrbe  II, 

410,  ©ie  4  Änri^en  II,  t^eld^e  bnrd^  2  fefte  ^nnlte  AB 
geljen  nnb  ben  4  ©reieden  eine^  4©eit!8  abcd  nmf(^rieben  finb, 
gelten  noä)  bnrc^  einen  3ten  ^nnft  C,  nnb  babei  beriil^ren 
bie  3  ©eiten  be^  ©reied^  ABC  mit  abcd  eine  Änri^e  IL 

2)ie  4  ^nnfte  ABCD  in  409  beftimmen  nämlid)  mit  'oem 
©c^nitt:pnn!te  ab  eine  ilnri^e  II  K,  mlä^e  i)on  ab  in  ben  ^nnften 
A-iBi  ge|(^nittett  ti^erben  möge;  aliSbann  berührt  Jebe  Jinrt>e  II, 
tDeld)e  bie  3  ©eiten  eineig  ber  K  eingef(^riebenen  2)reied^  nnb 
an^erbem  no(%  a  nnb  b  berül)rt,  na^^  222  anc^  bie  ©erabe  AiBi, 
tt)oran!§  ber  ©a^  folgt, 

©^e  tx)ir  ^ier  in  nnfrer  ©rtttoidlnng  abbred)en,  nm  jn  ©ä^e^ 
grn^^pen  anberer  2lrt  nn§  jn  toenben,  mögen  ^ier  nod)  eine 
3lbtl)eilnng  t)on  ©ä^en  enttDidett  tnerben,  bie,  fo  nal^e  fie 
anc^  mit  einzelnen  2::^eilen  ber  festeren  ©nttDidlnngen  i^ermanbt 
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fein  mö(^ten  (t)ergl  240  ic.  292  ac.)  ,♦  hoä)   i^re  ganj  eic;enti)üm:= 
li(^e  Stellung  bel^au^ten. 

41L  @d)neibet  gtg,  60  eine  ©erabe  p  irgenb 
ein  ^aar  ©egenfeiten  mnii  be^  2en  Antigen  K  unb  Ki 
gemetnfam  eingef(^riebenen  4(5(f^  in  ben  fünften  MN,  bie 
l^armonif(%  getrennt  finb  bnrd)  ein  $aar  fünfte  aib"^),  i^on 
benen  ai  ber  K,  b  ber  K^  angel^ört,  fo  finb  MN  au(^  l^ar^ 
monif(i)  getrennt  bur(^  ba^  anbere  ^aar  ®d6nitt:punfte  abi 
i)on  p  mit  K  unb  K^, 

5)enn  ba  nad^  9.  MN,  ab.  ai^i  eine  ^^Dolution,  fo  tft 
Ma^Nb  TT  NbiMa  ti},  j,  b',  ti), 

412.  ®u(^t  man  unter  a3eibef)altung  ber  gig.  unb  ber 
Sejeii^nung  ^on  411  ju  einem  fünfte  M  öon  m  einen 
^un!t  N,  fobafe  NN  bie  in  411  bem  M  unb  N  jufommenbe 
(gigenf(^aft  gegenüber  K  unb  Ei  l^aben,  fo  mufe  biefer  ^un!t 
N  auf  ber  ©egenfeite  mi  be^^felben  46(f^  liegen. 
'^Qmn  tt)enn  fein  foll  MaNb^  tt  NaiMb,  fo  mufe  MN.aai. 
bbi  eine  3ttt)olution  fein,  tüorau^  ber  Safe  folgt 

413.  ^e  2  fünfte  MN  t)on  ber  in  411  unb  412  angegebenen 

(Sigenfc^aft  bilben  jugeorbnete  fünfte  2er  :proie!t.  geraber 

©ebilbe  in  m  unb  mi,  fobafe  alfo  i^re  aSerbinbung^^linien 

eine  Äuri)e  11  Ä  umfüllen,  bie  auä)  m  unb  mi  ju  S:an^ 

genten  l)at. 

©uc^t  man  nämli(^  (f.  gig.  61)  bie  beiben  polaren  n  u.  iii 

t)on  einem  beliebigen  M  auf  m  inSejug  auf  beibe  Äur\)enK  unb  Ki,  fo 

finbet  man,  baß  biefelben  ebenfo  t^ie  ai  unb  b,  a  unb  bi  burd^  M 

unb  N  I)armonif(^  getrennt  finb,  benn  ba  Manb  unb  Mb^Uiai 

aU  l^armonif (^e  Sffiürfe  ^rojeft  finb,  fo  ift  M  abn  unb  Tt  Mbi  ai  Ui 

unb  ba  ferner  nai^  ber  SSorauöfefeung  MabN  tt  MbiaiN,  fo  ift 

MabnN  n  MbiaiUiN,    alfo  fteüen  in  ber  Sn\)olution  MM. 

NN.  abi.  aibnunb  Ui   ein  ^aar   jugecrbnete   ©lemente   bar. 

©inb  nun  ferner  PPi  bie  beiben  ^ole  t)on  m,  unb  Q  ber  ^unft, 

in  tt)el(^em  bie  polaren  i)on  M  bie  ©eite  m  fc^neiben,  fo  ge^en  in 

bem  ^armonifi^en  3öurf  Q  (Mn  Nui)   bie  3  ®tral)len  QP  QPi 


*)  UeBer  bie  Bufammengei^örigfeit  ber  ©^nittpunfte  a6  a^bi  ifann  f)k= 
hti  offenbar  feine  g^^i^^i^tigfeit  ©tatt  finben. 
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QM  inxä)  3  fefte  fünfte  i)on  PPi*)  unb  e§  mufe  bat)er  aud)  ber 
4te  ®tral)I  QN  burd)  einen  fe[ten  ?ßnn!t  Ni  t)on  PPi  flehen. 
S)en!t  man  ftd)  nun  M  [tettg  i)eränberli(^  auf  ni;  fo  [teEen  bod)  bie 
^  fammengel^örtgen  M  unb  Q  ein  ^aar  entf^rei^enbe  fünfte  2er 
^roieft.  geraber  ©ebilbe  in  m  bar ,  alfo  i[t  anä)  ba^  Don  M  be^ 
fi^riebene  gerabe  ©ebilbe  m  (M,,.)/  ^^^FÖ.  bem  @tra^[enbüfd)el 
Ni  (Q..0  unb  alfo  anä)  bem  oon  N  befi^riebenen  geraben  @e^ 
Mibe  mi  (K.O 

3uf-  Setrac^tet  man  bie  gemeinfamen  S^angenten  abcd  Don 
K  unb  Kl,  fo  ift  au^  255  ^u  erfel)en,  baß  ie  ein  ^aar  93erü§^ 
rung^:punlte  einer  berfelben  burc^  bie  (S(^nitt:pun!te  ber  fraglid)en 
2:angente  mit  ben  beiben  ©egenfeiten  l^armonifc^  getrennt  ift,  unb 
ebenfo  ftnbet  man  ali^balb,  baß  bem  ©($nitt:pun!t  oon  AB  unb  CD, 
man  mag  benfelben  al^  ju  AB  ober  alig  p  CD  gel}örig,  b.  i). 
man  mag  il)n  aU  M  ober  al^  N  betrad^ten,  ber  in  ber  ©eraben 
PPi  liegenbe  $un!t  entf^ri($t 

©inb  bal)er  S  unb  Si  bie  beiben  auf  PPi  liegenben  @(^nitt^ 
V^unfte  ber  gemeinfc^aftlid)en  S^angenten  ab  einerfeit^  unb  cd  anbrer^ 
feit^,  unb  nimmt  man  oon  S  ober  Si  ben  (Sd)ein  be^  geraben  ©e- 
bilbe^  M..  auf  AB  unb  be^a  geraben  ©ebilbe^  N,.  auf  CD,  fo 
ftnb  bie  fo  entftel^enben  ®tra^lenbüf(^el  ni(^t  nur  :proie!t. ,  fonbern 
aud)  inoolut.  unb  ab  einerfeitig,  cd  anbrerfeit^a  ftnb  bereu  Orbnung^^ 
elemente, 

©er  reci:profe  ©a^  lautet: 

414.  2lEe  Äuroen  11,  toeli^e  bur(^  2  fünfte  AB  gel)en  unb 
für  toeli^e  M  unb  Mi  ein  ^^aar  ©egen))untte  be^  gemein== 
fam  umfi^riebenen  4®eit^  barfteHen,  gel)ören  paartDeife  ju== 
fammen.  ®inb  nun  m  unb  n  b»  1^.  MP  unb  MiP  ein 
$aar  Strahlen  Don  M  unb  Mi,  bie  burd)  A  unb  B  ^av^ 
monifc^  getrennt  ftnb,  fo  fteHen  fie  bie  Orbnung^ftraljten 
eineig  inoolut  ©tral§tenbüfd)eB  bar,  in  toel($em  je  eine 
S^angente  an  eine  Don  2  ÄurDen  eine^  fol(^en  Ji:urDen:paarei8 
je  einer  Sangente  an  bie  anbere  jugeorbnet  ift.  Sitte  ©(^nitt- 
puntk  P...  folc^er  ©tra^len^paare  tDte  m  unb  n  liegen 
offenbar  auf  einer  burd^  ABMMi  gel^enben  ÄurDe  II. 

*)  PPi  ift  na^  255  bk  polare  beö  ©^nitt^unfte^  Don  AB  mh  CD 
für  K  unb  Kj, 


Hosted  by 


Google 


—    192    — 

aSefonbere  gaUe  ^on  413  unb  414  lauten : 

415,  a3ef(^reibt  man  über  ben  Mben  3le^nU(^!eit^' 
fünften  (l  21)  MMi  2er  Greife  KKi  afö  ©nri^meffer 
einen  Ärei^  Ä,  fo  l^at  jeber  ^mtt  P  be^felben  bte  eigen- 
f(^aft,  bafe  ber  SöinM,  tt3el($en  eine  Don.  P  au^  an  K  ju 
jiel^enbe  S^angente  a  (ober  b)  mit  einer*)  ber  beiben  an 
Kl  p  gieljenben  Sangenten  bi  (ober  aj  oonPM  unbPMi 
l^albirt  n)trb. 

S^nl  h    §ierania  folgt  aber  unmittelbar ,  baß   audö  Sßinfel 
ab  glei(^  bem  äöinfel  aibi  ift,  fo  ba^  man  :^at: 

35on  jebem  fünfte  be^   über   ben   beiben  2le^nli(%feit^^ 

fünften   2er  Äreife  erri(^teten  Äreife    erfc^einen  btefelben 

unter  gleii^em  SBinfel 

3uj.  2»  äöir  ti^erben  biejem  ©afee  oon  ganj  anberer  ©eite  l)er 

tt)teber  begegnen  unb  bafelbft  bte  toeitern  6igentl)ümli(^!eiten  be^ 

Äreijeig  über  MMi  gegenüber  KKi  nä^er  bej^red^en. 

416.  aiae  ©eraben/  n)eld)e  2  Greife  KKi  in  2  fold^en 
^unften:paaren  ah  a^hi  ji^neiben,  bafe  ber  eine  @d^nitt:punft 
a  (ober  b)  be^  einen  Äreije^  oon  bem  ®c^nitt:pun!t  mit  ber 
gemeinfdjaftlidjen  ©^orbe  AB  oon  KEi  eben  fo  toeit  ab^te^t 
al^  ber  ©(^nitt:punft  bi  (ober  aj  mit  bem  anbern  Greife, 
umpUen  eine  Parabel,  bie  AB  jur  Zano^ente  l)at; 

3uf.  1.     2lu($  :^ier  ergiebt  fid)  ali^balb,  ba§  ab  =  aibi 
fein  mufe,  fo  bafe  man  anä)  fagen  !ann: 

Sitte  ©erabe,  toeld)e  2  Greife  KKi  fo  fc^neiben,  ba§  bie 

®el)nen  oon  K  u.  K^  etnanber  glel(^  finb,  berühren  eine  ^a= 

rabel,  bie  AB  jur  Sangente  ^at. 

fiä^t  man  bie  beiben  gemeinfamen  Sangenten  ab  t)on  413 

burd^  bie  Jlormalftra^len  einejS  ^unfteia  oertreten  fein,  fo  finb  je 

2  pgeorbnete  ©tral^ten  be^  inöolut.  Süfc^efö  S  auf  einanber  fenf= 

xtijt  unb    man  erplt  einen  @a^  t)on  fonfofaten  Äuroen  II,  oon 

bem  l)ier  iebO(^  nur  ein   Sl)eil   t^iebergegebea  toerben  foll ,   alfo 

lautenb  : 

417.  3i^t)t  man  i)on  bem  gemeinfamen  33renn))unftP  2er  ton== 


*)  UeBer   bte  ^ieBei  ©tatt  ftnbenbe  3ufammettge]^ör[9!ett  ber  Xanc^tntm 
an  Kj  unb  K  fann  offenbar  feine  S^^ibeutigfeit  eintreten. 
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folalen  Äurben  II  einen  ^er^^enbüet  p  auf  bie  eine  m  ber 

©egenfetten  mmi  be^  gemetnfam  eingefd^riebenen  4@ä^,  bereu 

@c^nttt:puu!t  ut(^t  mit  F  auf  einer  Seite  be^  gemeinfameu 

?ßolbreie(f^  liegt /unb  jie^t  üon  bem  ©(^nitt^uult  be^fetten 

mit  ber  anberu  mj,  eine  parallele  ^u  m,  fo  finb  bie  baburd^ 

in  Reiben  Äurt)en  beftimmten  ßl^prben  einanber  glei(^, 

3m  5Rad^folgenben  mögen  bie  §au^tfä^e  au^  ber  S^^eorie  ber 

Slran^ijerfalen  in  i^rem  ^ufammeuljang  mit  ber  neueren  ©eometrte 

bargefteHt  U)erben» 

3ie^t  man  in  bem  ©reied  ABC  burd^  einen  beliebigen  ^unft 
M  ber  ©runbtinie  Strahlen ;  fo  ift  gig»  62  CAai  aa.,  ^erf^)c!t 
CBbi  b2..,  bal)er  Aai , Ca^ : Aa^ ♦  Cai  =  Bbi,Cb2:Bb2.Cbi  unb 
bemnad^  ift  bei  uui^eränberlid^em  AB  MC  ber  äßertl^  be^  Quotienten 
Aai.Cbi:Cai,Bbi  oon  unt)eränbertem  SBert^e,  Wan  Um  nun 
burd^  befonbere  2Ba:^l  be^  @tral)le^  Mai  föi^  ^i^f^^  Quotienten 
fi(^  befonbere  Söert^e  Derf($affen,  j,  33,  U)enn  mm  Ca^  n:  Cbi 
ober  Cai  ::=  Bai  ^xierben  tä^t,  für  unfern  ^mä  liefert  ber  gall 
n?enn  man  bi  (ober  ai)  in^  Unenbli(^e  rü(fen  lafet,  bie  :paffenbfte 
aSereinf ac^ung ,  benn  e^  ti^irb  in  biefem  galle  ber  SBertl^  bc^  SSer^ 
^ältniffei^  =  Au:  Cu  —  A  M:B  M*),  fo  ba§  man  ben  ©afe 
erl^ält: 

418  a.  ©(^neibet  eine®erabe  p  bie  3  Seiten  einei^  S5rei= 

t&  ABC  in  ben  fünften  AiBiCi  (gig.  63  a),  fo  ift  ftet^ 

ABl.  CAi.  BCi  =  ACi,  CBi.  BAi. 

3uf.  1.   @)S  fei  l^ier  noc^  ^erioorgel)oben,  ba§  biefer  ®a^  fic^ 

auf  ein  beliebigei^  uM  ertt)eitern  läfet:    S3ejei(^net  man  ba^felbe 

mmliä)  burc^  A1A2A3...  unb  entf:pre(^enb  bie  ©(^nittpunfte  ber 

S:raniai)erfale  mit  ben  Seiten  A1A2  A^Ag...  burc^  ai  a^  as,.^., 

f 0  ift  immer  Aiai ,  A2a2 ,  A3a3 . , . .  =  A2ai .  A3a2 .  A^as . . , . 

(g^  ergiebt  fid)  bie  3R;id)tig!eit  biefer  @r\i)eiterung  gan^  ein- 
fad),  n?enn  man  i)on  einem  ber  @d:pun!te  nac^  alten  n—  3  anberen 
diagonalen  jiel^t  uttb  nun  auf  bie  hahmä)  entftel^enben  ©reie(fe 
ben  Safe  418  antoenbet,   in  ben   fo  erl^altenen  Olefultaten  alle 


*)    ^te  ^i^eorie  ber  parallelen  ^tan^t^erfalen  ift  buxä)  bie  S3etrad^tung 
t>on  18  al^  erlebigt  gu  ^etra^ten. 

5|)f(iff,  nettere  ©eometrie  IL  13 
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Steile  re($ta  unb  aGe  S;|eile  linU  iHultt^plieirt  unb  i)ie  glei(^en 
bie  diagonalen  angel^enben  ©rßfeen  auf  beiben  Seiten  lüeg|ebt. 

3*^^^  ^^^  te  gig>  63  b  bie  ©eraben  AAi  unb  BBi,  bie  ft(^ 
in  P  f^^neibeU;  unb  aföbann  noc^  bie  CP,  tüelt^e  bie  AB  in  C^ 
fc^neibet,  fo  i]t  AC2BCi  ein  l^armomf(^er  SBurf  unb  baljer  mm 
aSorieic^en  abgefel)en  AG2:BC2  =  AGi:BCi,  SBirb  biefer  SBert^ 
tion  ACi:  BCi  in  bie  i)orige  ©leic^ung  eingefefet,  fo  tx^lt  man 
ben  ©a|: 

418  b.  Siel)t  man  i)on  3  ©(Jen  ABC  einea  ©reied )S  na(| 
einem  fünfte  P  3  ©erabe,  toel($e  bie  ©egenfeiten  entf:pre^ 
(^enb  in  ben  5ßun!ten  aib^Ci  f(^neiben,  fo  ift  Abi.Coi.Bci 
=  Aq^Bai.Cbi, 

3uf,  2.  23ei  ber  2lmüenbung  ber  gormein  418  a  unb  418b  ift 
e^  notI)toenb{g  barauf  ju  ai^ten,  l^ie  t>iele  ber  fünfte  AiBiG^  ober 
axbiCi  auf  ben  enbli(%en  SDreieiif^feiten  liegen,  um  ju  unterf(i)eiben, 
tDelc^er  ber  in  beiben  ©äfeen  enthaltenen  Urfac^en  bie  ©lei(^^eit 
ber  ^robulte  jujufi^reiben  ift.  @^  bürfte  iebo(^  in  biefer  8ejie^ 
l^ung  ba^  Sefte  fein,  im  Sagenunterfc^ieb  in  berfelben  SSeife  burd^ 
aSor^eic^en  \u  fi):iren,  toie  biefe^  im  I  5E^.  7  angegeben  n)urbe, 
inbem  man  ju  biefem  ^mä^  aU  ))ofitit)e  3^i(^tung  in  jeber  Seite 
eine^  n(£d^  bie  ktrai^tet,  toel(^e  burd&  ben  Sinn  ber  2lufeinanber=^ 
folge  ber  (£(fen  in  ber  8ejetc§nung  be^  n(gcf^  A1A2A3A4,«.  k^ 
ftimmt  ift,  fo  ba§  alfo  ^ier  bie  :pofitioe  8^i(^tung  in  ^^n  eingelnen 
©eiten  ift  Ai A2  A2A3  A3A4 .... 

geber  $un!t,  ber  auf  ber  enbli(^en  Streife  in  einer  Seite 
be§  ngtfg  liegt,  bringt  auf  beiben  Seiten  be§  @tei(^l}eit^jeic^en§ 
ungleiche  Sorjeic^en  l^eri)or,  feber  anbere  glei(^e.  5>tun  überzeugt 
man  fi(^  leid)t,  ba§  eine  ©erabe  tjon  ben  n  Seiten  eine^  n@ö^ 
ftetiS  eine  gerabe  3#  ^^  ^^«  enblid^en  Streben  f(^neibet,  benn 
beimSreieö  ift  bie|  an  unb  für  fi(^Mar,  unb  t)om  n©^  läfet  fi^  ber 
Safe  alöbalb  aufi3  n  +  l(Sä  au^be^nen,  mnn  man  über  einer  Seite 
al^  diagonale  ein  S)reieä  aufgefefet  beult.  Unter  biefer  aSorau^- 
fefeung  toürbe  bemnai^  bie  gormel  418  a  unb  418  a  ^uf.  ungeänbert 
bleiben,  418b  bagegen  lauten  Abi.Bq.Cai  ^==^  —  Aci.Bai.Cbi. 
419.  äßenbet  man  ben  Safe  418  a  auf  bie  SSDreiede  CAq 
BCbi  ABai  ber  gig.  63  b  an,  inbem  man  fie  entfpre^enb  burc^ 
Bbi  Aai  Cq  gef (Quitten  benft,  fo  erplt  man 
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CP:ciP  —  Cbi.ABsBq.Abi 
BP:biP  ~  Bai,CA:Abi.Cai 
AP:a|P  =  Aci.BC:Cai.Bci 
unb  ^ierau!^  erl)att  man  tt?ieberuw  m^  emfa(|er   a^ebuftion  mit 
§ülfe  'om  418 

eP,BP,ÄPsqP,biP,aiP  =  AB.AC.BC:  Abi^Cai.Bq. 
3uf.  Man  Unn  btefe  Proportionen  buri^  fcefonbere  Söertje, 
bte  man  einzelnen  barin  borlommenben  ®ti;(f en  äut|eilt ,  berein^ 
föc^en  unb  "^ieraui^  in  berfc^iebenen  Qa^en  gelangen;  'mai)lt  man 
ä^Jß.  in  ber  legten  ber  S^ßro^ortionen,  aui3  ml^m  biefe  le|tegor^ 
mel  abgeleitet  i^urbe,  bei  unberänberlid^em  AB  unb  beliebig  ber== 
anberli^em  C  AP  =  BC,  aiP  =  aiC,  fo  tt)irb  Aq  =  Bq, 
Unter  biefer  aSoraui^fefeung  i[t  aber  befanntlii^  ber  geometrifd^e  Ort 
j)on  ai  eine  §^^erbel,  beren  ^albe  reeGe  3l?:e  C  aj.  unb  bereu 
iörenn^unfte  A  unb  B  [inb.    $)iei§  giebt  alfo  im  ©afe: 

3ie^t  man  in  einer  §^))erbel  bon  ben  beiben  33rennpunfe 
ten  na^  einem  ^^unfte  ai  be^  Umfangt  bie  beiben  %a^v^ 
ftra{)len,  verlängert  ben  fürjeren  unb  berlürjt  hzn  längeren 
im  ba^felbe  ©tücf ,  fo  gel^t  bie  SSerbinbung^^ltnie  ber  ba^ 
bur(|  auf  beiben  gat)rftral)len  erl)altenen  fünfte  ftet^  bur(!& 
ben  ?[)iittel))un!t  ber  §^:perbeL 

2)en!t  man  fid^  bagegen  BC  bon  fonftanter  @rö§e  unb  vok^ 
berum  AB  =  BC  aiP  =  aiC  fo  bef(^reibt  ai  eine  ber  borigen 
§^))erbel  bo^^elt  lonfoMe  (äUi^fe^  beren  l^albe  gro^e  3l):e  BC  ift, 
vooxan^  man  benfelben  ®a|  für  bie  @l[i:pfe  erl^ält  vok  er  foeben 
fiir  bie  §^:perbel  gefunben  tourbe, 

420.  2lu^  419  folgt  unmittelbar  ber  ©afe,  ia^  bie  3  Sran^^- 
öerfalen  bon  ben  3  (Srfen  nac|  ben  SJJitten  ber  ©egenfeiten  in 
1  Sßunfte  P  fid^  f(^neiben.  äJon  biefem  fünfte  gilt  nun  ferner 
belanntlic^,  ba|  er  auf  {eber  ber  3  Sran^^i^erfalen  bon  itn  @tfen 
bo^)^elt  fo  tt)eit  abfielet,  aU  t>on  ben  ©eiten,  bon  biefer  legten 
(Jigenf(^aft  mag  folgenbe  ©rioeiterung  noi^  erliefen  toerbcn: 

3ie:^t  man  gig.  64  oon  einem  @cf  C  na(^  ber  3Jiitte  ber 
©egenfeite  C^  eine  ©erabe  unb  uon  A  unb  B  2  beliebige 
©erabe,  bie  fic^  in  einem  fünfte  P  t>on  C  C^  ^  unb  bie  ®e^ 
genfeiten  entl>re(^enb  in  Ai  unb  B^  fi^neiben^  fo  ift  ftet^ 
CP:CiP  =  2.  CBi:ABi  =  2CAi:BAi, 

13* 
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Sie  ©erabe  A^Bi  mu^  :parallel  AB  fetn,  ba  it)r  @(^mtt))unft 
mit  AB  t)on  Ci  burd^  A  unb  B  .^armomf(^  getrennt  t[t,  fi^neibet 
fie  nun  bie  C  C^  in  D ,  jo  ift  C  D  P  Ci  eknfall^  ein  l^armonif (^er 
SBnrf  unb  ba^er  a6gefe:^en  i^om ©orjeii^en  CP:CiD  =  2,CD:CiP 
(tDie  biefeiS  für  ieben  l^armontji^en  SBurf  unmittelbar  an^  I  %^,  10 
folgt)  b,  ^.  CP:CiP  =  2CD:CiD,  ©a  aber  CD:CiD  =  CBi: 
ABl,  fo  ift  ber  ©a:^  ert^iefen. 

421,  ©(^neiben  gtg.  65  bie  3  (Seiten  eine^  ©reiedf^ 
ABC  eine  Äuri^e  II  in  ben  3  5ßunlten^)aaren  A^A^  B^Bg 
CiCg  unb  gelten  ßon  ben  neuen  6  ©eraben,  bie  'oon  ben 
(g(fen  ABO  entf:pre(^enb  mä)  ben  @(^nitt)?unlten  ber  ®egen= 
feiten  gel;en,  3  namti(^  CCi  BB^  AAi  burc^  einen  ^un!t 
P,  fo  ift  biefei^  auc^  mit  ben  3  anbern  CC2  BB^  AA2 
ber  gaE, 

SSegeii^nen  n)ir  mit  Di  unb  D2  entf))re(^enb  bie  @d^nitt|)un!te 
t»on  AiBi  unb  A2B2  mit  AB,  fo  ift  n^egen  ber  SSoraui^fe^ung 
ACiBDi  ein  l^armonifc^er  SBurf.  S)a  aber  nac^  9.  tt)egen  he^  ein- 
gefc^riebenen  4M^  A1A2B1B2  AB,CiC2-DiD2  eine  ^tt^olution 
ift,  fo  ift  ACiBDi  7v  BC2AD2,  alfo  tefeterer  äßurf  au^  ^armo^ 
nif(^,  tDorauiS  bie  3^ic^tigfeit  be^  ©afeei^  unmittelbar  folgt. 

3uf.  Sie  3  SDiittelpunfte  ber  3  Seiten,  bie  guB))unfte  ber 
S^ö'^en,  bie  2Binfel^aIbirungi8linien  l^aben  bie  foeben  bef:pro(^ene 
@igenf(^aft  unb  e§  liegen  bal)er  je  3  folc^e  fünfte  mit  Je  3en  an- 
bern fotoie  überhaupt  mit  je  3  fünften  ber  3  Seiten,  bie  mit  ben 
©egeneäen  oerbunben  Sranöoerfalen  liefern,  bie  fi(^  in  1  ^unft 
f(^neiben,  je  in  einer  Äurt>e  IL  §ier  möge  bergall  ^eri)orge^oben 
toerben,  ia%  bie  gu§:pun!te  ber  §ö^en  AiBiCi  mit  ben  ^Kitten 
ber  ©eiten  A2  B2  C2  in  1  Äuroe  II  liegen,  ^aä)  183  ift  biefe 
Äuroc  II  ein  Ärei)8.  ©ig  möge  biefes^  l^ier  no(^  unabl^ängig  oon 
183  nad^getoiefen  toerben: 

33etra(^tet  man  bie  ^^oolution,  toel(^e  naä)  8  auf  ber  un= 
enblid^  fernen  ©eraben  burc^  bie  ©egenfeiten))aare  be^  4(g(f ^  A2B2C2C1 
beftimmt  toirb ,  fo  ift  ber  unenbli(^  ferne  $Punft  oon  AB  ber  eine 
C)rbnung^:pun!t ,  toä^^renb  ber  anbere  in  ber  barauf  fen!re(^ten 
3W(^tung  liegt  nac^  27,  benn  jiel^t  man  CiD  :paraM  B2C2  ober 
BC,  fo'ift  Gl  (BA2CD)  ein  Ijarmonifc^er  SSöurf  C1A2  unb  CiD 
^aben  aber  bie  9ti(%tungen  ,2er  ©egenfeiten  unb  CiB  unb  CiC  finb 
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auf  einanber  fen!re(^t.  5Daöfefte  Jftefultat  erpft  matt  für  bte  A(Säe 
A2B2C2B1  unb  A2B0C2A1  ^oraua  folgt,  bafe  ie  2  lonjugtrte  ^idy 
tungen  in  23ejug  auf  bte  fragltd)e  Äuri)e  auf  einanber  fen!re(i)t  ftnb. 

422.  k^  möge  nun  no(^  bie  algefcraif(i)e  Sflelation  Beigefügt 
tt)erben,  it)elc^e'tm  2Bef entließen  in  il^rer  SBeife  biefelBe  ßagenab== 
pngigfeit  feftftellt,  bie  in  419  auf  geometrif(f)em2Sege  ermittelt  tt)urbe. 

©en!t  man  fi(^  in  ber  legten  5Rutnmer  Ai  A2  unb  B1B2  feft 
unb  burc^  fte  2  Äurben  gelegt,  tüetc^e  bie  ©erabe  AB  in  ben  Reiben 
^unften^paaren  C1C2  unb  D1D2  f(i)neiben  mögen,  fo  ift  ttjegen  ber 
in  421  ertöä^nten  ^ni^olution  naä^  l  %^.  23*    ACi.  AG2:  BCi. 
BC2==:ADi.  AD2:  BDi  BD2  b.  ^.  e^  :&leibt  für  alle  bur^  A1A2 
B1B2  gel^enben  Äurt)en  ber  Söertf)  biefe^  2SerI)ältniffe^  ftet6   ber^ 
felbe.     "^an  !ann   nun   unter  ben   öerf(i)iebenen  Äurben  fol(^e 
^erau«  öjal^len,  bur(^  bie  biefer  SßertI)  einen  für  fiefonbere  ^voeät 
:paffenberen   Slu^britä    erl)dlt.     SBä^len   xoix    g.  29.   irgenb    eine 
Äurije  II  bea  S^ftemsS,  für  mlä^t  ber  in  421  ■6ef:proc^ene  %aU 
eintritt,  ba§  bie  i)on  ben  @(fen  ABC  na(^  ben  ©(^nitt^un!ten 
ber  ©egenfeiten  gezogenen  2^ran!gi)erfalen  fic^  ju  3  unb  3  in  je 
einem  fünfte  fc^neiben,  unb  bejeic^nen  für  biefen  gaU  bie  (Schnitt* 
)pmtk  mit  AB  burd)  M^  unb  M2  fo  njirb 

AMi.  AM2        ACi.  AC2    ,  ...    .         .   ..^ 

BM,.BM,  =  -BCTTBCT  ^'  ^^*  "^^'^  """^  ^^^ 
AMi.  AM2       CCi.  ABl.  CC2.  AB2  «  f.-    *,•    ß 

BMT^  ^BQ.CB,.  BC.CbI  ^■''^""^  "'"^  ^"'^  '^^  ' 
©c^nitfpunöe  einer  beliebigen  Äuroe  ^er^dlt. 
AGi.  AC2.  BAi.  BA2 .  CBi.  CB2 . = ABl .  AB2 .  BCi ,  BCg.  CAi.  CAg. 

3uf.  .8ä§t  man  Ai  unb  A2,  Bi  unb  B2,  Ci  unb  C2  ie 
einanber  unenblic^  na^e  rüöen,  fo  gel^t  bie  lefete  Sebingung^glei^ 
d)ung  über  in  Ad^  BA^^.  CBi^.  =  AB^^.  BCi^  CAi^unb 
t)ergleid)t  man  biefe  @leid)ung  mit  ber  in  418,  fo  ift  :^ierau6  ju 
erfel^en,  baß  bie  3  ©eraben  AAi  BBi  CCi  ftd^  in  1  fünfte  f($neiben, 
mgl  I  3:^.  48. 

3uf.  2.  2lud^  biefer  ©a^  lä^t  fid^  allgemein  auf6  n(gtf 
au6be^nen  unbjtoar  genau  burc^  baiSfelbe  3Serfa^ren  tt)ie  eö  in  418  a 
3uf.  in  33ejug  auf  bie  @($nitt;pun!te  mit  einer  ©eraben  gefd^el^en 
ift,  üBer^au:pt  f bringt  bie  SSertt^anbtfc^aft  ber  ©ä^e  422  unb  418 
al^talb  in^  2luge. 
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guf.  3.    ^ft  Äi  A1A3*...  ein  einet  Äittioe  II  utnf(^rtebette!8 

ii(S(S,  be[feiti8erül)tuttg6;punlte  entfiprec^enb  418  b  ^nl  bur^  aia^ag 

BejetcS^net  feien],  fo  erc^ieBt  ft(|  aBBalb 

Aiai.  A^a^*  Asös ...=:=  Aaai ,  Asas*  Ä4a3..*. 

423.  ^iemit  in  nat)er  SßerBinbung  ftef)t  ein  anbetet  für  ba^ 
©efen  ber  Würben  II  mx  aßen  nji($tiger  ®a|  öBer  Äurt)entran6' 
ijerfaten,  ber  alfo  lantet: 

©d^neiben  2  ©erabe  a  unb  b  fid^  unb  eine  Äuri)e  11  E  ent^ 
f^red^enb  in  ben  Sunniten  C  aai  h\,  fo  ^at  ftet6,ba6  Serl^attnife 
Ca.  Cüit  CB.  CBi  einen  fonftanten  Söert^,  m^t  Sage  audE)  C 
I)at,  tt)enn  nur  bie  3flid)tung  t)on  a  unb  b  ungeänbert  biefelbe  Bleibt. 

©enft  man  ft(^  bie  Äuröe  II  Ki  o^e^o^en,  mlä^t  na^  5R;r. 
243  1)  mit  ber  gegeben  bie  beiben  auf  ber  unenbti(^  fernen  ®e= 
raben  liegenben  Sßunfte  gemein  ^at^  b.  t).  mit  i^r  a1)nliä)  ift,  2) 
burd^  bie  S3erü^rung^:punfte  AB  berienigen  Beiben  Sangenten  gei)t, 
bie  burcl  G  an  bie  K  fi(^  jiel^en  laffen  unb  3)  bie  Sage  ^at,  ba| 
jeber  ©tra^  mn  A  bie  K  unb  Ki  in  2  ^unften^aaren  ^.  S.  aai 
unb  DDi  fd^neibet,  bie  gegenfeittg  l^armonifc^  getrennt  finb  (unb 
unter  ber  55orau^fe|ung  L  px  2.,  ift  biefe^  mit  aKen  ©trauten 
^on  C  ber  %aü,  mxxn  e§  mit  1  ber  galt  ift  nac^  292  tc),  fo  er^ 
gieBt  fi(§  ^ierau^  aföBalb  folgenbe^: 

m  ift  Ca,  Coi  =  CD^  eBenfo  OB.  CBi  ~  CB^wtüC  aU 
ardtteH^unlt  ^on  Ki  in  ber  SJlitte  jwifc^en  DDi  ober  EEi  liegt 
i^ergL  25.  ©inb  nun  a^  unb  bi  bie  §alBmeffer  ber  K,  mli^t 
mit  a  unb  b  paxaUzl  finb,  fo  ift  ftetS  CD^:  CE^  =  ai^:  b^^  mit 
bie  Äurben  äl^nli(^  finb  (mä)  18,),  ^orau§  bie  Sftid^tigleit  be§ 
©afeea  unmittelBar  folgt. 

3uf.  gür  ben  ^reiö  t^irb,  ba  %  r^  bi,  ber  SBertl^  biefe^ 
SSerpltniffea  Be!anntli($  =  L 

424.  ©ie  nad&folgenben  @nttt)idftungen  mögen  einem  ®egen^ 
ftanbe  getöibmet  fein,  ber  bie  jal)lreicE)ften  unb  fruc^tBarften  Sin* 
tt)enbungen  gulä^t,  e6  ift  biefeg  nmli^  bie  al)nlid)e  Sejiel)ung  2er 
eBener  @etr>eBe  be^felBen  Srager^  unb  bie  baburd^  Bebingte  ^IBl^än? 
gtgfeit  ber  t)erfd^iebenen  2lrten  geometrif(i)er  ©eBilbe. 

3u  biefem  SSe^ufe  möge  no^  im  3lnf($lu§  an  18  unb  20 
auf  folgenbe  fünfte  aufmerifam  gemad^t  tuerben. 
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©ollett  2  eBene  ®etotbt  E  unb  Ei  be§feI6en  Zxac^tx^  ^erf^eft 
ä^nlici^  fein,  jo  bebeutet  btefeö  fo  i)tel,  al6  bafe  fie  äße  ?ßun!te  ber 
unenbltdE)  fernen  ©eraben  entf:pre($enb  gemein  1)aben,  töorau6  t)or 
2lllem  folgt;  ba§  iebem  Ärei^  l^teber  ein  Ärei§  entf^rii^t  €ott 
nun  bie  ^erf^eft.  SSejteliung  nun  tt)eiter  noä)  i)olI[tänbig  fi):irt  fein, 
fo  fonnte  mä)  87  biefe^  no(%  auf  i)erf^iebene  SSeife  erhielt  toerben, 
^enn  ?.  S,  2  entf^rec^enbe  ^unJte  unb  ba6  mit  il)nen  in  einer 
©eraben  liegenbe  (Sentrunt;  ober  t^enn  ^u  2  fünften  einer  ©eraben 
2  S!^mttt  einer  ju  jener  ^parallelen  ©eraben  afö  entf^jre^enb  ge^ 
geben  tüären. 

@ine  Befonber^  ttjid^tige  3irt,  2  ©ei^ebe  vok  E  unb  Ei  ^er^ 
f:pe!t.  a^nlid^  auf  einanber  ju  begiel^eU;  ift  bie ,  ba§  man  ein  5paar 
entf^re(^enbe  ?ßun!te  M  unb  Mi  unb  ba^  SSerl^ältnife  m:n  in  ti^el^^ 
ä^m  bie  entf:pre(^enben  ©treten  i)on  E  unb  Ei  ju  einanber  ftel^en, 
giebt  ©inb  mmliä^  J  unb  A  bie  2  fünfte,  für  mÜjt  i)om  S^i^^^  ^^^^ 
gefel)en  na(^  L  Sl).  13  M  Ji  Mi  J  =  MAt  Mi  A  =  m:n,  fo 
finb  J  unb  A  bie  beib^n  einzig  möglichen  ßentra  ber  !perf:pelt. 
a!|nli(^en  Se^iel^ung,  für  totli)t  M  unb  Mi  bei  bem  gegebenen 
©al)ältni§  entf:prec^enber  ©trecfen  entf:pre(i)enbe  ?punfte  barfteHen 
lönnen;  bie  ))erf:pe!t*  a^nliä^t  ^ejiebung  fann  alfo  unter  ben  ge^ 
gebenen  aSorau^fe^ungeu  eine  bo:p)5elte  fein  unb  A  unb  J  nennen 
tobe  bie  baju  gel^örigen  beiben  Sle^nli(f>!eit§centra  ober  2lel}nli($!eitö- 
fünfte  unb  gtt?ar  ben  auf  ber  enblic^en  ©trede  MMj  gelegenen 
ftet^  mit  J  bejei{i)neten  ben  innern,  ben  auf  ber  unenblic^en  ©tre(f e 
MMi  gelegenen  ftetö  mit  A  bezeichneten  ben  äußern.  MAMiJ 
bilben  babei  nad)  13.  einen  orbentli($en  l)armonif($en  SBurf.  SJiefer 
julefet  l^ier  bef:proc!^ene  gall  tritt,  tt)aö  für  bie  folgenben  (Snttoicfs 
Jungen  befonbenS  t»i(^tig  ift,  immer  bann  öon  felbft  ein,  tnenn  bie 
!|3erf:pelt,  al^nlic^e  Sejie!)ung  nac^  20  baburd^  fi)cirt  triirb,  ba^  2 
Greife  M  unb  Mi  aU  entf:pred)enbe  ©ebilbe  berfelben  gegeben  finb, 
bie  §albmeffer  feftimmen  baiS  SSerl^ältnife  entf:pre(^enber  ©tredfen 
unb  bie  SEJlittel:punIte  M  unb  Mi  finb  für  iebe  2lrt  ber  ))erf))efi 
al^nlic^en  Sejie^ung  al^  5pole  ber  unenblid)  fernen  ©eraben  ent^ 
f))rec^enbe  5punfte. 

425.  3n  420  tourbe  ein  Se^eia  geliefert  für  ben  ©afe,  hü% 
mn  ben  Sran^öerfalen,  bie  man  öon  im  ©äen  abc  einea  Sreietf ö 
na^  ben  SJlitten  aibiq  ber  ©egenfeiten  giel^en  lann,  unb  bie  fid^ 
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in  J  jc^ttetbett  (gtg.  66)  bie  <BiMe  an  ben  @!pi|ett  je  bo^^elt  fo 
groß  fttib,  afö  bie  anbertt»  S)tefe§  fü^rt  nun  unmittelbar  barauf 
alc  unb  ai^iq  al^  entf^^rec^enbe  ^Punlte  2er  ^)erf^)elt.  al)nü($er 
eBener  ©eujebe  E  unb  Ei  p  Betrachten,  für  njelc^e  J  2le^nüdö= 
ieto))un!t  unb  2:1  ba^  SSerpltniß  entfipred^enber  ©treden  t[t. 

©en  5ßer|)enbifeln  in  ben  ?D^itten  aibiq,  bie  fic^  in  M, 
betn  ?SJ{itteI^unlte  beiS  bem  ab  c  umschriebenen  ÄreifeiS,  fc^netben 
mögen,  entf:pre(|en  aU  ju  Ei  geljörtg  bie  §ö:^en  beig  ©reiecfigabc. 
bie  fi(^  in  A  f(^neiben  mögen  unb  e^  liegen  alfo  MJA  in  1  @e= 
raben  unb  eiS  ift  AJ:  M  J  rr  2:1.  Betrachtet  man  bagegen  M 
dU  p  E  gel)örig,  fo  entf^ric^t  ii)m  ber  ebenfaö^  auf  MJ  liegenbe 
3Äittel))un!t  Mi  be^  bem  ai  bi  Ci  umfi^riebenen  Äreifeig  unb  e6  ift 
toteber  JM:  JMi  =  2: 1/'  S)iefe  gtefultate  laffen  fic^  in  folgen^ 
bem  ©a|e  pfammenf äffen: 

SSejei^net  man  für  ein  beliebige^  ©reieci^  ben  ^ö^en^punlt 
burci)  A  ben  ©(^nttt:punft  ber  t)on  ben  ©tfen  nac^  ben 
SSftittm  ber  ©egenfeiten  ge^enben  Sran6i)erfalen  (be!anntli(^ 
ber  ©($tt>er:punlt)  burci)  J  bie  3)littel:pun!te  ber  beiben  greife, 
öon  benen  ber  Ifte  burc^  bie  ^Kitten  ber  Seiten  (unb  alfo 
anä)  hmä)  bie  gu§:punfte  ber  $öl)en),  ber  2te  burc^  bie 
(gtfen  be§  ©reiecfö  ge^t  burc^  Mi  unb  M,  fo  liegen  AMi 
JM  in  einer  ©eraben  unb  e^  oer:^alten  fic^  JMi:JM:JA: 
MA"1:2:4:6. 

426.  ©enit  man  ftc^  nun  bie  ^erf:peft.  at)nltc$e  SSe^ie^ung 
öon  B  unb  Ei  blog  bgburcJ^  ftjcirt,  ba§  man  bie  greife  M  unb  Mi 
m  entf:pre(^enbe  ©ebilbe  annimmt,  fo  ift  Ji  nac$  425  offenbar  i^r 
innerer  2le^nlicf)!eit^:punft,  ba  man  fic^  al6balb  überzeugt,  ba§  M' 
unb  Ml  ebenfo  vok  a  unb  ai  auf  entgegengefe^ten  leiten  t)on  J 
liegen,  ©uc^t  man  nun  nadf)  424  ben  äugern  2le:^nli(^Jeitg))unIt 
baju,  fo  ftnbet  man  offenbar  A  al^  benfelbm,  ba  fa  auc^  AM: 
AMi  =:  2:1  nac^  425.  §ierau§  ergeben  fi($  nunmoc^  eine  tr>ei-^ 
tere  2lnja^l  öon  3ftelationen,  für  bie  nur  in  SSerbinbung  mit  ber 
gig.  67  in  aUer  ^ürje  f)ier  ba^  Otefultat  in  gormein  angegeben 
t^erben  unb  bem  Sefer  überlaffen  bleiben  foö,  bie  @ä|e  in  SSorte 
P  faff en : 

,    2:1  ==::  Jb:Jbi  =  Je:Jei  =  Ja: Jai  ^  Jb:Jbi  =  Jc:Jci 
=  Jf;Jfi  —  Jm:Jmi  —  Jn:Jni  =  JM:JM,  =  JA:JM  = 
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AarAoi  =  A«:Aofi  =  A5:Abi  =  A/9:Aj9i  =:  Ac:Aci  = 
ky :  kn  =Am :  Aui  =  An :  Ami = AM :  AMi .  S)a  bie  betben  ©retetf e 
aibiCiUttb  aibici  bemfelkn ©reteäe  ab c  für  ba^felbe SSerl^ältmfe  1:2 
oijXilxä)  ftnb,  fo  finb  t^re  Seiten  mit  ben  Seiten  beiS  leiteten  unb 
aljo  aud)  unter  ftd)  ^araEel  unb  ^lt\&^  gro^  unb  ba  fie  beibe  auf 
bemfelben  Äreife  liegen,  fß  finb  fie  !ongruent  unb  ^erf))eft.  für  ba^ 
Zentrum  Mi  b.  :^.  f^mmetrift^  für  ba^  (Zentrum  Ri  (20). 

427.  ?lad^  178,  fc^neiben  ft(%  bie  aSerbinbung^linien  ber 
2)litten  i)on  Je  2  ©egenfeiten  nämlicfc  aai  bbi  cci  eineiS  4@dö  in 
1  fünfte  S ,  in  n)eld&em  biefe  SSerbinbungfSlinien  ^ugleic^  ^albtrt 
ti^erben.  Man  lann  ba^er  S  afö  Zentrum  2er  ^erfpeft.  kongruenter 
b,  ^.  ft)mmetrif($er  ebener  ©ewebe  betrad^ten,  ttjobei  atebann  ben 
6  fünften  ab caibiCi  bie  6  fünfte  a'ibiC4abc  entf;pre(^en.  3^^"^^ 
man  nun  in  ben  6  ertt^ä^nten  fünften  6  ©erabe,  bie  \t  fenlrec^t 
finb  auf  ber  juget)örigen  Seite  beg  i^ä^,  fo  entfprec^en  biefen 
©eraben  bie  6  ©eraben,  tt^elc^e  man  je  m^  ben  ?S)litten  ber  ©egen^ 
feiten  auf  eben  biefelben  Seiten  fenfrec^t  jie^en  fann,  ©ie  erfteren 
6  ©eraben  bilben  aber  bie  6  Seiten  be^S  Doöftänbigen  4(g(f^,  beffen 
eöen  bie  ?Wittel:punIte  ber  ben  4  ©reietfen  be^g  46(1^  umfc^rie^ 
benen  Greife  fint ,  bal)er  erl^dlt  man  ben  Sa| : 

©ie  6  ^er))enbiM;  n)elc^e  man  m^  ben  6  WXizn  ber 
6  Seiten  einesS  4(£df!g  je  auf  bie  ©egenfeite  fäßen  !ann,  bil^ 
ben  bie  6  Seiten  eine^  4(g(f^,  ba6  bemjenigen  fongruentunb 
f^mmetrifd^  ift,  baö  i)on  ben  SKittel^untten  ber  ben  4S)reie(äen 
beS  i^ü%  umf(^riebenen  Greife  gebilbet  n?irb.  (i^ergl  208). 
3uf.  3ft  bai8  4etf  ein  ^rei^i)ieretf ,  fo  gelten  beibe  neuent^ 
fte^enbe  4"etfe  in  je  1  ^unlt  über  (212). 

äöir  öyenben  m,^  in  ben  nac^folgenben  9^ummern  pr  näl^e^ 
ren  a3etra($tung  ber  :perf:pe!t.  Sejiel^ung  2er  greife;  benn,  tt)enn 
gl[ei(^  ein  S^eil  ber  einfi^lägigen  Säfee  l)ie  unb  ba  f^on  jerftreut 
bei  ber  entf))rec^enben  Setra^tung  ber  ^erf:pelt.  Sejie^ung  2er 
Äuri)en  II  überl^au^pt  fi^on  beif^piefötüeife  angefül^rt  würbe,  fo 
|(^eint  e^  bo(^  )jaffenb  be§  Ueberbliä^  n>egen  ^ier  biefe  Safee  nO(^ 
einmal  jufammenjufteHen,  ba  (xn  biefelben  fid)  eine  grofee  3al)l 
t)on  einfachen  Slntnenbungen  anfc^lie^t. 

428.  Sejie^^t  m(XM  2  beliebige  Äreife  K1K2  ^erfpett.  aufein=^ 
anber  b.  1^.  betrachtet  man  fie  <xl%  entf^ret^enbe  ©ebilbe  2er  )ftx^ 
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f)5clt  ))roic!t  el6etter  ©eti^eße  be^lkn  Siragerö,  fo  fann  btcfc^, 
f aHö  fie  fi(^  tttc^t  im  Unertblt^en  bo)))3elt  fcerüf)ren ,  nad^  1  %^. 
194  ftetiS  auf  4erlei  SBetfe  öcf(^e^en ,  UJoBet  2  2lren  unb  2  ©entra 
ber  ^erf|)elt  Sejtel)ung  i)ötl)anben  ftnb.  Sabet  Itec^t  nun  ftet^  bie 
eine  ber  emäl^nten  fcetben  ^erf^eft.  Sl^en  im  Unenblid)en  unb  bie 
pxoiett  8ejic]§ung  gel^t  ballet  immer  für  biefe  eine  2l^e  in  bie  ber 
a!^n tilgen  S3ejiel)ung  über. 

S)ie  beiben  ©entra  ber  ^erf^peft.  Se^iel^ung  funb  biefe  finb, 
tt)a6  mf)l  im  Sluge  gu  be{)alten,  für  bie  kiben  SIrten  ber  al^nlid^en 
©ejiel^ung  biefelben  mie  für  bie  Reiben  Strien  ber  Uo%  !proielt«  23e« 
giel^ung)  finb  na(^  255  (ober  auä^  mä)  424)  l^armonif($  getrennt 
burc^  bie  Reiben  ?[Rittel^)unfte  K1K2  aU  $ole  ber  einen  pzx\pztt 
%e  unb  ea  liegt  bai)er  ba§  eine  Zentrum  auf  ber  enbÜ(^en  ba€ 
anbere  auf  ber  unenblit^en  ©treöe  K1K2.  2luö  256  folgt  efcenfo, 
ba^  bie  erti^äl^nten  beiben  Sl^en  ber  :perf:pelt.  S5ejtel)ung  oon  KiEg 
|armonif(^  getrennt  finb  burc^  bie  Beiben  polaren  jebe^  ber  Beiben 
?)erf|)eft  (Sentra  unb  ba§  i|r  ©c^nitt:pun!t  ber  ^o(  ber  aSerbin^ 
bungölinie  ber  legieren  ifi  S)ie  im  ©nblid^en  liegenbe  Sl^e  ber 
^erf:peE  ^rojeft.  Sejiel^ung  ift  alfo  iparaHel  biefen  polaren  felbft, 
unb  liegt  in  ber  SJtitte  öon  je  2  polaren  eine6  biefer  :perf))eft.  ©entra. 

429.  Man  lyat  für  bie  beiben  Slrten  ber  ^perfpeü,  Sejiel^ung 
2er  Greife  b«  ^.  ber  burd^  fie  afö  ^erf^pelt  auf  einanber  belogenen 
ebenen  ©emebe  fc^on  feit  lange  befonbere  ^Jiamen  eingeführt,  bie 
it)ir  nun  ber  Äürje  ttjegen  au(^  gebrauchten  toerben,  allein  unter 
ber  fteten  a5orau^fe|ung ,  bafe  biefe  ©ejeid^nungen  ni(^tg  anber^ 
üU  anbere  Sßorte  für  bie  frül^er  eingefü:^rten  allgemeinen  Segriffe 
ober  Sejeti^nungen  ^erf:peft  2l)ce  ^c.  finb. 

©ie  beiben  Slrten  ber  ^erf:pe!t.  Sejiel)ung,  für  mlä^t  bie 
unenblid^  ferne  ©erabe  ^)erf:pelt  2lp  barfteHt,  ^eifeen  au^  f^äterl^in 
bie  ^erf:peft  Sielen Ud^leit  ber  beiben  greife  K1K2  ober  ber  beiben 
ebenen  ©et^ebe  Ei  xu  E2,  für  mlä^^  bie  greife  Kj  u.  Kg  ent^ 
fiprec^enbe  ©ebilbe  barfteEen.  S)ie  beiben  Neutra  A  u.  J  |)ei§en 
toie  früher  2][ef)nli(|feit6:punfte  unb  jtoar  ber  auf  ber  enblid&en  ©tretfe 
K1K2  liegenbe  „innerer",  ber  auf  ber  unenblicl)en  ©treäe  KiKg 
„Sulßerer'^,  iener  toirb  babei  ftet^  burd^  Jober  J12  biefer  buri^  Ä 
ober  A12  bejeic^net  tocrberi.  Sebe  burd^  einen  2lel)nli(^Mtg:pun!t 
ge|enbe  ©erabe  ^eigt  ein  lelnlt^leitJftralL    3^  2  fünfte, 


Hosted  by 


Google 


—    203    — 

mW  M  einer  biefer  Beiben  Irtett  bet  a|nltd^en  Bejiel^uitß  dttatt^ 
anber  entf^re(i)ett  ^ei^en  a^ntt^  liegenbe  Ißunfte.  Sttfo  ftnb 
in  ber  gtg.  67  a^  u.  a^  \  u.  1)2  M)nlx^  liegenbe  $nn!te  nnb  jtt>at 
in  f?is*67  a)  für  bie  äußern  in  gig.  67,  b)  für  ben  innern  3lel)tt^ 
ü(^Mt^:pun!t;  batet  ftnb  Kiöi  n.  Ki^i  ^araöet  entf:prec^enb  mit 

K2Ö2  «^  K2V 

dagegen  ftnb  bie  Beiben  2lrten  ber  |)erf^e!t  8ejte:^uttg,  für 
mlä}t  bie  2l^e  ber  ^erf:pe!t.  Se^ie^nng  e  im  (gnbli^en  liegt,  mit 
bem  S^lamen  ber  ,,?ßöten^ialität''  ber  Äreife  belegt  morben 
nnb  bie  9l):e  ber  ^erf^elt  23eäiel)ung  Reifet  bie  ^^^oten^Iinte^' 
ober  n)0^l  mä^  bie  ,,@:^orbale''  ber  fceiben^reife  nnb  je  ein 
^aav  entf:pre(^enbe  5[Jnn!te  bei  biefer  Sejiel^ung  n)ie  ain.bg  hiUM^ 
in  gig.  67  ^ei^en  ;,:poteng^aItenbe^*  5]ßunf te /  aud^  tt)o|I  ,An- 
t)erfe^^  ^nnfte  biefer  Greife. 

430.  Stufg.  e^  foH  ju  einem  BetieBigen  ^nnfte  Mi  ber 

©Bene  Ei  ber  äl^nlic^  liegenbe  5pnn!t  Mg  ber  ©Bene  'E2  ge^ 

fnc^t  iiDerben,  ^enn  il}re  äl^nli^e  Segie^nng  bnri^  bie  ent= 

f^)rec^enben  greife  K1K2  fiprt  ift  (f.  gtg.  68). 

Slnfl.  2RangieI)eKiMi,f(^neibet  biefe®erabe ben Ärei^Ki  in ai, fo 

^iel)e  man,  n)enn  bie  2le][)nli^!eit  für  ben  ändern  2lel)nli^!eit6:pnnlt 

Statt  finben  foö;  Aai,  biefer  2le:^nlt(^feit!8ftral^l  fd^neibet  nun  ben 

^rei§  K2  in  2  ^ßunften  ag  B2 ,  x>on  benen  ber  eine  gu  ai  al)nlic^ 

liegenb  ber  anbere  ipotenjfjaltenb  ift,  hux^  ben  Iften,  ber  nac^  bem 

Obigen  ateBalb  ju  erlennen,   jiel^e  man  Kaaa  nnb  biefe  ©erabe 

f(^neibet  bie  AM^  in  bem  gefüllten  ^un!t  M2. 

3uf>  Sle^nli^  löft  man  bie  SlufgaBe  für  ben  innern  le^^n-^ 
lid)Mt^:pun!t,  fo  njie  and^  bie  SlufgaBe  gu  M^  ben  :poten^£)altenben 
^nnft  in  Eg  ju  finben, 

43L  95erü:^ren  einanber  2  Greife ,  fo  vertritt  offenbar  ber 
©ern^rnng^:pnn!t  ben  ändern  ober  innern  2lel)nlic^!eit§:punft,  ie 
na($bem  ber  eine  Mm^  innerhalb  bei  anbern  Hegt  ober  ni(^t;  ba- 
Bei  ift  in  Beiben  gaöen  bie  gemeinf^aftüd)e  Sangente  bie  g^orbale 
Beiber  Greife. 

©^neiben  bie  Beiben  Äreife  einanber  in  reellen  fünften,  fo  ift 
biefe  gemeinfame  SBorbe  ^otenjtinie  ober  6l)orbaIe,  A  liegt  auger^ 
|alB  J  innerl^alB  Beiber  ,Kreife,  liegt  einer  gan^  innerl^alB  be^ 
anbern,  fo  liegt  A  n.  J  innerhalb  Beiber  Äreife, 
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432.  §at  ein  ©i)ftem  t>on  Äreifett  KiKa  . . .  btefette  (S^or- 
bale,  fü  liegen  gifl*  69  bte  23erül^ruttg^^un!te  aller  Sangenten,  bte 
man  'oon  einem  9(5un!te  Ä  biefer  gemeinf amen  @t)orbafe,  an  fte 
jie^en  fann,  nad^  316  auf  einem  ftefen!re($t  burä)f(^eibenben  Greife 
Ä  beffen  2yiittel))nn!t  jener  5pun!t  Ä  i[t  unb  ber  bte  ©igenfci^aft 
ljat/ba§  jeber  bur(^  Ä  gel^enbe  ©tra^l  t)Dn  K1E2  ..  *  je  in  2 
^un!ten  5.  ©.  bbi  u*  cci  gefc^nitten  tt)irb,  bte  burd)  bie  ©c^nittipunJte 
bea  neuen  Äreife^  Ä  ^armontfc^  getrennt  ftnb  292  tc*,  n)orau^  nad^ 
25  pgletc^  folgt,  ba|  für  alle  Äreife  beö  ©^[tem6  K1K2  . . .  bte 
Slbftanbe  ber  Betben  ©(^nitt))un!te  eine^  folc^en  2)ur(^me[fer^  t)on 
^  ein  lonftante^  $robu!t  geten,  ba^  gtet(^  ift  bem.  Quabrat 
be^  ^albmefferiS  be^  Äreife^  Ä,  b.  ^.  eg  ift  Äai^^^mi.Ärti 
—  Ämg.Äng  — Äa^. 

3uf.  1.  S)iefe  ^ulefet  angegebene  (gigenfi^aft  l^at  ber  6]^or= 
bale  ben  jyiamen  $otenjlinte  gegeben.  ?iJlan  nennt  nämlich  ge:= 
töö:^nli(^  ganj  allgemein  ben  SBert^  be^  gleiten  5probutteö  ba§> 
man  naä)  295  erl^ält,  njenn  man  bie  Entfernungen,  bie  bie  ©(^nitt^^ 
^unlte  irgenb  einer  bur($  einen  ^unft  S  nac^  einem  ÄreiiS  gejoge^ 
nen  ©efante  bon  eben  bem  S  l^aben,  bte  ^otenj  biefeig  Äreife^  in 
25epg  auf  biefen  ^unft  S  unb  m^  bem  legten  ©a^e  ift  nun  ju 
erfennen,  bafe  bie  ß^orbale  ber  geometrifc^e  Ort  für  -alle  bie  fünfte 
ift,  für  töeltfte  bie  ^otenj  beiber  greife  glei(^  ift,  mit 
anbern  SBorten  bie  6l)orbale  ift  ber  Ort  ber  gleichen  ^ Dien- 
ten ber  Greife  K1K2  .  .  .  S)enn  man  überzeugt  fi(^  leid&t  ha'oon, 
ba§  tß  augerl^alb  ber  gl^orbale  2er  Äreife  nic^t  noc^  einen  ^unft 
geben  !önne,  für  tüeld^e  bte  ^otenj  beiber  Greife  gleich  tt^are» 

3uf.  2.  &  foll  I)ier  im  3lnf(^lu§  an  bie  (gntttjiälung  in 
316  unb  geftü^t  auf  biefelbe  nod&  folgenbe^g  l^ier  beigefügt  n^erbe: 
^Mt  ^  auf  ber  (Sl^orbale  fort  nad^  ^1^2.* .,  fo  dnbern  fid^  mit 
Ä  bie  fenfrec^t  bur($fc^neibei;iben  Äreife  unb  ii^ir  begeid^nen  fie  ent:= 
f^)re(^enb  mit \Ki Äg ,  babei  f d^neiben  fi($  ÄÄiÄ2*..-  in  2  ^mh 
ten  MN  ber  (SentraHinie  beg  S^ftem^  K1K2,  tüobei  MN  bie 
Orbnung^elemente  ber  ^n^olution  finb,  mel^e  burd^  ba^  Softem 
K1K9  .  _  nac^  9  auf  ber  ßentraHinie  erzeugt  ti^irb,  fo  ba§  MN 
reeH  finb,  ti^enn  K1K2  ...  fid^  in  imagin.  fünften  fd^neiben  unb 
umgelel^rt/     ©abei  ift  ba6  aSerl^altnife   ber  beiben   Äreii^f^fteme 
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K1K2.,.  u.  ^iÄ2 ...  Wt^tli(^  ber  ^ler  entoicfelten  IBe^älttiiffe 
ein  iJoKpnbig  gegenfeitige^. 

433,  m^  432  folgt  in  aSeri)inbung  mit  295,  bafe  je  2  ^aare 
Don  i5(f)nitt:punften  rok  mini  w,  m2n2  bie  auf  2  beliebigen  bur(i 
Ä  ge^enben  @tral)len  mi  m2  nnb  jugleid^  ouf  2  Greifen  Ki  K2  be^ 
gegebenen  @i)ftemg  üon  Greifen  liegen,  ftetig  auf  einem  neuen  Greife 
liegen,  xt)zlä)tx  gegenüber  bem  Greife  Ä  bie  ©igenfc^aft  ^at,  rok 
fie  Kl  u,  K  in  294  ober  295  gegenfeitig  ^aben. 

klimmt  man  nun  an,  bafe  mi  u.  m2  ^jotenjl^altenbe 
fünfte  für  bie  Greife  Ki  u.  Kg  finb,  f 0  finb  not^men- 
big  anä)  Ui  u-  n2  ^otenjl}altenbe  5ßunfte  für  biefe  2 
Äreife,  tt>eil  atöbann  bie  ©erabe  mi  .ber  ©eraben  m2  für  bie 
))erfpeft  ^rojeft,  Segiel^ung,  beren  9l}:e  c  eben  bie  (S^orbafe  c  ift, 
entf:pric|t.    §ierau^  folgt  aber  ber  ®a^: 

3e  2  ^aare  t)on  fünften  2er  Greife  Ki  Kg  bie  ^otenj^ 

l^altenb  finb  für  benfelben  (in  ber  gig»  69  aufeern)  Slel^n^^ 

li(^Mti3:pun!t ,    liegen   auf  einem  neuen  Äreife  unb  e^  ift 

Ami  *  Am2  =  Aui  .  An2, 

3uf,    äöaö  natürlich  ^ier  für  ben  äußern  2le^nlid6feit^))unft 

bett)iefen,  gilt  ebenfo  mä)  für  ben  innern.    §ie:^er  rü^rt,  njie  leidet 

ju  fe^en,  ber  5lu^bruö  ))otenj^altenbe  Ißunlte  unb  man  nennt 

au(^  ben  SBert:^  be^  fonftanten  ^robuft^  Ami  .  Am2 

bie  gemeinfame  ^otenj  b ergreife  K1K2  für  biefeu(l^ier 

äußern)  3lel)nli(^!eitg^untt 

434,  Säfet  man  in  ber  legten  ?lr,  ben  ^unlt  Ui  bem  fünf- 
te mi,  b4,  ben  2le^nli(^feit«ftra^l  Aui  bem  2leinlid^Mtgftral)l  Ami 
unenbli(^  nähern,  fo  mu§  au^  notl^n^enbig  ber  ^un!t  n2  bem  m2 
fic^  unenblicE)  naf)ern  unb  man  erhält  bal^er  ben  ©a^  : 

33erü^rt  ein  Äreiö  Ä  einen  t)on  2  greifen  Ki  K2  im 

^unft  mi  unb  gel)t  er  babei  bur(^  ben  ipotenj^altenben 

^unft  mi  beig  anbern  Äreife^ ,  fo  berührt  er  au($  biefen  in 

biefem  fünfte, 

UmgeJe^rt  überzeugt  man  \iä)  aber  leidet,  ba§  tpenn  ein  Ärei^ 

2  Äreife  KiKg  jugleic^  berührt,  beibe  a3erü^rung^:punlte  'au(^  2 

potenj^altenbe  fünfte  fein  muffen  (loergl.  ^ieju  438  ä^f*  ^*  ^^)^ 

§iebei  tritt  aber  nun  nod^  ber  tuic^tige  Unterf(^ieb  ein,  ob  biefe 

beiben  29erü§rungi3:i)un!te  für  ben  innern  ober  ob  fie  für  be«  ftufeern 
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3le|nlti^fett6^utt!t  ^otenjl^altenb  finb.  ^m  überzeugt  ft^  aber  in 
biefer  Sejie^ung  atebalb^  baB^  tuenn  Don  ben  beiben  Greifen  KiK^ 
ber  eine  au^erl^alb  beiS  berü^renben  Äreife«^  ^  liegt,  ber  anbere 
itinerl^alb,  ba§  bann  attemal  bie5(Jun!te  für  ben  innern  2le^nli(^^ 
feitö^unft  ))otenj^altenb  finb^  ba|  fie  biefe^  aber  für  ben  äußern 
finb,  ti?enn  entoeber  beibe  au^erl^alb  ober  beibe  innerl^alb  liegen, 
bie  Ifte  Berührung  nennt  mm  ungleichartig,  bie  2te  gleid^artig. 
3ie^t  man  nämli(^  gig.  70  öon  einem  5ßun!te  Ä  i)on  c  bie  4  %an^ 
genten  aibi  a2b2  an  Ki  u.  K2  fo  entf:pre(^en,  tx)ie  man  \x^  aW 
balb  überzeugt;  für  ba^  Zentrum  A  ber  perf:peft.  ^roieft.  Sejie^ung 
2  folc^e  Sangenten  ai  u,  ^2,  bi  n.  h^  einanber,  für  tt^eli^e  K^  u<. 
K2  in  bemfelben  SBinM  axa^  ober  b^ba  eingef(^lo§en  finb,  bagegen 
entf:prei|en  einanber  für  J  aU  :perf:peft,  Zentrum  ber  blofe  projeft. 
Sejiel)ung  2  folc^e  aibo  ober  b^a^,  für  mlii)t  Ki  in  bem  einen,  K2 
in  bem  anbern  ber  babur(^  gebilbeten  3^ebenminlel  liegt,  toorau^ 
bie  Oti(|tigfeit  unmittelbar  folgt,  fo  bafe  man  folgenben  @a| 
erl^dlt : 

Serü^rt  ein  Ärei^  2  gegebene  Greife  K1K2  i^o,kiä),  fo 
gel^t  bie  äJerbinbung^linie  ber  beiben  8erül^rung^:punfte  burc^ 
im  äußern  Sle^nli(^leit^^unft  bon  Ki  K2,  tüenn  bie  ®erü^^ 
rnng  eine  gleid^artige  ift  ©agegen  burc^  ben  inneren  Sle^n^ 
lic^feit^punlt,  mnn  bie  Serül^rung  eine  ungleii^arttge  ift- 

435,  ©ie  3  g^orbalen  3er  greife  K1K2K3  fc^neiben 
ft($  in  1  fünfte,  ben  man  getpol^nlt(^  ben  g^orbalpunft 
biefer  Äeife  nennt  f»  144, 

Setra(^tet  man  na^  htn  legten  ©nttDiölungen  bie  geometrifd^e 
Bebeutung  biefeg  ©^erbal:pun!te^  gegenüber  ben  3  Greifen  K1K2K3 
fo  ergeben  fi(^  au^  biefem  legten  ©a|e  t^erfi^iebene  Slnwenbungen, 
beren  ^au:ptfä(^li(^|te  l^ier  folgen  mögen: 

436,  3lufg,  ©ie  g^orbale  2er  greife  K^Kg  m  finben, 
bie  fid^  in  imagin,  fünften  fc^neiben. 

3te^t  man  einen  3ten  §ilf^Irei^  K3,  beffen  @(^nitt:pun!te  mit 
Ki  u,  K2  reeE  finb,  fo  giebf  ber  @(^nitt|)untt  ber  gemeinfi^aft^ 
li(^en  6I}orben  K1K3  u.  K2K3  nac^  435  einen  '^nntt  ber  iS^or^^ 
baleKiK2. 

437,  3lufg,  einen  ^rei§  ju  befi^reiben,  ber  3  gegebene 
Greife  unter  re^tem  äSinfel  f(^neibet. 
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2Ran  finbet  al6  feinen  !Kittel^un!t  m^  Wc.  432  ben  6^0?- 

bal^unft  ber  3  greife,  tDorau^  bie  Sßfung  ft(|  öon  felbft  ergiebt 

Sa  bie  (5f)orbaIe  2er  Äreife,  mld)i  fti^  berühren,  bie  gemeinfame 

Sangente  berfelben  ift,  fo  erplt  man  l^ierau^  in  Sßerbinbung  mit 

ben  legten  Stummem  folgenbe  @afee: 

438,  ^erüt)rt  ein  Äreiö  2  Äreife ,  fo  fd^neiben  M  ^^^^ 
beiben  gemeinfd^aftü^en  Siangenten  auf  ber  (S^orbale  beiber 
Greife, 

3uf.  1.  §ierauö  folgt  nnmittelbar  ti?ieber,  bafe  bie  beiben 
8eru:^rung^:punfte  bbi,  in  benert  einÄrei^  B  2  greifen  KiK^  be^ 
rül)rt,  :potena^altenb  für  bie  2  Greife  finb  (t»ergl  484).  SDenn  löon 
bem  @(^nitt:pun!te  ber  Sangente  b  b  mit  ber  (S^orbale  laffen  ficä) 
blofe  2  Sangenten  an  ben  Ärei^  K^  jieljen,  fo  baB  e^  mä^  f)Q^^ 
ften^  2  Serü^rung^Jreife  Ä^i  giebt,  bie  ben  Ärei^  Ki  in  b  W 
rubren,  n)el(^e,  menn  fte  reell  finb,  mä)  234  baburc^  gefunben  wx^ 
ben,  bafe  man  ju  b  bie  beiben  ^otenjl)altenben  ^^unfte  (für  A12  u. 
J12)  fu($t,  ti)eld)e  je  htn  2ten  33erü^rung^:punft  barfteüen. 

ßuf,  §iebur(^  Ibft  fii^  au(^  bie  Slufgabe,  einen  ^ei^  p 
jei(^nen,  ber  2  Äreifc  KKi  unb  §roar  ben  einen  K  in  einem  be^ 
ftimmten  ^pnnfte  a  berührt;  man  jiel)t  p  biefem  ^xoz^t  Ut  San^ 
gente  aa  unb  tjon  beren  S^nitt^unft  mit  ber  6!^orbale  öon  KKi 
bie  beiben  Sangenten  an  Ki,  il^re  Serü^rungj^^unfte  liefern  bie 
Serül^rung^^unfte  be^  gefud^ten  Äreife^ ,  fo  ixx^  alfo  bie  Slufgabe 
im  2lt[gemeinen  2  2lupfungen  julägt, 

^erü^ren  tjon  3  Greifen  ie  2  fid^,  fo  gelten  bie  3  ge? 
meinfd^aftli^en  Sangenten  burd^  einen  ^untt. 

439,  ©nen  Ärei^  E2  gu  bef (^reiben,  ber  einen  gegeben 
mn  Ärei^  Ki  berührt,  unb  bur(%  2  fefte  ^Punlte  AB  ge|t. 

Sefd^reibt  man  einen  ^ilf^freii^  K3  ber  hux^  AB  gel^t  unh 
mit  bem  Äreiö  Ki  bie  g^orbale  c  l)at,  fo  ift  ber  @c^nitt^unlt  P 
j)on  AB  u,  c  ber  6:^orbalpun!t  ber  Äreife  KiK2K3  unb  ia  bie 
gi^orbale  i)on  Ki  unb  K2  eine  Sangente  an  Ei  fein  foE,  fo  beftimmen 
bie  beiben  t)on  P  an  E^  gezogenen  Sangenten  bie  33erü^rung#^ 
^unlte  ber  beiben  moglii^en  Serü^rungj^freife  K^. 

440,  ©inen  Ärei^  p  befd^reiben,  ber  2  gegebenen  Greife 
EiEa  f entreißt  burä)f(^neibet  unb  einen  Ärei)3  Kg  berul^rt 
ober  burc^  einen  feften  5ßunlt  E3  ge]^t. 
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33a  ber  gefud^te  Äreii^  nac^  432  ^nl  burdf;  2  unjti?etbeuttg 
beftimmte  fünfte  ber  Sentraöiriie  KiK^  ge^en  tnu§,  fo  tft  biefe 
2lufgal6e  auf  bie  lefete  jurütfßefu^rt. 

441,  2lufg.  (ginen  Ärei!^  ju  kf($retkn,  ber  mit  einem 
gegebnen  Kl  eine  gegebene  (J^orbale  c  ^abt,  unb  nod)  ir- 
genb  eine  23ebingung  erfüüt. 

©er  fragli(^e  breiig "^gel^ört  einem  burc^  4  fünfte  beftimmten 
^t)'\tem  an,  in  mlä)em  ber  (J^orbale  bie  unenblic^  ferne  ©erabe 
al^  ©egenfeite  be)8  gemetnfamenen  4  (gtf^  entf:pric^t,  bie  OrbnungiS^ 
demente  irgenb  einer  ©efantc  muffen  alfo  t)on  ber  c  gleid^  tüett  ab- 
fte^m  unb  burd^  bie  ©(^nitt))unfte  it^  2ten  Äreife^  ^armontfd^ 
getrennt  fein,  man  finbet  biefelben  mä)  432  am  einfac^ften  baburd^, 
ba§  man  einen  Äreii^  bef(^reibt  ber  ben  gegebenen  rei^ttüinöig 
burd^fc^neibet,  unb  beffen  aKittel))un!t  auf  c  liegt,  bie  ©(^nitt))unfte 
mit  ber  i)om  ßentrum  K^  auf  c  gefällten  ^er:penbifel  bilben  biefe 
Orbnung^elemente, 

©oH  nun,  um  einige  ©eif^iele  für  biefe  fo,  tx>ie  fie  l^ier  ge^ 
gegeben,  unbeftimmte  Slufgabe  naiver  ju  betrad&ten,  berjenige  ber 
ermäl^nten  Greife  gefunben  ttierben,  ber  no($  burc^  einen  gegebenen 
^unft  M  gel^t,  fo  n)irb  mm ,  ba  bie  2lufgabe  blo§  bann  ^«^ereffe 
^aben  !ann,  t^enn  c  u.  K2  tmagin.  fünfte  gemein  ^aben^  am  ein= 
fac^ften  benienigen  Äreiö  Äi  juerft  afö  §ilf)8!rei!3  jei(^nen,  ber  alle 
ju  bem  Softem  K^  c  geprigen  Greife  red)ttüinHig  f($neibet,  unb 
bur(^  M  ge^t,  benn  berfelbe  gel^t  bann  nad^  432  ^nl  burdb  2 
reelle  fünfte  ber  ©entrallinie  ber  Greife  be^  @i)ftemi3  unb  ift 
alfo  ali^  gegeben  ju  Mxaä)tm.  ©er  Oiabiui^  ^^  M  biefe^  ^ilf^S- 
freifeig  ift  aber  atebann  Sagente  bei8  gefu(^ten  Äreife^  in  M,  fo  ba§ 
umge!el^rt  bie  Sangente  oon  Äi  in  M  ben  ^ittel^^unft  be^  gefud^^ 
ten  Äreifeig  enthalten  mu§,  tooburi^  bie  2lufg,  aU  gelöft  ju  be- 
trachten ift. 

®oE  ber  gefüllte  ^reig  be^  ©^ftemsS  K^  c  no(^  einen  gege- 
benen Ärei^  K2  berühren,  fo  beftimmt  bie  ©prbale  t)on  K^  Ko  ben 
6prbal:punft  ber  3  Greife,  vooiuxä)  bie  2lufgabe  auf  439  prütf- 
geführt  ift, 

9la($  432  töirb  jeber  ©urd^meffer  eines  Don  2  einanber  fenl- 
red^t  bur(^fc^neibenben  ÄreifeiS  Don  bem  anbern  in  2  foniugirten 
^unlten  gef Quitten,  ^ierau^  folgt: 
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442,  3)uvd)  2  ^aar  foniugirte  fünfte  2er  ©ur^mefjer 
eine^  £relje§  9el)t  immer  ein  neuer  Ärei^. 
S)a  für  irgenb  einen  Äret6  Ki  Jeber  ^unft  M  mit  bem  i^m 
foniuöirten  ^unft  Mi  be^  ju  M  ge^öric^en  S)urd)mefferg  M  K^ 
auf  einem  ben  ^rei^  K^  red^ttDinllig  burc^f(^neibenben  Ärei^  Äi 
liegt,  unb  tDenn  2  Greife  Ki  u.  K2  gegeben  finb,  t^.  nur  1  Ärei^ 
£1  gieW,  ber  bnri^  M  gel^t  unb  beibe  fenfrec^t  bur(^f($neibet,  fo 
folgt  ^ierau^ : 

®inb  jtx)ei  Greife  K^  u.  K2  unb  ein  ^untt  M  gegeben, 

unb  man  fuc^t  für  jeben  ber  beiben  greife  ben  bem  M  !on== 

iugirten  ^un!t  bejg  juge'^örigen  ©uri^mefferig   unb  ttjieber- 

l)olt  biefe^  aSerfal)ren  mit  ben  auf  biefe  2lrt  neu  gefunbenen 

fünften  unb  fo  fort,   fo  liegen  aöe  fo  erl)altenen  $un!te 

mit  M  in  einem  Ki  u.  K2  fen!red)t  burd)f(^neibenben  greife. 

3^acf)  138  bilben  bie  6  2lel)nti(i)feit^^un!te  t)on  3  Greifen 

K1K2K3  bie  eecfen  eine^  t^offftänbtgen  4©eit^,  beffen  ^0== 

larbreiedf  bie  3  3Jlittet;pun!te  K1K2K3  finb, 

2lnm,    SSir  bejeic^nen  in  bem  ^Jlac^folgenben  bie  t^erfc^iebe- 

neu  2le^nli(^!eit^))unf te  baburci),  ba^  toir  an  ben  aSut^ftaben  A  ober 

J,  bie  ben  äußern  ober  innern  2lel)nlic^feit!S:pun!t  bebeuten,  ie  auc^ 

bie  beiben  3^^!^^^  beifügen,  bie  anzeigen  follen,  für  ^elc^e  2  Äreife 

ber  fraglii^e  9ßunft  3le:^nli(^!eit^^)unft  fein  foK;    bemnaci)  ift  Ä12 

ber  äußere  2lel)nlid)!eit^:pun!t  oon  Ki  u,  K2.    yi<xä)  biefer  Sejeic^- 

nung  enthalten  bie  4  Seiten  be^  4©eit^  in  442  je  folgenbe  Sle^n- 

li(^teit^:pun!te :    1)  A12  A13  A23 ,    2)  A12  J13  J23 .   3)  A^g  J12  Jgsr 

4)   A23  J12  Jl3- 

©eftüfet  auf  biefen  @a^  138  erhält  man  nun  nod)  eine  Sin- 
ja^l  tx)eiterer  @ä^e  über  biefe  2le]^nti($!eit^))un!te  3er  Greife 
Kl  K2  K3 : 

443.  '^it^  man  i)on  ben  ©den  be^  bur(^  bie  3  ?[Jlittel^ 
))unlte  Kl  K2  K3  gebilbeten  ©reiecf^  je  na(^  ben  innern 
3Ie^nlid)feit^))un!ten  ber  ©egenfeite  3  Sran^oerfalen,  fo 
fi^neiben  ftd)  biefe  in  1  3ßun!te,  ba^felbe  finbet  ©tatt, 
tDenn  man  2  ber  3  innern  3le]^nli(^feit^punfte  je  mit  ben 
entf:pred)enben  äußern  i)ertauf(^t, 
S)iefe^  folgt  unmittelbar  au^  417  iz. 

^fafj;  neuexc  ©eometrie  11.  14 
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444  Stimmt  man  4  ^eife  K1K2K3K4,  fo  erl^alt  man 
12  jol(^er  3IeI)nltc^!eit^^un!te,  bie  ju  je  3  in  16  ©eraben  p 
liec^en,  tx)obet  burd)  Jeben  btefer  12  fünfte  4  ber  16  ®e^ 
raben  p  ge^en.  Stu^erbem  ekelten  aber  ^infid^tttd^  biefcr 
12  2leftnli(^feitg:punfte  no^  folgenbe  mertoürbige  ^telatto- 
nen:  bie  aSerbinbungi^ttnien  je  2er  biefer  12  5ßun!te  Befttm- 
men  im  ©an^en  nod)  18  neue  ©erabe,  3)on  biefen  18  ©e^^ 
raben  g^e^m  nun  Ij  no(^  4  3JlaI  je  3  bur(^  bie  4  Wtitteh 
))unfte  ber  2  Äreije  (yok  bieje^  feftftt)erftänblic6  au^  ber 
S)eftnition  ber  3te]^nli(^Mt0:pun!te  folgt),  2)  gel)en  tioä) 
32  mal  je  3  burc^  je  1  qjunft. 

S3etra{$tet  man  nämlit^  irgenb  eine  ber  16  ©eraben  p,  \i> 
!ann  man  [te  al^  bie  3l^e  ber>erfpe!t.  Sejiel)ung  i)on  ie  1  ^aar 
:perf^eft.  ©reiecfe  betra(ä)ten,  beren  entf:prec^enbe  (3eiten:paare  fic^ 
in  ben  brei  3Ie^nli(^!eit^pun!ten  eben  biefer  ©eraben  p  f(^nei= 
ben,  bie  aSerbinbungölinien  ber  3  ^aare  entfpre(I)enber  (Sc!en  ie  eine^ 
fotc^en  ^aare^  :perf:peft  35reie(S  liefern  aber  je  3  fold^e  ft($  je  in 
1  ^un!te  f c^neibenbe  aSerbinbung^linien;  i)orau!^gefe|t,  ba§  eben  bie 
5Dreierfe  fo  getr)dl)(t  finb,  ba§  i^re  (Scfen  2leI)nlid)Mt^))un!te  bar^ 
ftellen.  Setracbtet  man  aber  irgenb  eine  ber  ©eraben  p,  fo  ge^en 
burd)  ieben  ber  3  in  i^v  enthaltenen  3le^nli(^!eit^pun!te  gerabe  noi^ 
3  anbere  fotdje  ©erabe,  i^on  benen  iebe.  tüieber  2  neue  3Iel)nlic^= 
leit^:pun!te  entl)ält,  fo  ha^  man  alfo  l)in[i($tlid)  ber  2Bat)l  ber  er- 
ti^äl^nten  :perf:pe!t  3)reiecfe  eine  jiemlid^e  3lu^wal)t  übrig  be:^alt, 
i)on  ber  man  fii^  iebod)  atebalb  überzeugt,  bafe  fte  fi(^  je  auf  eine 
3fa(^e  3}tögli(^feit  bef(^rän!t,  t)on  benen  bie  eine  ftetö  ju  bem  ^ier 
oben  unter  1)  angeführten  8tefultat  fül)rt,  toa^renb  bie  beiben 
anberen  ju  einem  ber  32  oben  unter  2)  angeführten  ^lefultate  ge- 
langen laffen,  tx>ie  nun  au!8fül)rli(^  g^^^tgt  toerben  fott: 

§infid)tli($  i^rer  geometrifd)en  Sebeutung  verfallen  bie  ©e^ 
raben  p  in  2  oerfc^iebene  ©ru$>^en,  oon  benen  bie  ©eraben -ber 
einen  (4  an  ber  3a^l)  je  3  dunere  2Ie]^nli(^!eit^:punfte  enthalten, 
toä^renb  auf  ben  ©eraben  ber  2ten  (12  an  ber  ^a^l)  ie  1  äußerer 
unb  2  innere  3{el)nlic^!eit^:punfte  liegen.  S)ie  O^efultate,  ju  benen 
man  fo  hnxä)  Senüfeung  ber  ©eraben  ie  1  ©ru^^e  gelangt, 
unterf(^eiben  fid}  ba^er  nur  burc^  bie  ©ru:p))irung  ber  Äreife  Ki 
K2K3K4  unb  führen  ba^er  tijefentlic^  gu  benfelben  Säfeen.    ^^-- 
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trachten  n)tr  bal)er  aU  3te))räfentanten  ber  Iften  ®ru:p:pe  bie  ®e^ 
rabe  A12A13A23  unb  aU  3fte:präfentant  ber  Uten  ®ru:p^e  A12J13J23 
unb  fül)ren  nac^  beu  oben  angezeigten  @efid)t^pun!ten  an  it)nen  bie 
frac^lic^e  (gntmicflung  huxä^: 

lA  S)ur(^Ai2  9et)en  nod)  bie  ©eraben  a)  J13  J23 
„  „  „       b)  A24  Ai4 

//  //  //       c)  J12  J24 

B  burd)  Ai3     „  „  ,,        a)  J12  J23 

,f  ff  ff  b)   Ai4  A34 

w  //  ff  C)    J'M    J34 

C  bnrd)  A23      „  ,,  „        a)  J12  J13 

;/  ff  ff  t>)    A24A34 

//         ^         //  //  C)    J24    J34 

^ieran^  gcl)t  aber  nnn  al^balb  aU  9iefultat  I)eruor: 
&  fönnen  :perf:pe!t.  fein 

I  1)   Ji3  J23  Jj2  u,  A24  Ai4A34  (ti^cgen  Aa,  b,  Ba,  b,  Ca,  b,) 

2)  Ji3  J23  J12  w*  J24  *^i4  J34  Ot)egen  Aa,  c,  Ba,  c,  Ca,  c,) 

3)  A24  A14A34  u,  J24  Ju  J34  Oi^egen  Ab,  c,  Bb,  c,  Cb,  c.,) 
SSenben  tx^tr  un^  jnr  S^etrac^tuncj  be^  Uten  gallig,  fo  erl^ölt 

man  ganj  auf  biefette  SBeife: 

IL  burc^  A12  ört)en  nod)  bie  ©eraben  a)  A13A23 
f,  ,f  ,f        b)  A14A24 

ff  ff  ff  ß)  Jl4    J24 

Jl3        ff  ff  ff  ^)  ^23  J12 

//  ff  ff  ^)  ^14  J34 

//  ff  ff  ^)  -^34  Jl4 

J23         /;  ff  ff  ^)  A13  J12 

ff  ff  ff  t>)  A24  J34 

ff  ff  ff  ^)  Ä34  J24 

©^  fönnen  bemnad)  nur  je  folc^enbe  2S5reiede  :perf:peft  fein: 

II  1)  A13  J12A23  u.  A24J34A12  (ti^egen  Aa,b,  Ba,  b,  Ca,b,) 

2)  Ai3 1^2^23  1^-  J24A.34  Ji4  (ttjegen  Aa,c,  Ba,  c,  Ca,  c,) 

3)  A14A24J34  u,  Ji4  J24  A34  (ti^egen  Ab,  c,  Bb,  c,  Cb,  c,) 
13.,  u.  113.,  fixieren  ju  bem  felb[tDer[tänbli(^en  oben  unter 

1)  angeführten 'Sftefuttat,  ha^  bie  2  2le^nli(^f eit^:pun!te  je  2er  Greife 
auf  ber  (Centrale  beiber  Äreife  liegen. 

Um  aber  bie   übrigen  Slefultate  bequemer  in  äBorten  jufam^ 

14* 
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nienfaffen  ju  !önnen,   möge  t)ter  ba^  lijmn  alten  ©emetnjame  hz^ 
fonberi3  :^ert)orgel)okn  tt)erben: 

3n  iebem  ber  obigen  6  gälle  I  1,,  2,,  3.,  unb  II  L,  2,,  3., 
ftnb  bie  (Scfen  be§  Iften  ber  jeti^eitigen  2  :perj^eft  ©rete(f e  3  3lel)n= 
lic^feit§:punfte  t)on  tlofe  3  ber  4  greife,  jeboc^  ber  5lrt,  ba^  i)on 
ben  3  paaren  öon  Äreifen,  ju  benen  fic^  bie  3  i^eretnigen  laffen, 
iebe§  einen  feiner  beiben  5'leI)ntic&!eitS^nn!te  aU  etne^  ber  3  föc!en 
abgiebt;  voxv  ti)olIen  biefeig  mm  alfo  anöbrüöen:  e^  fei  in  beut 
©^[teme  ber  fraglichen  3J?^reife  jebe^  Ärei^:paar  burc^ 
einen2le^nli(f)!eits:pnnft  tjertreten.  Setrai^tet  man  ferner 
in  allen  erwähnten  6  gdllen  Je  2  entf^rec^enbe  @(fen  ber  iebeö^ 
ntaligen  :perfpe!t  ©reiecfe,  fo  fie^t  man,  ba^,  n^enn  ba!3  eine  @(f 
für  irgenb  2  greife  2lel)nlid)!eit^:pun!t  ift,  ba§  anbere  ftet^  ju  ben 
beiben  nod)  übrigen  ber  n  Äreife  al^  ^' 3Iel)nlid)feit^:pnntt  gehört, 
ti)ir  tx)oIIen  biefe^  alfo  an^brüdfen:  ba;^  eine  @(J  gel}öre  ^n  bem 
©rgänjnng^:paar  oon  ^'reifen  be^  anbern,  §ierna(f)  taffen 
\iä)  bie  obigen  3ftefnltate  alfo  in  2B orte  faffen: 

I  1)  ®inb  bei  einem  ©ijftem  Don  3  ber  4  Äreife  bie 
3  ^aare  bnrd)  bie  3  innern  9Iel)nli(f)feit^:pnn!te  t)ertreten,  unb  "ozv^ 
binbet  man  jeben  berfelben  mit  bem  äußeren  2let)nlic^Mtg:pun!te 
be^  (£rgänjung^))aare^  oon  Äreifen,  fo  f(^neiben  fic^  biefe  3Sinien 
in  1  fünfte  S;  foId)er  fünfte  S  er^^dlt  man  na(^  ben  4  möglichen 
©^ftemen  oon  3  Greifen  4» 

I  2)  ©inb  bei  einem  ©i^ftem  oon  3  ber  4  Greife  bie  3  3ßaare 
tt)ieber  burd^  bie  3  innern  2le:^nlid^!eit^))un!te  t^ertreten,  unb  oer^ 
binbet  man  Jeben  berfelben  mit  bem  innern  2le^nli(^!eit^:puntte  beg 
6rgänsung^:paare^  oon  Greifen,  fo  fc^neiben  ftd)  biefelben  in  einem 
^Punfte  Si;  folc^er  fünfte  S^  giebt  e^  4, 

II  1)  ©inb  bie  3  $aare  eine^  S^ftem^  i)on  3en  ber  4  Äreife 
burc^  2  äußere  unb  1  inneren  oertreten,  unb  oerbinbet  man  ieben 
äußern  unb  jeben  innern  entf:pre(^enb  mit  bem  äußern  unb  innern 
be^  (Srgän5ung^:paare^  i^on  Greifen,  fo  fd)neiben  \iä)  biefe  3  ®e- 
rabe  je  t^ieber  in  1  fünfte  Sg;  fol($er  gjunfte  S2  erl^dlt  man  auf 
biefe  SSeife  4 mal  3,  b,  :^/12. 

II  2)  ©inb  bie  3  ^aare  eine^©^ftem^  i)on  3en  ber  4  Greife 
it)teber  burc^  2  äußere  unb  1  inneren  vertreten,  unb  i^erbinbet  man 
feben  äußern  unb  jeben  innern  umgelel^rt   gerabe  mit  bem  innern 
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unb  andern  be^  ©rgansungö^aare^  Don  greifen,  fo  fd^netben  fid) 
biefe  3  ©erabe  triebet  in  1  fünfte  S3;  foti^er  fünfte  S3  erhält 
man  auf  biefe  SBeife  wieber  4  mal  3,  b.  l).  12. 

445.  33erül)rt  in  442  einer  ber  3  Greife  bie  kiben  anbern, 
fo  ift  bie  grage,  ob  er  beibe  gleichartig  ober  ungleichartig  berührt, 
im  Iften  gaff  faffen.  enttt^eber  bie  beiben  innern  ober  bie  beiben 
äußern  9lel)nli(§Mt^))un!te  berfelben  mit  ben  beiben  .^Serüt)rung§' 
))unften  jufammen,  im  anbern  §affe  ftefft  immer  ber  eine  aSerö^-- 
rung^^unlt  einen  äußern,  ber  anbere  einen  innern  2lef)nlicb!eit§:punft 
bar.  §ierau^  ergiebt  ficf)  aber  nun  unmittelbar  tt)ieber  ber  in- 
434  angefül)rte  @a|,  ba§  bei  glei(i)artiger  SSerü'^rung  2er  Greife 
bur(^  einen  3ten  Äreiig  bie  Serül^rung^:pun!te  auf  einem  äußern, 
bei  ungleid)artiger  auf  einem  innern  2le^nli(^!eit^ftra^l  liegen. 

a3etrad)tet  man  bie  Greife  Ä1Ä2 . . .,  toel(f)e  2  gegebene  greife 
K1K2  äuglei(^  berühren,  fo  muß  man  fie  in  4  Slbt^eilungen  f(^ei^ 
ben,  nämlici^: 

1)  Sie  SSerü^rung  bei  beiben  ift  eine  äußere,  fo  ba§  bie 
beiben  ^aare  oon  23erül)rung6:punften  burt^  JisJu  wnb  J23J24.S^ 
bejeid)nen  finb,  tx>ä^renb  J13J23  fowo^l  aU  Ju  ^*  J24  ^otenjl)at= 
tenbe  fünfte  für  A12  finb. 

2)  S)tea3erü^rung  ift  bei  beiben  eine  innere,  fo  ba§  in  biefem 
gaffe  bie  Serül)rung^:pun!te  burc^  A13  A14  u.  A23  A24  ju  bejeic^nen 
finb,  tx)äl)renb  n)ieber  A13  A23  foit)ol)l  ate  A14  A24  :potenä^altenb  für 
A12  finb. 

3)  S)ie  Serül)rung  ift  bei  K^  eine  innere,  bei  K2  eine  äußere, 
fo  bafe  in  biefem  gaffe  bie  33erüt)rungig;punlte  burc^  A13  A14  unb 
J23  J24  P  bejei(^nen  finb,  ti^al)renb  A13  J23  foti)ol)l  al^  A14  J24 
))otenj^altenb  für  J12  finb. 

4)  S)ie  aSerü^rung  ift  bei  Ki  eine  äußere  unb  bei  K2  eine 
innere,  fo  ba§  in  biefem  gaff  bie  Serü^rung!g:pun!te  burc^  J13J14 
unb  A23A24  JU  bejei(^nen  finb,  t^ä^renb  toieber  J13A23  fotoo^l  afö 
J14A04  für  J12  ^otenj^altenb  finb. 

§ierau^  gel^t  nun  unmittelbar  folgenbe^  l^eroor: 

446.    gür  ie  2  Äreife  ^3^4   berfelben  S^ftem^  liegt 

ftetg  ber  dufeere  2le^nli(^feit^:punft  A34   auf  ber  6t)orbale 

ober  ^otenjlinie  ber  Äreife  K^  K2    b.  §.  bie  (ä^orbale  ift 
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ber  gcometrtfd)e  Ort   aöer  äußern  2{ef)nlt(^Mt^:putt!te  für 
bte  einzelnen  ^aare  i)onÄreijett  eine^  unb  be^felben  ©i)ftem^. 

3tt  aüen  einzelnen  4  gäKen  liegen  nämltcf)  ]om^  ie  bie  bei- 
ben  Serü^rung^^unfte  loon  ^3,  ate  aud)  je  bie  beiben  Serü^rung^^ 
fünfte  t)on  A4  naiä)  442  mit  bem  ^$un!te  A34  in  einer  ©eraben, 
au^erbem  i[t  aber  ebenfalls  in  aüen  4  gdHen  ber  S3erül^rungg' 
:punft  'oon  K1Ä3  :potensl)altenb  ju  bem  t)on  Kg  A3  unb  ebenfo  ber 
Serü^rung6))unft  X)mx  K^Ä^  potenj^altenb  ju  bem  i)on  K2Ä4  unb 
jtDar  [tetig  für  benfelben  2(el)nli(^feit^:pnn!t  i)on  K^Kg, 
fo  baß  atfo  aud)  in  aüen  gaffen  bie  SSerbinbung^^linie  ber  33erül)^ 
rung^:pun!te  auf  A3  bei  ber  ^otenstalität  ber  Greife  ber  aSerbin^^ 
nung^linie  ber  Serüf)rung^))unlte  auf  A4  entf;pri(^t,  ti;)orau^  nad) 
428  folgt;  baß  iljr  ®(^nitt:pun!t  A34  auf  ber  ^otenjlinie  K^Kg 
liegt.  aSergleid)t  man  in  berfelben  ^infic^t  bie  Greife  ber  t)erjd)iei 
benen  ©^fteme  mit  einanber,  fo  finbet  man,  baß  bie  beiben  fünfte, 
n)orauf  fic^  ber  foeben  gefül)rte  Setx)eii^  ftüfete,  nur  bann  für  2  Greife 
2er  t)erfc§iebener  ©^fteme  nod)  giltig  finb,  tüenn  man  entii^eber 
einen  Ärei^  be^  Iften  ©^ftem^  mit  einem  be^  2ten,  ober  n?enn 
man  einen  Ärei^  be^  3ten  ©t)ftem^  mit  einem  beig  4ten  pfammen^^ 
fteüt,  benn  1)  ge^en  auc^  in  biefen  beiben  gaffen  bie  SSerbinbungö^ 
linien  ber  23erü^rung^:punfte  i)on  A3  fon)obl  al6  i)on  ^4  *)  bur(^ 
benfelben  2lel)nlic^!eit^))un!t  'oon  K1K2,  ber  iebod)  l)ier  J12  ift,  nnb 
2)  finb  biefe  beiben  ©eraben  tr)ieberum  für  benfelben  2lel)nU(^' 
leit^^unlt  ipotenj^altenb, 

SSRan  erljält  alfo  nod^  folgenben  ©ai^: 

447.  ©ie  (£t)orbale  K1K2  ift  ber  geometrifd)e  Ort  für 
bie  innern  2Iel)nlid)feit^:pun!te  affer  Ärci^;paare,  t>on  benen 
ber  eine  bem  Iften,  ber  anbere  bem  2ten,  ober  aber  ber  eine 
bem  3ten  unb  ber  anbere  bem  4ten  ©i)ftem  angehört. 

^nl  h  S)iefe  446  u.  447  l)ier  mitgetl)eilte  eigenfd)aft  ift 
bie  aSeranlaffung,  baß  man  unter  ben  oben  bef:prod)enen  4  ©ru:p:pen 
tt>ieber  bie  beiben  Iften  unb  eben  fo  bie   beiben  legten  unter  ge^ 


*)  m  i\t  iel6fti)"erftanbltc^,  ba^  biefelben  ^ud)ftaBen  ^^3  ^^4  in  btefeit 
i^iet  etii;)cif;nten  gäHen  t)erfc§iebene  ^ebeutim^  Ijabm,  unb  iiuv  thm  3^e]jräten= 
tanten  ber  einzelnen  ^erül^vuncj^lteife  barfteUen,  ha  e^  nic^t  notl)ti:)enbtö  fd^ien, 
t)er{d§iebene  ^e^eid^nmtgen  l)ier  ein^ufü^veiu 
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meinf ament  ®eft($t^^un!te  juf atttmenfafet,  inbem  man  ijott  aßen  ^m^- 
un  ber  Reiben  Ifteti  @ru:p:pen  fagt,  fie  berühren  K^  u»  K2  ale^- 
artig,  i)on  allen  ber  2  legten  @ru^:pen,  fie  berühren  Ki  u.  K^  xm^ 
gleichartig,  ttJte  f(^on  434  angebeutet  tt)urbe. 

3uf,  2.  pr  bie  ©ä^e  446  unb  447  möge  t)ter  noii)  ein 
befonberer  3iz\m^  folgen: 

®tnb  (gig.  71)  A3  A4  2  Greife,  bie  bie  Greife  KiKg  gleich- 
artig berühren,  fo  tuiffen  tDir  au^  434,  ba§  bie  SSerbinbung^linie 
ber  beiben  23erül)rung^:pun!te  foti^o^l  auf  bem  Greife  Ki  aU  au(^ 
auf  bem  Greife  K2,  enttijeber  burii)  ben  2le^nli($feit^^)un!t  J34  ober 
A34  gelten,  unb  ivoax  ift  jebeiS^ßaar  foIi^erSSerii^rung^^unfte,  b,  1^* 
fowol)l  bi3  u.  bi4  ali^  au^;^  b23  u-  ^24  *)  ))otenä^altenb  für  biefen 
2le^nli(%!eit§:punlt,  ytaä^  433  in  SSer^inbung  mit  432  ^uf,  1  mufe 
bal)er  ber  fragliche  3lc^nlic^feit^:punft  not^U)enbig  auf  ber  (S^orbale 
oon  Kl  K2  liegen. 

448,  hierauf  gefüllt  tiJoGen  tt)ir  nun  an  bie  8öfung  ber 
i)ielfad)  bel)anbelten  Slufgabe  ge'^en:  ©inen  Ärei^  ju  befd^rei^ 
ben,  ber  3  gegebene  Greife  K0K1K2  jugleic^  beriil^rt 

SSor  allem  ift  flar,  ba§  bie  Greife  A3  A4  Ä5-  >  »  v 
mlä)t  ber  3tufgabe  möglicher  SBeife  genügen  fönnen,  in  fol= 
genbe  8  ®ru))^en  fi(^  orbnen  ober  fonbern  laffen,  bie  man 
erhält,  wenn  man  in  SSetrac^t  jie^t,  in  toelc^e  ber  in  446 
angefüf)rten  4  2lbtl)ei(ungen  ber  gefuc^te  23erü^rungi3frei§  Ö^Ö^tt^ 
über  ben  gegebenen  Greifen  Ko  K^  K2  geprt;  er  fann  namlii^ 
1)  aßen  3en  gegenüber  in  bie  Ifte  2lbtl)eilung  ober  2)  allen  3en 
gegenüber  in  bie  2te  Slbt^eilung  gehören,  3)  KoKi  gegenüber  in 
bie  Ifte,  aber  bann  notf)tDenbig  ben  beiben  anbern  Ärei^:paaren  ge^ 
genüber  in  bie  4te.  4)K'oKi  gegenüber  in  bie  2te,  aber  bann  not^= 
tüenbtg  ben  beiben  anbern  Äreii3:paaren  gegenüber  in  bie  3te,  5) 
6)  unb  ebenfo  7)  8)  erhält  man  au^  3)  4),  njenn  man  KoKi  mit 
K0K2  ober  mit  K1K2  i)ertauf{$t. 

3uf.  1.  3n  Uebereinftimmung  mit  447  ^nl  laffen  fic^  btefe 
8  ®ru;p;pen  in  4  3lbt^eilungen  jufammenfaffen,  i^on  benen  I  aUe 
Würben  entplt,  w^z  K0K1K2  gleid^arttg  berühren,  11  alle  bie, 
toeld)e  blo§  KoKi  gleichartig  berühren,  III  alte  bie  K0K2  gleii^:^ 


*)  SCSegen  biefer  ^e^eid^mmcj^art  f,  448  mi  ©d^Iuß. 
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artig  berü^^rett;  IV  aüe  bie,  mlä!)e  Uo%  Ki  K^  gleichartig  berüljrett, 
mnn  man  nur  [tetig  bebenit,  bafe  jebe  fo{(^e  in  2  Unterabtl)eilun^ 
gen  verfällt. 

3uf.  2.  6^  foK  nun  einei3t{)eil^  au^finbig  gemacht  ti^erben, 
tt)ie  Diele  berartige  Greife  in  jeber  ber  erti^ä^nten  8  @ru;p:pen  ent- 
galten  finb,  unb  anberntl^eiB  bie  jur  Äonftru!tion  biefer  Greife 
nötl)igen  ober  auc^  16equem[ten  Seftimmung^ftüdfe  ermittelt  tt)erben. 
3n  biefer  SSejie^^ung  möge  i)or  aCem  ^er\)orge^oben  t^erben, 
n)ie  bie  in  ben  B^fälen  ju  447  unb  ju  448  l^eri)orge'^otene  SSer^ 
einfac^ung  ber  in  ben  9tummern  felbft  angegebenen  @ru^))trung 
für  bie  geometriji^e  33e:§anblung  biefe§  t^ie  atter  ä:^nli(%en  $roHeme 
tt)efentli(f)e  93ortt)ei(e  get^äljrt,  inbem  M  Riebet  jeigen  ti^irb,  mlä^ft 
ttjefentlidje  geometrifc^e  @igenf(^aften  bie  beiben  UnteraBtl)eilungen 
je  einer  Slbt^eilung  gemein  l^aben  unb  iDorin  fie  \i^  unterfd)eiben; 
er[t  I)iebur(^  ti)irb  bie  Symmetrie  in  ber  ®ru^:pirung  aller  Serül):^ 
rung^!reife  beutlid)  jum  3Sorf(|ein  fommen  Jonnen;  tt)ir  woHen  Rie- 
bet bie  beiben  in  jeber  ber  4  2lbtt)eitungen  t)on  448  ^nl  1  enthal- 
tenen Unterabtl)eilungen  baburd)  bejeidjnen,  ba[3  n)ir  ben  3^l)len  I 
n  III  IV  ber  2lbtl)eilungen  felbft  bie  i^(ä)kn  1.,  ober  2.,  a\ü)an-^ 
gen,  inbem  bie  1.,  immer  ben  gall  anzeigen  joll,  für  ben  ,^3  unb 
A4  in  23ejug  auf  bie  33erü:^rung  je  eine^  $aare6  ber  3  Greife 
K0K1K3  einer  unb  berfetten  ber  8  Oru^^en  i)on  448  angeboren, 
fo  bafe  Ii,  IIi,  Uli,  IVi,  entf:pre(^enb  bie  ®ru^:pen  1.  3.  5.  7  i^on 
448  barfteEen. 

33ejeid)nen  tt>ir  nun  mit  A3  A4  irgenb  2  S3erü^rung)8!reife,  bie 

gu  einer  unb  berfelben  ber  4  Slbt^eilungen  I  II  III  IV  i)on4483uf.l 

gepren  unb  Bejeii^nen  ti3ir  ferner  bie  23erü^rung^^)un!te  burd^  ben 

S3ud)ftaben  b,  an  ben  tt)ir  jur  Unterfd)eibuttg  bie  ^(lijUn  ber  Greife 

beifügen,   tt^e^e  fii^  berühren,  jo  ba^  j,  23.  bo4  ben  ©erül)rungö= 

^un!t  Don  KqU.  K4  bebeutet,  fo  erl^alten  wir  folgenbenS)o:p:pelfa|: 

449.      1)  5)ie  gprbale  i^on  Ä3.f?4  i'ft  ftet6   einer  ber 

4  gemeinfd)aftlid)en  2lel)nli(^!eit^ftral)len  mx  K0K1K2  unb 

j^ar  für  2  a3erül)rung^!reife  ber  2lbt^eilung  I  ift  e^  ber 

3le^nli(^!eitg[traf)l  Aqi  A02  A^g    für   bie  2(bt^eitung  II  Aoi 

J02J12/  für  Slbt^eilung  III  J01A02J12,   füt:  3lbt^eilung  IV 

J01J02A12;  2)  bie  folgenben  ^aare  ^on  Serül)rungia:punlten 

^3o'l^4o;  631^^41;  ^32^42  fwb    iu  aUeu  gäüen  ^jotenj^altenb 
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in  SSejufl  auf  ben  tnnern  ober  äußern  2lel^nli(^!eit^:putt!t 
t)on  Ä3Ä4,  b.  ^,  entoeber  für  J34  ober  A34  (f.  gig.  72). 
Setrac^tet  man  ndmlid)  je  ein  ^aar  ber  Streife  K0K1K2 
aU  ein  ^aar  gemeinfanter  23erö^rungi^freife  üon  ^3  u.  Ä4/  f^ 
folgt  unmittelbar  an^  446  unb  447  bie  9li(^tigfeit  be^  Slbfa^e^  1), 
unb  jn)ar  glet(^mägtg  für  ben  gaH,  bafe  A3  u.  A4  ju  einer  ber 
beiben  in  ben  ?Ibt^eilungen  I II III IV  ent:^altenen  2  @ru^:pen  ge^ 
:^ören,  ober  baß  bie  eine  ber  einen,  bie  anbete  ber  anberen  biefer 
®ru:p:pen  angel)ören.  2Ba§  ben  2Ibfa^  2)  anlangt,  fo  finb  ^ier  bie 
beiben  in  jeber  2lbt§eilung  entl)altenen  ©ru^Jpen  für  aüe  4  2lbt^et:= 
lungen  babur(^  unterfi^ieben,  ba§  für  Ii,  IIi,  Uli,  IVi ,  bie  25e^ 
rül)rung^))unlte  auf  jebem  einzelnen  ber  3  greife  K0K1K2  ipotenj- 
^altenb  finb  für  ben  äußern,  in  ben  4  anbern  gällen  I2,  1X2,  1112, 
IV2,  für  ben  innern  3le^nli(^!eit^^)un!t,  toie  biefe^  unmittelbar  au§ 
434  ober  446  folgt. 

hierin  ift  nun  bie  §alfte  ber  Sofung  unferer  Slufgabe  ent- 
l)alten,  vok  fid)  an^  folgenbem  ©a^e,  ber  unmittelbar  golge  Don 
449  ift,  ergiebt: 

450.  a3erül)ren  2  Greife  A3  A4,  U)el(^e  einer  ber  4  Slb:^ 
tl)eilungen  I II  III  IV  t)on  448  ^u\,  angepren,  bie  3  Äreife 
K0E1K2  in  ben  ^un!ten:paaren  bosboi,  bi3bi4,  b23b24/  \^ 
gel)en  bie  3  SSerbinbung^linien  biefer  3  ^aare  i)on  33erül)' 
rung§;pun!ten  burc^  ben  ^ol  einer  ber  4  gemeinfamen  2lel)ns 
lid)!eit!aftra^len  unb  jtoar,  t^enn  A3  A4  ben  3lbt^eilungen 
I II  III  IV  angehören,    entf:prec^enb   burd)    ben  ^ol    i)on 

Aoi-A-02   -^12/   A01J02J12/    Joi^02Jl2/   JoiJo2Al2- 

?lac^  449  finb  mmlxä)  ftet^  biefe  ermähnten  ^unften^aare 
:poten5^altenb  für  bie  Äreife  A3  A4  unb  bal)er  fd)neiben  fic^  nac^ 
432  bie  beiben  Sangenten  in  fe  einem  fold)en  ^^aare  auf  ber  ß^or* 
bale  ober  ^otenjlinie  oon  A3  A4,  n)el(^e  eben  ti;)ieber  nad)  449  ber 
ertt?äl^nte  gemeinfame  2le^nlt(^!eit$ftra§l  ift. 

©ig  läßt  ft(^  aber  nun  für  bie  Sage  ber  3  ^^aare  t)on  23e^ 
rül)rung^:pun!ten  bo3  bo4,  bi3  bi2,  bo3  b24  noc^  ein  (^ara!teriftif($e)g 
Äennjei(^en  ermitteln,  ba6  in  folgenbem  @a|e  liegt: 

45L  ©inb»^3Ä4  tx)ie  in450  2Äreife,  ti^elc^e  bie  3 Greife 
K0K1K2  juglei(^  berühren  unb  einer  unb  berfelben  ber  4 
Slbt^eilungen  I II  III  IV  i)on  448  ^nl  angepren,  fo  ge^en 
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bte  aSerBtttbunfl^Men  ber  23erüt)ruttC5^:pun!te  auf  iebem  ber 
3  ema^ntert  Greife  alfo  bo3  ^04  ^^  ^13  ^14  ^*  ^23  624  [tet6 
hnxä)  ben  g^orbal^unft  t)on  KoKiKg, 

ajlan  überjeuc^t  ft(^  nämÜ(%  unmittelbar  au^  446  unb  447, 
ba^  für  bie  4  @ru:p^en  Ii,  IIi,  Uli,  IVi^  bte  erttjä^nten  ^aare 
t)onJ8erü]^rung^))Utt!ten  ^^otens^^altenb  ftnb  für  ben  2lel)nttcf)!ett^^ 
ipunit  A34,  n)ie  {(^on  449  I)ert)orflel^oben,  unb  ha^  in  aEen  biefen 
pllen  au(^  A34  auf -jeber  ber  3  (Sl)orbalen  KoK^,  K0K2  u»  Ki 
K2  Hecken  muffe,  baB  aber  für  bte  übrigen  4  ®ru:p:pen  I2,  II2, 
III2,  IV2,  für  wdä^e  bte  fraglichen  5|}unften:paare  potenj^altenb 
finb  für  J34,  auc^  gerabe  J34  auf  ben  erti)äl)nten  3  ©Ijorbalen  lie= 
gen  muffe, 

3uf-  §ierau^  gel^t  nun  unjweibeuttg  l^eri^or,  ba^  e^  in  jeber 
ber  4  Slbt^eilungen  I,  II,  III,  IV  nur  2,  alfo  überl)au:pt"nur  8  aSe^^ 
rül^rungiofreife  geben  lönne,  bie  felbftt)erftanbli(J)  jum  S^eil  ober 
atte  imagin.  toerben  fßnnen. 

452.    §ier  möge  noc^  unmittelbar  nac^folgenbe  Setrad^tung 
angef(J)loffen  mxhen: 

?ia(^  446  ift  bie  ß^orbale  2er  Greife  Ki  K2  ber  geometrif(^e 
Ort  ,  ber  äugern  2le|nli(i)!eit^:pun!te  i^on  je  2  Äreifen  Ä  ^1 , 
tt^eld^e  Kl  u.  Kg  jugtei(^  berül)ren  unb  babei  einem  unb  bem- 
felben  ber  4  in  445  angegebenen  ©ijfteme  angepren,  unb  e^  liegen 
babei  je  bie  2  Serü^rungö^unfte  fott)obl  ^on  Ki  aU  anä)  Don  Kg 
je  auf  einem  2le^nli($!eit^ftrat)l  eben  biefe^  äugern  2le^nli(^!cit^=^ 
^un!te^,  gragt  man  nun,  in  mläjzx  SSeife  ftd^  bie  Äreig:paare 
für  bie  einzelnen  fünfte  ber  ßprbale  al^  2le^nli^!eit§)5ttn!t  ju^^ 
fammengru:p:piren,  fo  finbet  man,  bag  im  3IKgemeinen,  b.  l).  n^enn 
nic^t  in  ber  fraglic^tn  ®ru:p:pe  ein  J:t)eil  ber  Serü^rung^freife 
imaginär  txiirb,  ju  jebem  .^rei^  Ä  in  Sejug  auf  Jeben  ^unft  A 
ber  (Sprbale  gerabe  ein  Ärei§  Äi  be^  ©^ftem^  geprt,  fo  bag  A 
ber  äugere  3le^nlic^!eit^^unft  t^on^Äi  tft,  n^orau^  umge!e:^rt  folgt, 
h<i^  ju  einem  beftimmten  ^unft  A  ber  Sprbale  unb  einem  belie--: 
bigen  breiig  A3  beö  S^ftem^  gerabe  ein  jn^eiter  Ärei^  A4  bei6  @^^ 
ftemS  geprt,  fo  bafe  A  ber  äufjere  2lepli(^!eit^:punlt  oon  ^3^4  ift. 

©a  nämlic^  K  (unb  eben  fo  Ki)  bie  beibeuÄreife  ^Stx  auf 
biefelbe  SBeife  berufen  foU,  fo  muffen  naä)  434  bie  beiben  .^erül)* 
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runö^^unfte  ÄK  u.  ÄiK  (unb  ebenfo  bie  29erü{)ruttö§^un!te  Ä  Ki 
u.  ,S:i  Kl)  mit  A  ie  in  1  ©eraben  liecjen  *), 

?te^men  tt)ir  A  feft  an,  fo  !ann  man  m^  bem  eben  ©efac^^ 
ten  bie  3ujammengeprtg!eit  ber  Greife  be§  ©^ftem^  in  23ejng  anf 
A  aU  ändern  2IeI)nli($!eit^^nn!t  auä)  bnr($  bie  Sejeic^nunß  ber 
Greife  jelbft  fenntlid^  machen,  inbem  man,  n)ie  bie  gig,  73  anjetgt, 

bnr(i  Ä\iÄ2i,  ^12^22/  '^13^23 \^W  Ärei^^aare  be^eid&net, 

beren  anderer  2let)nli(^!eit^:pnn!t  A  ift.  2llle  biefe  Äreig:paare  ^aben 
nun  einen  gleichen  Sffiertl)  ber  gem.einfamen  ^^otenj 
(f.  433  3uf0/  ©tefer  Söertt)  ift  nämlie^  offenbar  für  aEe  bem 
SBert£)e  ber  ^otenj  be^  Äreife^  K  (ober  Ki)  gleich,  ba  ja  mä^ 
bem  3Sorigen  bei  gleid)em  2lel)nli(^teit^:puntt  ein  ^aar  ^otenjt)al' 
tenbe  fünfte  t)on  je  einem  folc^en  Ärei6:paar  auf  K  (ober  Ki)  liegt 
S)iefe  le^tertx>ä()nte  ©igenfdjaft  ber  fraglichen  Ärei^:paare  läfet 
nun  eine  ix>eitere  mer!n)ürbige  geometrifi^e  ©igentpmlic^feit  ber^ 
felben  ernennen,  bie  fic^  in  folgenbem  allgemein  giltigen  ©a^e 
au^brötft: 

§aben  2 ^rei^^aare  ^11^21 «,  Ä12Ä22  benfelben  andern**) 
2le§nli(^feit^:pun!t  A  unb  aufeerbem  eine  unb  biefelbe  ge=^ 
meinfame  ^otenj,  fo  liegen  bie  @(^nitt:pun!te  i)on  ÄfiÄi2 
u.  Ä21 Ä22  einerfeit^  unb  i^on  Äu  Ä22  n  Ä21  ^12  anbrerfeit^ 
je  in  einer  ©eraben  mit  A. 

?tac^  ber  aSorau^fefeung  mufe  namli(^  offenbar  ^.  33.  ber  in 
Sepg  auf  A  potenj^altenbe  ^unlt  ju  bem  ©i^nitt^unlte  t)on  Äu 
u,  Äi2.ebenfo)t)ol)l  auf  Ä21  cil^  ciuf  ^^22  liegeu  unb  ba:^er  beren 
©(%nitt:punft  fein,  ti3e^tt)egen  biefe  beiben  ®(^nitt:punfte  auf  einem 
9lel)nlic^leit^ftra'^r  i^on  A  liegen  muffen. 

3uf.  2lu^  biefem  legten  ©afee  folgt  nun  ferner  unmittelbar, 
bafe  toenn  Äu  lu  Ä12  einanber  berü'^ren,  biefe^  not^tt?enbig  auc^ 
mit  ^12  u.  Ä22  ber  galt  fein  muffe. 


*)  ©iefer  33etx)et6  la^t  erfemten,  ba'^  bie  beiben  Greife,  beren  ^erül^rung«= 
:pun!te  anf  htn  3:angenten  t)on  Aan  K  (ober  an  K^)  liegen,  bo^^elt  gebad)t 
ii^erben  muffen,  bamit  bie  obige  allgemeine  gaffnng  be§  ©a^e0  au^  für  fie 
giltig  bleibe,  benn  biefe  beiben  Greife  allein  l^aben  ie  feinen  2ten  ^n 
il)nen  gehörigen. 

**)  ©er  ©afe  gilt  itatiirlid)  mä)  für  btn  Innern  ^el)nUd^feit^pnn!t.  ~ 
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453,  ©tefe  le^terti:^a^nte  (Sigenfc^aft  läfet  fotgenbe  ittteveffante 
2lnti:)enbung  gu: 

©inb  K  u.  Kl  2  Greife,  gtg.  73,  t)on  betten  ber  eitte  gatt^ 
mnerl^alfe  be^  attbertt  liegt  unb  geljt  tttattDott  eittettt  6eliebtgettÄrei!8= 
^aare  ^n  Ä21  (^n^,  tt>ä{)It  aber  je  bett  tta(^folgettben  Äret^ 
«^12/  ^13  ^  ♦ . ,  fo,  bajg  Jeber  ttä($[te  bett  iitttttittelbar  i)orattge^ettbett 
berüi)rt/  jo  t[t  bief e§  nad)  452  3^1*  ^^^^  ^it  ^^«  jugeprtgett  Ärel^^ 
fett  ^22/  ^23»-  ber  gall;  fä^rt  tttatt  ttuti  tttit  biejer  9^eil^e  t>ott 
^retfett  ttt^  Uttettblt(i)e  fort,  fo  treten  2  wefentltif)  terfi^tebene  gäHe 
ein,  nämüc^  enttoeber  bie  9tetf)e  ber  Greife  ^n,  Ä12,  ^13 . .  ♦  W)rt 
mä^  einer  beftitntnten  2lnjal)l  i)on  Umläufen,  bie  fie  in  bent  OR;inge 
^tt)if($en  KKi  getnac^t  ^at,  in  fiti)  felbft  tt)ieber  jurüä,  ober  biefeig 
ift  ni(^t  ber  gaU;  tt)ir  brüdfen  biefe^  an^,  ber  Uling  fei  für  eine 
fi(^  berü^renbe  Äreiigreil^e  lotntnenfnrabel  ober  niä)t.  ^\t  aber 
nun  bieferSiing  für  bie  aufeinanber  f olgenbe  9fleil^e  ber  Äreife,  beren 
Ifter  Äu  ift,  fotnntenfurabel  ober  ni(^t,  fo  tnu§  er  biefeö  ebenfo  für 
biejenige  0^eil)e  i^on,Kreifen  fein,  beren  Ifter  Ä21  ift;  benn  ift  e^S  ber 
öting  für  bie  Ifte  SReit)e,  fontufe  einnter^rei^  biefer  lften3^ei^e  ben 
Iften  Äreiig  All  berüt)ren,  fo  bag  alfo  ber  (n+l)teÄrei§  berfelben 
3teil^a  tnit  ^n  ibentifd)  ift,  voa^  aber  nai^  452  not^tt)enbig  jur 
golge  t)at,  bafe  bann  au(^  Ä21  ^nit  bem  (n+l)tenJ?;rei^  ber  2ten8teil^e 
ibentif($  fein  ntu^,  n)orau^  bie  SRii^tigfeit  folgt,  @el)t  tnan  nun 
t)on  einem  2ten  fünfte  B  ber  (S£)orbale  aU  gemeinfamen  äußern 
3le:^nlid^feit§:pun!t  ber  einzelnen  Äreii3:paare  au^,  lä^t  aber  ben  Iften 
Ärei^  All  aU  Slnfang  ber  Iften  Dfteil;e  ungeänbert,  fo  änbert  ft(^ 
biefe  SReil)e  felbft  unb  fomit  auc^  i^r  aSeti)alten  jur  Äommenfura^ 
bilität  be^  Stinge^  nii^t,  tt)ol)l  aber  änbert  fi($  mit  Ä21  <inä:)  bie 
ganje  2te  SHei^e,  aber  eben  na(^  ber  lejten  (gnttoitflung  nid)t  i^r 
95er[)alten  pr  Äommenfurabilität  beö  3tingei8,  ba  biefei^  blo§  oon 
ber  Iften  9ieil)e  abpngt;  ba  ntm  biefk  alte^  für  atte  ^un!te  ber 
gl^orbale  unb  fomit  na(^  452  für  aKe  Serüljrungi^freife  beiber 
Greife  gilt,  fo  läfet  ftd)  folgenber  ®ai}  atö  3ftefultat  biefer  (&nU 
toic!lung  auffteHen: 

3ft  ber  91ing  ^toif(f)en  2  Greifen,  oon  benen  ber  eine 
ganj  innerl^alb  be^  anbern  liegt,  fommenfurabel  für  irgenb 
eine  9teil)e  beibe  Äteife  berül^renber  Äreife,  i^on  benen  babei 
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Jeber  ben  na(J)foIgenben  jelbft  lieber  berührt,    fo  ift  biefe^ 

für  iebe  foli^e  gieit)e,  b,  l),  für  lebenÄrei^  aK  Slnfang^glieb 

einer  jol($en  9leit)e  ber  gaE  *). 
454    2n  415  3^^!-  2  n^urbe  l)ert)orge:^obett,  bafe  tx>ir  ju  ben 
bafettft  entottfelten  ©d^en  mn  ganj  anberer  ©eite  ^er  f:päter  mte- 
ber  gelangen  tt)ürben,   bte  na(^folgenbe  Unterfuc^nng  ift  t^,    vo^l6:)^ 
bei  biejem  ^inti^ei^  gemeint  n)ar, 

S)ie  legten  Unter  jni^ungen  ti;)aren  babon  auj^gegangen,  2Äreife 
aU  ent):pre(f)enbe  ©ebtibe  2er  :perf:pe!t.  äl)nli(f§er  ebner  ®eti3ebe 
in  S3etra(^t  jn  jie^en.  @inb  nun  überf)au:pt  Uo^  2  Greife  KK| 
al^  entf:pre(i)enbe  ©ebitbe  2er  ät}nli(^er  ebner  ©et^ebe  EEi  gegeben, 
ol)ne  baß  gerabe  bie  :perf:peft  Sage  berfelben  tjorau^gefet^t  wirb,  fo 
!ann  mm  \xi)  bie  allgemeinere  ^rage  i)orlegen,  n)el(^e  Sage  fönnen 
mßgli(^enDeije  bie  ent[:pred)enb  gemeinsamen  ©lemente  beiber  ©etx^ebe 
:^aben,  bie  betben  Greife  ungeänbert  geba(^t,  mit  anbern  SBorten: 
na(^  n)eld)em  ©efe^e  änbert  fi(^  bie  Sage  ber  entfprec^enb  gemein- 
famen  (glemente  ber  cä)nliä)en  ©emebe,  wenn  iä)  bie  eine  (gbene  E 
um  ben  ?iJlitteI:pun!t  be^  ju  i^r  ge{)örigen  Äreife  K  beliebig  bre|e  ? 
S)ie  beiben  ebenen  ©etDebe  muffen  nämli(^,  ti^enn  fie  nid)t  :perf^)eft. 
Hegen,  nad^  20  notC)ti)enbig  immer  gerabe  1  ^un!t  S  im  (anblicken 
entf:pre(^enb  gemein  ^aben,  n)äl)renb  fie  babei  entn^eber  0  ober  2  im 
Unenblii^en  liegenbe  fünfte  entf:pre($enb  gemein  I)aben,  ie  na(^  bem 
ber  ©tra^Ienbüfd)el  S  glei(^läuftg  ober  gegenläufig  **)  tongruent 
ift  (oergl  18  k,) 

33etra(^ten  toir  nun  guerft  ben  lefeteren  gaö,  in  toel(^em  bie 
beiben  auf  einanber  faHenben  einanber  entf:prec^.enben  fongruenten 
©tra^Ienbüfd^el  S  unb  atfo  anä)  bie  beiben  in  ber  unenblid^  fernen 
©eraben  enthaltenen  einanber  entf^rec^enben  geraben  ©ebilbe  gegen--- 
läufig  finb  (f.  l)ieju  ^ig.  74), 

©a  bie  beiben  3}littel}5un!te  ber  Äreife  K  u,  Ki  al^  ^ole 
ber  entf:pre(^enb  gemeinfamen  unenbli($  fernen  ©eraben  entf:pred&enbe 
fünfte  barftellen,  fo  entf^ric^t  ber  ©eraben  SK  bie  SKi,  ^albirt 


*)  @^  fei  ^ter  au§bi'ü(fli(^  auf  htn  3ufammenl;artc;  ober  bie  ^ixvoanW 
f(^aft  :^ingetüiefen,  in  ber  biefer  mertMrbige  ©a^  mit  bem  Df^efultate  t?on  367 
ftel)t;  tüa^  i^ier  i6erü^renbe  Greife,  finb  bort  öerüi^renbe  ©erabe. 

**)  SS^egen  biefer  ^e^eii^nung  f.  I  ^]^.  24* 
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man  bal^er  bie  Mben  SBtnfel  KSKi  unb  feinen  S^ebenminfel  burc^ 
bie  (Strahlen  SM  unb  SN,  fo  ftnb  biefe  bie  beiben  entf:prec^enb 
gemeinfamen  ©tral^lenetemente  be^  33üfd)el^  S,  tx)o.bei  xoxx  unter 
M  u.  N  bie  ©d^nitt^unfte  biefer  ©tra^Ien  mit  ber  ©entraHinie 
KKi  i)erfte^en,  <Suc^t  man  nun  ju  M  al^  einem  ju  E^  gehörigen 
$un!t  ben  entf:pre(i)enben  ^unlt  m,  inbem  man  SBtnM  SKm  = 
SKM  unb  Km  :  K^M  =  r :  ri  =  SK :  SK^  mad)t,  jo  tft  aud^ 
SKinfel  SmK  ~  SMKi,  ba  aber  äöinlel  KMm  ebenfalls  = 
SMKi,  fo  tft  ba^  ©reiecf  KmM  gIei(%f(^enHig,  fo  ba^  fi(^  alfo 
au(f)  KM:KiM  =  mc^,  ©benfo  finbet  man,  iDenn  ju  N  ber 
entf^rei^enbe  ^un!t  n  gefu(^t  n)irb,  bafe  ba^  ©reiecf  KnN  gleic^- 
fd^enflig  i[t,  unb  bafe  alfo  auc^  KN:KiNn:r:ri,  §ierau^  i[t 
^u  erfe^en,  ba§  bie  beiben  auf  einanber  fenfre($ten  entf^prec^enb  ge=^ 
meinfamen  @tral)len  be^ienigen  ^un!te^  S,  tDeld)er  beiben  Oet^eben 
entf:pre(^enb  gemein,  bei  jeber  Sage  ber  ©eioebe,  fo  lange  bie  Sentra 
ber  entf:pre(|enben  Äreife  K  u.  Ki  unt)eränbert  bleiben,  burdb 
bie  feften  fünfte  MN  ber  ©entrallinie  gelten,  tt)elc6e  offenbar  bie 
3le^nlid)!eit§^un!te  beiber  Greife  barfteßen,  fo  baß  alfo  jeber  fol(^e 
^untt  S  nad)  81  in  bem  Greife  liegen  muß,  ber  über  ben  3lel)n= 
lic^!eit^:punften  i)on  K  Ki  afö  5)ur(^meffer  errichtet  toirb.  äöir 
fönnen  ba^  3lefultat  biefer  ©ntmicflung  in  folgenben  einzelnen  i^ic^- 
tigen  ©äfeen  jufammenfteöen  (f,  l^ieju  gig.  75), 

1)  ®er  geometrifc^e  Ort  aller  fünfte,  beren  2lbftänben 
t)on  2  feften  fünften  KKj  ba)§  fonftante  9Serl)ciltni§  r:ri 
pfommt,  ift  ber  breiig,  beffen  S)urd)meffer  bie  ©ntfernung 
ber  beiben  fünfte  MN  i)on  KKi  ift,  für  t^elc^e  ebenfalls 
KM:KiM  =  KN:K|N=r:r|.  ober  mit  anbern  Störten : 
3ft  AMBN  ein  ^armonifc^er  SBurf,  fo  l)aben  fünfte  (P) 
ber  Ärei^linie  über  AB  ate  ©urdjmeffer  bie  ©igenfcbaft, 
baB  MP:NP  =  MA:NA  (=MB:NB)  unb  ebenfo  aüe 
fünfte  (C)  ber  Ärei^linie  über  MN  ate  S)urd)meffer  bie 
eigenfd)aft,  bafe  AC:BC  =  AM:BM  (=ÄN:BN), 

2)  3W  ^^^^  ^^^  ^^^^^  fünfte  S  be^  über  ben  2lel)n^ 
ti(^feitg:pun!ten  2er  Greife  KK^  ertxml)nten  Äreife^  Ä  nad^ 
ben  ?[Rittel^untten  ©erabe  cci,  fo  fd^neiben  2  (5tral)len 
aai  i)on  S  bie  i^on  biefen  (Seraben  gleid)tx)eit  abfielen,  bJ). 
für  bie  SBinM  ac  =  aiCi,  entf))re(^enb  bie  Greife  KK;,  in 
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2  ^unftett  ^Paaren  ab  u.  aibi  ^m  ber  aSefc^affen^eit;  bafe 
Sa:Sai  =  Sb:Sbi  =  r:ri*> 

3)  S)er  Äreti3  Ä  ^on  2)  i[t  ber  geometriji^e  Ort  affer 
fünfte,  i3on  betten  au^  K  u.  Ki  uttteV  gletc^ettt  SSittfel  ge^ 
fe!)eti  tt)erbett. 

S)ett  beibett  an  K  ju  jiel^ettbett  Sattgeittett  etttf:pre(^ett  ttätttlid^ 
bie  betben  att  K^  p  jie^^ettbett  S^attgettten,  bteje  beibett  ^aare  tttüffett 
alfo  gleti^e  Sötttfel  emf(^lie§ett, 

3uf.  1.  S)er  obige  Setüei^  galt  für  bett  gaff,  ba^  bie  ebettett 
@e^ebe/ b.  ^,  ber  il^ttett  etttfp^rei^ettb  getneittfattte  @tral§lertbüfd)el  S 
uttb  bie  il^tten  eutf:pred)ettb  gettteittjattte  uttettblic^  fertte  ©erabe  ge=^ 
genläufig  ^roieft,,  b»  ^.  fongruent  ti^aren,  allein  ber  offenbar  ganj 
affgemein  giltige  ©afe  1)  tä^t  aföbalb  erlennen,  baß  R  aui^  ber 
geometrifd)e  Ort  ber  entf:pre(^cnb  gemeinfanten  fünfte  S  für.  ben 
gaff  fei,  ha'^  bie  entf^re(^enb  getneinfatne  unenblid)  ferne  ©erabe 
gleichläufig  fongruent  ift. 

3uf'  2.  pr  ben  gaff,  bafe  K  u.  Ki  \iä)  im  fünfte  M 
berül)ren ,  unb  man  für  ba^  S  in  2)  eben  biefen  ^unft  M 
felbft  tüä^lt,  faffen  bie  nad^  K  u.  Ki  gel)enben  ©eraben  in  einen 
jufammen,  fo  bafe  man  aU  befonbern  gaff  erhält: 

©a!^  3Serl)ältni§  ber  Seinen,    ti^elc^e  auf  einem   ©tral)l 

be^  a3erüt)rungi^:pun!te)8  2er  Greife  liegen,  ift  für  äffe  ba^? 

felbe,  nämlid)  ba^  ber  beiben  §albmeffer. 

455,    m  fei  gig,  76  ^i  ein  Ärei^  **),  ber  bie  Greife  KiKg 

pglei(^  berül^rt,  fo  gel^t  bie  S5erbinbung^linle  ber  S3erüt)rung^:punlte 

aai  f ür  bie aSorau^f e^ung  bergig,76  aiu,a2  burc^  ben  innern,  für  bie 

ber  gig.  76  b^  u,  h^  ***)  hnx^  ben  äußern  3le|nli(^!eit^^unft  oon 

K1K2.    ^m  giebt  e^  tia(^  15  u,  189  2  Äuri^enll  Eu.H,  mlä^t 

K1U.K2**)  äu  33renn:putt!ten  "^aben  unb  burc^  Äi  **)  ge^en,  fuc^t 

*)  3n?ar  ift  üBen  ber  ^etüei^  biefeS  ©afee^  blo^  unter  ber  ^orauöfe^ung 
gegenläufiger  ä§nli(^er  ©ettjebe  geführt,  aUein  er  gilt,  \mt  in  nad^folgenbem 
3ufa^  nod)  au^brüdlid^  l^eröorge^oBen  tx)irb,  aKgemein,  eben  fo  au(^  aUe  an^ 
bern  au^  ber  5tet}nlid^!eit  ber  (SetDebe  ab^uleitenben  ©ät^e. 

**)  (5^  fei  ^ier  noc^  einmat  barauf  aufnterffant  gemalt,  ba^  tüir  für 
einen  ^rei^  {etbft  unb  für  feinen  Mittelpunft  |tet^  biefelben  ^u^ftaben  ge= 
brauchen. 

***)  ^iemit  finb  offenbar  alte  9Jlögli,d^leiten  ^infid^ttic^  ber  ^erü!)run.g  X)m 
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man  i^re  2  Stangenten  in  Äi,  fo  finbet  man  fie<al^  bteOrbnnng^^ 
elemente  beqemgen  S^^^'^Iution,  beten  juc^eorbnete  (Strahlen  naä) 
ben  ©egenetfen  be^  4  ®eit§  ge^en,  wel(i)e  ble  2  ^aar  S^lormat^ 
ftvat)Ien  ^on  Ki  n,  Kq  bilben;  e^  finb  alfo  Ki  n.  K2  ein  ^aar 
@egene(fen,  bie  beiben  anbern  finb  toniungirt  imagin.  'ißiinlte  unb 
ä^ar  ift  ber  Präger  be^  einen  ^aare^  bie  unenbtic^  ferne  ©erabe 
unb  bie  fünfte  felbft  bie  S^ormal^unf te ,  ber  2:räger  be^  anbern 
$aare^  ift  bie  ©erabe,  triebe  in  ber  ?!Jlitte  mn  K^Kg  fenfred^t 
fte^t  (f,  I  ^.  186);  bie  beiben  %anc\znkn  in  i£i  fetbft  finb  alfo 
bie  2  ©eraben,  meiere  bie  kiben  SBinM,  melii)e  Ki^i  u,  K^^i 
bitben,  Ijalbiren  (nac^  I  %i),  189  c.  unb  II  %1),  27,  t)ergt,  l}ieju 
458  3^W-  ^^^^  '^^^  bitten  biefer  beiben  Äuri^en  fd)neibet  bai)er  bie 
2;angente  in  Äi  bie  enblii^e,  bei  ber  anbern  bie  unenblid)e  Streäe 
Kl  Kg,  b.  t),  bie  eine  (H)  ift  eine  §t)perbel,  bie  anbere  (E)  eine 
@IIi:pfe,  ^tht  biefer  beiben  Äuri^en  fann  man  nun  nac^  21.  ^Vi\A 
perfpeft.  :proj[e!t.  auf  ben  Ärei^  Ki  unb  K2  bejie^en,  für  K^  ober 
K2  ate  :perf^e!t.  Zentrum,  fo  ba^  bem  Äi  ober  a  oon  E  ober  H 
bie  Serü^rung^:punfte  ai  u,  ag  entf^rec^en»  23etra(^tet  man  nun 
ie  2  fünfte  a^  a2  ber  Greife  Ki  K2 ,  ml^t  bei  biefer  ))erfpe!t,  Se^ 
jie^ung  je  einer  folc^en  Äur^e  II  E  ober  H  unb  ber  beiben  Greife 
Kl  u.  K2  bemfelben  jpunft  a  t)on  E  ober  H  entft)re(^en,  al^  ent^ 
f^pred^enbe  fünfte  ber  beiben  Greife,  fo  finb  biefe  felbft  :proie!t. 
auf  einanber  belogen,  babei  ift  aber  nun  ba^  oon  befonberem  ^n- 
tereffe,  ba^  immer  bei  ber  einen  5lrt  ber  33ejiet)ung,  b.  l),  immer 
bei  Senü^ung  ber  einen  ber  beiben  mögli($en  Äuroen  II  E  ober  H 
bie  :proie!t  SSejiel^ung  ber  beiben  Äreife  Ki.u.  K2  in 
bie  :perf:peft,  Sejie^ung,  b,  ^.  in  bie  ^oten^ialität 
überge:^t. 

Offenbar  ift  nämlid^  ftet^  \o)^o^l  bei  ber  hmä)  E  al^  auc^ 
bei  ber  burd^  H  ^vermittelten  ^projeft,  23ejie^ung  bie  (Sentraüinie 
K1K2  ein  entf:pre(^enb  gemeinfamer  @tral)l,  fo  bafe,  tx)enn  toir  bie 
4  @(i)nitt:punfte  ber  Sentraltinie  unb  ber  beiben  Äreife  K^Kg  mit 
biCib2C2  bejeid^nen  ftet^  bei  ber  einen  ^jrojeft,  23ejie:^ung  (b.  §. 
für  E  gig.  76  %  u.  ag  unb  für  K  gig.  76  h^  u.  b2)  ben  3  fünften 
aibiCi  oon  K^  bie  3g$un!te  a2b2C2  t)on  Kg  aber  bei  ber  anbern  projeft 
Be^ie^ung  (b,l).  für  Hin  gig.76aiU,a2  unb  für  E  in  gig.  76  b^  u. 
bg)  ben  3  fünften  aibiCi  oonKi  bie  3  gJunfte  a2b2C2  oonKg  mt-^ 
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j:pre^en,     S)te  5ßun!te  ai  ^2  ftnb  nac^  ber  aSorau^|e|ung  immer 
potenäl)altenbe  fünfte  (in  gi^*  76  ai  u.  bs  für  ben  innern,    in 
i5i^76bi  u.  ag  für  ben  äußern  2le^nli(^feit!3:punft),  ebenfo  finb  für 
aUe  4  aSorau^fetjungen  b.  |.  giguren  tibg  u.  C1C2  ))0ten5l)altenbe 
fünfte,  bie  ^^rojeft,  aSejietjung  ber  Greife  ift  aber  hnvä)  bie  entfpredjen^ 
ben  3^un!ten))aareaia2bib2CiC2  i^oflftdnbig  fijcirt  unb  e§  finb  alfo 
in  biefem  gaUe  bie  beiben  greife  :perf:pe!t  ^rojett.  für  hzn  änfeern 
2Ie^nli(^!eit^:puntt  in  gig/76  ai  u.  b2,  für  h^n  innern  in  gig.  76  b^  n.  a9. 
äßiU  man  nnn  nnterfni^en,   \m16^z  ber  beiben  in  jebem  einjelnen 
gaü    möglichen  ÄnrDen  II  E  ober  H   gerabe    getüäl)U    ttjerben 
muffe,    baB   bie    ))otenj^altenben   ^nnttenpaare  h^  ^2  unb  q  c» 
einanber  entf:pre(^en,  fo  fönnte  man  tDol^l  für  alle  einzelnen  gäEe 
nnterfni^en,   ob  bie  beiben  Äurben))un!te  b  n.  c  anf  ber  enblid)en 
©trecJe  K1K2  ober  auf  ber  unenblic^en  ©treffe  liegen  muffen,    ba- 
mit  gerabe  bi  62  ^*  C1C2  einanber  entf:pre(^en,   allein  fürjer  ift  e^, 
fi(^  barauf  ju  ftü^en,  ba§  für  ben  galt  ber  §^:perbel  immer  2  reelle 
fünfte  ber  fraglichen  Würben  unenblii^  entfernt  fein  muffen,    fo 
bafe  bie  beiben  bon  i^nen  nai^  ben  ?öiittet))nnften  K^  u.  K2  .ge^en= 
ben  ©traljlen,  mld)t  auf  Ki  u.  K2  entf:pre(^enbe,  D.  ^.  ))otenj^at 
tenbe  fünfte  beftimmen,  :paralCel  fein  muffen.    £)ie  beiben  ^poten^^^ 
^altenben  fünfte    muffen   alfo    in  biefem  gaüe  mit   2  fünften 
ibentif(^  fein,  bie  au(^  bei  ber  2ie§nlid)teit  ber  ,^reife  Ki  u.  K2 
entf^rei^enbe  ?ßunfte  barftellen ,    biefe  finbet  aber  blo§  ©tatt,  toenn 
i)on  bem  fraglichen  2tel)nli(^feit^^)unft  reeEe  S^angenten  an  bieÄreife 
\xä)  jiel^en  laffen. 

SSebenft  man  nun,  ba|  ie  2  fol(^e  ©erabe,  bie  oon  ben  SJtit- 
tel:puniten  K^  n.  K2  nad^  je  ein  $aar  potenj^attenben  fünften 
toie  aia2  bibo...  gel)en,  unb  bie  fid^  alfo  mä)  ber  obigen  (BnU 
toidlung  in  einem  ^^unfte  ber  i^urbe  E  ober  H  f(^neiben,  bur^ 
i^ren  Schnitt  ftet^  ben  9)Mel:puntt  eine^  Äreife^  beftimmen,  ber 
Kl  u.  K2  in  ehtn  ben  fünften  aia2;  bib2,.»  berül^rt,  fo  tann 
man  nun  baf  toic^tige  9lefultat  ber  legten  enttx)itflung  in  folgen- 
bem  @afee  jufammenfaffen, 

456.  S)ie  3Jlittel:punfte  aller  Äreife,  weli^e  2  gegebene 
j^reife  Ki  K2  fo  berül)ren,  ba§  bie  ©erü^rung^^unKe 
vaUe  mit  einem  ber  beiben  2le^nlic^feit^ftral)len  in  1  ©eraben 

^fftff,  iuuetc  ©eomettle  II.  15 
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liegen,  b.  ^.  bte  alter  ber  Greife,  ti^el($e  KiEg  gletd^arttg 
fcerül^ren,  ober  anä)  t^ieber  btejentgen  ber  Greife,  n)el(^e 
Kl  K2  ungleii^arttg  terü^ren,  liegen  je  auf  einer  Äuri^e  II, 
bie  K1E2  ju  Srenn:punÖen  l)at,  unb  eine  @l[i:pje  ober  §9- 
:perbel  ift,  je  na(f)bem  ber  2lel)nli(^feit^^un!t,  mit  bem  alte 
bie  i)erf(^iebenen  ^aare  t)on  33erül)rungig:pun!ten  ie  in  einer 
©eraben  liegen,  innerhalb  beiber  Greife  ober  au^erl&alb  Sei- 
ber  greife  \iä)  befinbet;  toir  nennen  K^K^  2  SeitJreije 
Don  E  ober  H. 

2lu^  bem  obigen  ganjen  Setoeii§oerfal)ren  ju  biefem  legten 
©afee  ergeben  \iä)  nun  entoeber  unmittelbar  ober  mit  §ilfe  ber 
einfac^ften  ^lebenbetrac^tungen  eine  'ün^aijl  ($aralteri[tifc^er  (äigen- 
f(^aften  ber  Äuroen  II,  beren  ^ier  bie  ^au:ptfäc^li(^[ten  furj  auf 
biefem  SBege  entwi(felt  toerben  foüen,  toobei  bemerft  tx>erben  foC, 
ba§  toir,  nm  bie  ©äfee  unab^^angig  oon  htn  in  ben  gig»  76  a  u, 
76  b  l^eri)ortretenben  Unterfc^ieben  au^fpre(^en  ju  können,  ben 
beiben  2le^nli($Ieit^))un!ten  A  u.  J  anä)  no(^  bie  gemeinfame  23e= 
jeid)nung  C  unb  ben  Äuröen  E  unb  H  auä)  no($  bie  gemeinfame 
33ejeic^nung  K  geben  iDerben,  toie  biefeig  au(^  bie  giguren  fetbft 
anbeuten, 

457.  ©ie  e^orbale  c  ber  Greife  K1K2  ift  bie  3lre  ber 
:perf:pelt.  SSejie^ung  fotoo^l  für  Ki  unb  K  al^  auä)  für 
Kg  u,  K, 

e^  gilt  nmliä),  tt)ie  man  \x6)  o^ne  Sßeitere^  überzeugt,  ganj 
allgemein  ber  ©afe,  ba§  toenn  oon  3  ebenen  ®t\^^bzn  E  E^  E2  je 
2  ju  einanber  ))erf:pelt.  ftnb^  bann  entti^eber  1)  bie  3  ©entra  ber 
:perf^e!t.  33ejie^ung  ober  2)  bie  3  %j:tn  ber  ))erf:peft.  33ejie^ung 
jufammenfaHen  ober  3)  bafe  bie  unter  1)  unb  2)  angeführten  gälte 
jugleii^  eintreten. 

458.  Sebem  Strahle  be^  (Sentrum^  C  ber  ))erf:pe!t.  Se:= 
äie^ung  oon  K^  u.  K2  entf^ric^t  bei  ber  ))erf^eft.  Sejie^ung 
\)on  Kl  u.  K,  unb  bei  ber  :perf))e!t.  Sejie^^ung  üon  K2  u.  K 
ein  unb  berfelbe  (Stral)l  be^  ^Junlteig  M,  ber  in  ber  TOitte 
i)on  KiKo  liegt  unb  ba^er  na^  15  ber  SiJlittel^unlt  i^ouK 
ift,  fo  ba§  bem  3lel)nli(f)feit§))un!t  C  bei  beiben  Slrten  ber 
:perf^e!t.  SSe^ie^ung  ber  a)Zittetpun!t  M  entf^ri(^t. 

S)enn  mnn  tt)ir  mit  m  ben  ®c^nitt:pun!t  be^  ®tra^le^Caia2 
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unb  ber  c^ememjatnett  :perf:peft.  3Iye  (tiad^  456)  be^etc^nen,  fo  ent^ 
f:prec^en  für  :perf:pe!t  aSeste^ung  \)Dtt  K^  K  kn  ^unlten  a^  m  unb 
M  ber  :perfpelt  Bejie^ung  i)on  K2K  ben  fünften  a2m  btefelben 
betben  gJunfte  am,  ujoburc^  bie  erfte  ^älftc  bei3  @a|e^  erliefen 
i[i  ©aß  aber  alle  folc^e  @tral)len  ti^te  ma  bur(^  ben  SERittelpunft 
M  i)on  K  geljen,  ergiebt  [t^  alfo:  a3etrad)tet  man  ben  t)on  a  tjer= 
jc^iebenen  2ten  ^un!t  b  berKi,  txjelc^er  auf  bem  ©tral^lema  liegt, 
b.  ^.  betrachtet  man  neben  bem  5Jtittel:pun!t  a  i)on  Äi  ben  SJiittet 
punit  b  t)on  bem  aSerü^rung^freije  Ä2,  befjen  2  Serül)rung^:punlte 
bi  b2  auf  bemfelben  5let)nli(^!ett^ftra:§le  \ok  ai  a2  liegen  (t)gl  452), 
fo  ift  ju  erfe^^en,  baJ3  bie  beiben®erabenKibi  u.  K2b2,  burc^ 
bereu  ©(^nttt:pun!t  ber  9}littel))un!t  b  beftimmt  tDirb, 
ben  ©eraben  K2a2  u.  E^ai,  tDoburd)  ber  ?iKittel))un!t  a 
beftimmt  tüirb,  bei  ber  2lel)nli(i)!ei't  ber  Greife  K1K2 
entf^re(^en,  fo  ba§  alfo  KiaK2b  ein  Parallelogramm  ift,  unb 
alfo  ber  ©(^nitt))un!t  ber  ©iagonale  ab  t3on  bem  ®($nitt:punft  ber 
unenbli(^  fernen  ©iagonale  hnxä)  bie  ©egeneden  K1K2  l)armonif(^ 
getrennt  ift  (nac^  6b)  to.  ^.  b.  to, 

459,  S)ie  3  Sangenten  in  ben  3  entf^)re(^enben  fünften 
aaia2  an  KK1K2  fi^neiben  fid)  nad)  456  in  einem  i^unlte  n  ber 
g^orbale  c  tjon  K^  K2,  &  ift  alfo  u  a2  =  n  a^  (nad)  432) ,  t^ieraui^ 
folgt  aber  unmittelbar,  ba§  ©reietf  naia  fongruent  na2a  ift  unb 
^ierau)3  folgt: 

S)ie  S:angente  einer  Äuroe  II  K  in  ilirem  fünfte  a  l)al' 
birt  einen  ber  SSinlel,  bie  bie  beiben  ga^rftral)len  K^  a  u.  K2  a 
i)on  ben  Srennpunften  K1K2  nac|  bem  Äurt)en^)unft  a  mit 
einanber  bilben. 

3uf.  §ieraui3  folgt  toieber,  ba§  bie  ©Ui^fe  unb  bie  §l):perbel, 
tt)eld)e  bo^^pelt  lonfofal  finb  unb  einen  3ßun!t  a  gemein  l}aben,  \xä) 
in  biefem  fünfte  fenlrec^t  bur(^fc§neiben,  toie  toir  biefe^  fc^on  in 
455  gefunben  ^aben, 

460,  ®a  ftets8  aai=r:aa2  (ate  §albmeffer  be^^  Serül^rung^^ 
freife^)  fo  ift,  ^ie  man  fi(^  aföbalb  überzeugt,  ber  äöertl)  t)on 
Kia  +  K2a  für  bie  (Slli^fe  unb  i:(Kia~K2a)  für  bie  §^:perbel 
fonftant,  nämlid^  für  gig,  76  ai  u.  b2  gleid)  v^  +  r2  für  gig-76 
a2  u»  bi  glei(^  r^  — 12  tt)obei  rj  u.  r2  bie  beiben  §albmeffer  i)on 
Kl  u.  Ko  bebeuten, 

15* 
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3n  ber  (£Iti:pje  t[t  bte  ©umme  ber  'oon  ben  S3renn))un!ten 

nacE)  einem  ,Kurt)en:pun!t  geljenben  ^ahkn'odtoxm,  unb  in 

ber  §t):per'6el  beren  ©iffetenj  fonftant 

3uf.  1.  2)er  fonftante  SBert^  ber  ©umme  (ober  S)ifferenj)  ift 

offenbar  in  aKen  gätten  ber  bo))^elten  großen  2I)ce  c^Iei(^,    benn  e^ 

ift  offenbar  Ki  b  +  Ko  b  =  Ki  M  +  Mb  +  Kg  i)  =  2,  (MKg 

+  Kgb)  =  2  Mb  in  foferne  MKg  rzr  MK^  nad)  458, 

3uf,  2.  ©ud)t  man  bie  ®($nitt:pun!te  oon  K  unb  ber  §aupt^ 
ajce  Kl  K2,  fo  finbet  man  al^balb,  baß  in  allen  4  gäUen  gig.  76 
ai  u,  ag  unb  b^  u,  bo  bie  Wdikn  ber  :potenjI}altenben  fünften- 
^aare  bib2  u.  qcg  biefe  ©nb^unWe  ber  groJ3en  ober  reellen  2l?:e 
barftellen, 

461.  g3etra(%tet  man  gig.  77  trgenb  2  Greife  Ä1Ä2,  weldje 
bie  beiben  Seitfreife  K1K2  glei^artig  berüljren,  fo  ba§  il;re  Wlitkh 
pnntk  auf  ber  Äuroe  liegen,  fo  befinbet  fic%  nad)  446  it)r  äußerer 
5J(e^nlid)feit^))un!t  Ä  auf  ber  (Sl;orbale  t)on  K^  K2 ,  bei  ber  Sle^n^ 
li(^feit  beiber  Greife  entf:pre(^en  fid)  bie  $er))enbifel  oon  Äi  lu  ^2 
auf  ben  entf:pre(^enb  gemeinfamen  2lel}nlic^feit^ftral)l,  m^^n  bie 
(j:^orbale  barftellt,  b»  b-  ben  fünften  Äi  u.  Ui  entf))recben  bie 
fünfte  ^2  ^*  ^2  uub  eö  gilt  baljer  Äi  Ui :  ^2  ^2  =  r^ :  rg  ober 
Äini:ri  rz  Ä2U2:r2,  to-orau!^  folgenber  ©a^  ftc^  ergiebt: 

S)ie  (gntfernung  irgenb  eine^  ^unlte^  einer  ei[i:pfe  (ober 
§t)))erbel)  t>on  ber  6l)orbale  ber  beiben  Seitlreife  K^  K2 
fielet  in  ber  lürjeften  ©ntfernung  be^felben  oon  einem  biefer 
beiben  Seitfreife  in  einem  fonftanten  aSerl)ättniffe, 

462.  ein  unb  biefelbe  ©öi^fe  ober  §i)perbel  laßt  fid)  auf 
bie  in  455  angegebene  SSeife  burc^  eine  unenbli(^  große 
Slnja^l  i^on  jufammengel^örigen  paaren  oonSeitf reifen  entftan- 
ben  beulen. 

Sft  j  33.  eine  6Ili:pfe  gegeben  ober  nur,  toa^  ^u  il)rer  gi^i^ 
rung  unb  unferer  ^ieftgen  23etra(^tung  gleid)ermaßen  genügt,  il)re 
beiben  33renn:punfte  Ki  u.  K2  unb  i^re  grofee  2I):e  bc,  fo  !ann 
man  p  einem  beliebigen  um  K^  afö  SJJlittel^unft  gezogenen  ^rei^ 
mit  bem  §albmeffer  ri  einen  Ärei^  umKg  al^  SUüttetpunft  jiel^en, 
t)on  bem  ^albmeffer  r2  oon  ber  Sef($affenl)eit,  baß  biefe  Ä'reife 
K1K2  gegenüber  ber  gegebenen  eöi:pfe  K  bie  Atolle  Don  455  über= 
net)men  unb  ^wax  immer  gerabe  in  bo:p:pelter  SBeife,   namlii^  man 
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lann  ben  2ten  etitoeber  fo  xc^Un,  ba^  ri  +  r2  :=:=  Bc*)  ift  ober 
man  tann  r2  fo  Ml}kn,  ba§  ri  —  ro  =  +  Bc  t[t;  im  Iften gälte 
muffen  bie  33erül)run3§))im!te  auf  Ki  u.  K2  ^otenj^altenb  fein  für  ben 
innern  im  2ten  gaE  für  ben  äußern  3lel)nlii$!eit^))unft.  @enau  ba^felbe 
3^efultat  erl)ält  man  für  bie  §^:perkt  (f,  gig.  76  b^  u»  bg).  55ie  gigu- 
ren  laffen  nämli(^  nad)  455  unb  460  ^nl  2  al^Balb  erfennen,  baß 
in  allen  4  möglichen  gaffen  ftet^  fotool)!  bie  Srenn^unfte  KtK2 
aU  au&}  bie  @nb:pnn!te  bc  ber  %x^  für  alle  nac^  455  burd^  bie 
ber  2lrt  erl)altenen  jufammengel^örtöen  SeitfreifeKi  u*  K2  erzeugten 
(SIIi:pfen  ober  §^:perbeln  biefelben  finb, 

3uf»  1.  3luf  biefem  foekn  ktoiefenen  ©a^e  ergiebt  fiiJ)  fo- 
tijol^l  für  bie  @IIi:pfe  afö  au(^  für  bie  §i):perbel  eine  tefannte  fel^r 
einfad)e  :pun!tn)eife  Äonftruftionömet^obe.  S)a  nämlic^  nac^  456 
bie  ©c^nitt:pun!te  oon  K1K2  ciuc&  ber  K  angepren,  fo  {)at  man 
fi(^  nur  fül($e  jufammengel)örige  Seiüreife  jn  oerf($affen,  toeli^e 
reelle  ©d)nitt))un!te  i)aben,  um  bur(^  fie  je  ein  5ßaar  reeller  fünfte 
i^on  K  iu  t>aben.  ©ol^er  ßeittreife  liefert  aBer  fotoo^l  für  bie 
(gEi^fe  afö  mä)  für  bie  §i);perBel  oon  ben  kiben  im  oWgen  ©afee 
bef^rod^enen  ©i)ftemen  sufammengel^öriger  Seitlreife  immer  gerabe 
-baig  eine  unenblic^  oiel  für  bie  ©Uipfe,  nmliä)  ba^jenige  ©^ftem, 
für  n3elcl)e$  ftet^  r^  +  r2  =r:  t)c  fein  mn^f  für  bie  §^;perbel  bai3^ 
jenige,  für  wlä)eß  ri— r2  ober  12  —  ri  r=:  bc  fein  mu§,  b,  1^»  für 
bie  (äffi^fe  immer  gerabe  ba^  ©t)[fem  jufammenge!)öriger  Seitfreife, 
toel(^e  Je  für  ii)ren  innern  2lel)nli(^!eifö;pun!t  ^3erf)3eft.  finb,  bei  ber 
§\):perbel  umgeM)rt  ba^j-enige,  für  toelc^e^  Je  2  jufammengel)örige 
Seitlreife  je  für  i^ren  äußern  2lel)nli(^feitö:punft  :perf:pe!t  finb, 
(S)ie  obige  ©nttoicElung  in  SSerbinbung  mit  ber  gtg.  76  ai  a>2  bi  b2 
läßt  bieg  ol^ne  toeiterei8  erfennen,  njenn  man  bebenft,  baß  b  je  in 
ber  ?iÄitte  ^toifd^en  bi  u.  £2  unb  in  ber  Mtte  jtoif($en  Ci  u.  C2 
liegen  muffe.) 

3uf.  2.  S)er  intereffantefte  gall  oon  einem  ^aar  jufammem 
gel)öriger  Seitlreife,  toie  fie  foeben  in  462  ermittelt  iourben,  ift  ber 
©renjfaH,  in  toeld^em  ber  ^albmeffer  be^  Heineren  K2  unenblic^ 
Hein,  b.  :^.  für  bie  geometrif(^e33etra(^tung=:o,  unb  alfo  ber^alb^ 


*)  5lu«  tiefer  ^ebtngunö^gIetd)uno  leud^let  zin,   ha^  bie  ^Inftöfung  iHus 
fotifd^  voixb,  tx>enn  r^  grölet  al0  16  c  ift. 
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meffer  beö  größeren  Ki  gleich  ber  Sl^e  b  c  ti^irb.  5)te  ©rens^etra^:; 
tung  U^xt,  ba§  in  biefem  galle  bie  33erü{)rung  Don  ^i  unb  bem 
fleineren  fid)  barauf  rebucirt,  baß  Äi  burc^  ben  S3renn;pun!t  K2  ber 
Äuröe  II  ge'^t,  unb  bog  bie  Sangente  t)on  bem  fünfte  n  ber  (S^or= 
bale  ftetö  bur(i)  bie  ©erabe  nK2  bargeftellt  toirb, 

3luc§  ^ier  ergekn  ftd)  einige  intereffante  ®ä|e  ükr  (gCipfen 
nnb  ^^^er&eln  (f.  gig.  78). 

463,  ©er  @a|  456  lautet  für  biefen  unjern  f^ejiellen  gaU 
alfo: 

©ie  3}tittel))un!te  aller, Greife,  bie  einen  gegebenen  Äreiö 
Kl  ■6erüt)ren,  unb  bur($  einen  $un!t  K2  ge!)en,  liegen  auf 
einer  ©Hiipfe  ober  §l):perbel,  je  nac^bem  K2  innerhalb  ober 
augerl^alb  Ki  liegt,  unb  in  beiben  finb  K^  K2  bie  ffirenn^ 
:punfte  biefer  neuen  Äuri^e  IL 

464,  2lu(i)  für  biefen  ©renjfall  ift  2)reie(f  naia  !ongruent 
nK2a,  unb  bal^er  l^albirt  bieS^angente  na  bie  ©trecfe  K2ai  in  a^ 
fenfrec^t  unb  nK2a  ift  toie  naia  ein  red)ter  SBinfel;  nacE)  15  ift 
ba^er  n  ber  ^ol  i)on  aK2,  ba^er-erplt  man: 

S)ie  2lxe  ber  ^erf^elt,  33ejief)ung  i)on  K  u,  Ki  ift  in 
bem  ^ier  betra($teten  ©rensfall  bie  ©ireftri):  be^jenigen  aSrenn^^ 
^unft^  K2;  ber  aU  unenbli($  Heiner  Seitfrei^  ju  betrac^- 
ten  ift. 

465.  SSon  ber  ))erf))e!t.  Sejiel^ung  t)on  K^  u.  K2  !ann 
felbftt)erftanbli(^  in  biefem  ©renjfaff  nid)t  mel)r  bie  3lebe  fein,  ba 
iebod)  K2a3  ftet^  =  V2  Kaai,  fo  fann  man  a^  u.  a^  aU  entf:pre- 
(^enbe  fünfte  2er  :perf:pe!t,  ät)nlid)er  ©etoebe  betrad)ten,  beren  :per^ 
f:pe!t,  Zentrum  K2  unb  für  tx>eld)e  bar  2Serl)ältnife  entf^rei^enber 
®trec!en  1:2  ift,  bal)er  liegt  a2  auf  einer  Ärei^linie,  beren  SiJiittel' 
))unft  in  ber  ^SDIitte  jtoifc^en  Ki  Kg  liegt  unb  beren  §albmeffer  bie 
§älfte  oon  bem  bej3  Äreifeö  Ki  ift,  man  erl)ält  alfo  ben  ®a^ : 

gättt  man  i)on  einem  SSrennpunft  auf  fämmtli(^e  Tan- 
genten einer  (güi:pfe  ober  §^^)erbel    $er))enbi!el,    fo   liegen 
beren  guß:pun!te  auf  einem  Ärei^,   beffen  ©urd^meffer  bie 
9l):e  bc  ift, 
3uf.    ©iefe^  auf  beibe  Srenn^unfte  unb  eine  S^angente  an- 
getoenbet,    ergibt  ^^ig.  79  a  u,  b,   ba  offenbar  K^  ai3  :™  K2  a24 
folgenbe  ©äfeeT 
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gäEt  man  i^ott  ben  beiben  Srenn^unften  2  ^er^enbtW  auf 
eine  S:angente,  fo  ^at  ba^  ^robuft  an6  beren  "Sängen  na(^  295 
einen  fonftanten  SKertt),  ber,  xok  man  fie^t,  ti^enn  K2a23  fen!re(^t 
auf  K1K2,  gleich  bem  Ouabrate  ber  falben  !teinen  3l):e  tft» 

3te^t  man  i)on  2  fünften  K1K2  eine^  Ärei^burd^meffer^, 
bie  gteic^tt^eit  i)om  äRitteI:punIt  abfielen,  :paraMe  ©e^nen,  fo  be:= 
ftimmen  btefe  nod^  2  ©e{)nen,  bie  eine  ©Hüpfe  ober  ^ijl^erbel  mit 
ben  ®renn:punften  Ki  Kg  berü'^ren,  je  nat^bem  Ki  u.  K2  tnnerl)alb 
ober  aufeer^alb  be^  Äreife^  liegen. 

466.  S)er  ©afe  461  lautet  ie|t  in  SSerbinbuncj  mit  464. 
S)ag  aSert)ältnife    ber  ©ntfernunc^  eineiS    ^mtk^   einer 

eUüpfe  ober  §^:perbel  'oon  einem  33renn:punlt  unb  i)on  ber 
ju  bemfelben  c^eprigen  ©ireltrix  tft  !onftant. 
SSei  ber  ^arabel  fällt  ber  eine  Srenn^punft  K2  in^  Unenblid^e, 
ba^er  bie  lefete  (Snttüitflung  l^ier  nic^t  mel)r  ^Ia|  greifen  fann, 
unb  bo(^  liefert  auä)  für  bk  Parabel  eine  Qan^  äl)nli(^e  23etrac^' 
tung  ä^nlic^e  3%efultate,  tx>ie  bie  nac^folgenben  Stummem  jeigen 
txjerben, 

467,  ^k^  man  um  ben  ©renn^punft  Ki  einer  Parabel  K 
aU  3Jiittel:pun!t  einen  beliebigen  ^reii^  Ki  unb  bejieljt  i^n  :perf))elt. 
:proleft.  auf  biefelbe  für  ba^S  Zentrum  Ki*),  fo  finb  aai  (ober  a«i) 
entf)3re(^enbe  fünfte  2er  :perf:pe!t.  ebener  ©etnebe,  in  ti^eld^en  bem 
©traPenbüf($el  q  ber  $arallelftral§lenbüf($el  entfpri($t,  beffen 
Zentrum  ber  unenblii^  ferne  ^unlt  ber  5ßarabel  ift,  tt^enn  Ki  Ci 
bie  5l):e  ber  Parabel  ift.    Sie  entf:pre(^enben  ©trat)len  CiaiU»  a2a, 

Cibi  u,  bgb f(^neiben  \xä)  ba^er  auf  ber  2l^t  ber  iperfpelt.  23e= 

^iel^ung  \)on  Ki  u.  K.  §iebei  gilt  nun  offenbar  gang  ti)te  in  ber 
legten  (gnttDiölung,  ba§  t^enn  n  ber  @(^nitt:pun!t  ber  entf:pre(^em 
ben  Sangenten  diai  u.  aa  ift,  aföbann  ©reied  uaai  fongruent 
naa2  unb  aai  =  aa2  unb  asai  =  a^az,  tt)obet  jugleic^  SBinM 
nasai  =  nasag  ==:  90%  mxan^  ft(^  tnieber  einige  ber  §au^)t= 
fäfee  über  bie  Parabel  ableiten  laffen,  j.  33. 


*)  ©iefe^  fann  auf  bo:|)peIte  SS^eife  ge(c^e^en,  unfre  gig.  80  Betütffic^tigt 
blofe  bie  eine  %xt,  ba  ein  ttjefentltd^er  Unterfc^ieb  burd^au^  nic^t  fid^  l^crait6= 
peUt,  vok  bie  in  ber  giß.  80  enthaltene  5lnbeutun,q  erlennen  V<i% 
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468/  2lIIe  ^punfte,  mlä)t  i^on  einem  Greife  Ki  *)  unb 
einer  ©eraben  gleich  ti;)eit  abftel^en,  ließen  auf  einer  ^araBel, 
bie  ben  Wittelpunft  be^  Äreife^  jum  Srenn:pun!t  ijat,  beren 
3lxe  auf  ber  ©eraben  fenfrec^t  fielet,  unb  beren  ©(^eitel  in 
ber  ?[Ritte  jtt)if(^en  ber  ©eraben  unb  einem  ber  kiben  auf 
ber  2l):e  gelegenen  Ärei^;pun!te  liegt,  b.  l).  in  ber  ?[Ritte 
jtt)if(^en  bi  ^2  ober  (bei  ber  anbern  3Irt  ber  ^)erf^e!t.  SSe^^ 
jtel)ung  f.  bie  le^te  2lnmO  C1C2. 
3uf.    @i8  läfet  ftd)   biejeiS  offenbar  anä)  fo  auöbrüto:   bie 

Parabel  ift  ber  geometrif(^e  Ort  aller  Äreife,   tx)eld)e  einen  gegebe? 

nen  Ärei^  unb  eine  gegebene  ©erabe  berühren. 

469.  ^ebe  Sangente  a  a  einer  Parabel  l)albirt  ben  einen 
ber  beiben  SöinM,  n)el(^e  ber  ga:^rftral;l  K^a  mit  bem 
bur(i)  a  gel^enben  ©urc^meffer  aao  bilbet. 

470.  2lU(^  l^ier  läßt  fi(^  ber  Ärei^  K^  unb  bie  ©erabe 
a2b2  burc^  unenblici)  öiele  anbere  ^aare  fol(^er  ^ufammen- 
gehöriger  ©ebilbe  erfe^en. 

(giS  !ann  nämlic^  offenbar  jeber  Äreijg  um  Ki  befc£)rieben 
unb  Jebe  ber  a2b2  ))arallele  ©erabe  bie  2  erfter^ä^nten  bei  ber 
©rgeugung  ber  Parabel  K  erfet^en,  t^enn  ber  Ärei^  unb  bie  ©erabe 
bie  2lxe  Ki  h  i^  2  fünften  f(^neiben,  stnifi^en  benen  ber  Äurt)en= 
:pun!t  b  fober  c)  in  ber  2)litte  liegt. 

3uf.  1.  S)iefe  le^te  (Sigenf(^aft  giebt  lieber  ein  einfad)eö  3Jlittel 
an  bie  §anb,  bie  Parabel  :punftn)eife  ju  JonftruireU/  inbem  man 
nur  einen  Ärei^  ju  fonftruiren  braud)t,  beffen  einer  ©d^nitt^unft 
bi  über  b  ^inau^fäEt,  in  tt)el(^em  galle  bie  jugel)örige  ©erabe  ben 
^rei^  immer  in  2  reellen  ber  ?ßarabel  felbft  angeprigen  fünften 
fc^neibet  (fetbfli)erftanbli(^  blo^  bei  ber  einen  9lrt  ber  :perf:pe!t.  ^z^ 
jiel)ung  i)on  ÄreiiS  unb  Parabel) 

3uf.  2.  2lU($  l^ier  ift  ber  ©rensfatl,  bei  n)el(^em  ber  Äreiö 
Kl  unenbli($  flein  ttJirb,  t)on  befonberm  ^^tereffe.  ?Dtan  erl)ält 
entfpred^enb  462  ^nl  2  tc,  tnie  man  fic^  kiä)t  überzeugt,  folgenbe 
©%  ]^iebur($: 


**)  Unter  bem  Slbftanbe  eitiee  ^unfte^  a  Don  einem  Greife  K  oerftel^e 
i^  bie  ^ntfetnmiß  be^  ^UTifte«  a  t>on  einem  ber  Beiben  ©nb^unfte  anf  bem 
3)m<^meffer  aK^ 
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471.  ©er  geometrifc^^e  Ort  eines  Äreijeö,  ber  eine  fefte 
©erabe  berührt  nnb  buri^  einen  5ßun!t  Ki  gel^t,  ift  eine 
Parabel,  beren  33renn))unft  Ki  unb  beren  ©ire!tri)c  bie  ge^^ 
gebene  ©erabe  ift. 

5)a^  in  biejem  ©renjfalle  bie  ^erf:pe!t  9l^e  i)on  467  in  bie 
polare  t)on  Ki  überfielet,  ift  ganj  ebenfo  \t>ie  in  464  ju  bett>eifen, 
ergiebt  ft(^  aber  an^  \ä)on  iavan^,  ba§  bie  fraglit^e  auf  ber  2Xx^ 
fenlredete  ©erabe  in  biefem  ©renjfaüe  fo  liegt,  baß  fie  t)on  Ki 
burd)  b  unb  ben  unenbli(^  fernen  $un!t  ber  Parabel  l^arntonijc^ 
getrennt  unb  alfo  polare  t)on  Ki  ift. 

472,.    3eber  ^unlt  ber  ^arabel  liegt  i)om  S3renn))unft 

unb  beffen  ©ireltri):  gleich  mit  al. 

2öir  jc^Iiegen  bie[e  3tei{)e  t)on  93etra(i)tungen,  bie  naivere  2luö- 

füt)rung  bem  gefer  überlaffenb,  unb  fügen  £)ier  eine  3leif)e  t^ert^anb- 

ter   ©älje    über    ®renn^)unfte   ac.    unmittelbar    an    (i^ergl.   I^ier 

136  iQ 

473»    3^rt)t  ntan  t)ün  ben  beiben  Srennpunften  F  u.  Fi 

(gig.  81)  einer  ^uri)e  II  K  na($  bem  @(^nitt:pun!t  S  2er 

Sangenten   a  u.  b  an  K  ©erabe,    nämlid)    FS  u.  FiS, 

jo  ift  ber  SBinfel  FSa  =  FiSb,   tx^enn  a  u.  b  bie  beiben 

a3erü^rungi^:pun!te  auf  ben  S:angenten  a  u.  b  finb. 

3iel)t  man  nämliif)  burd)  S   bie  beiben  (naä)  14  ober  I  S^b- 

40)  immer  e):iftirenben,  auf  einanber  fenlrec^ten  unb  einanber  fon^ 

jugirten  ©eraben  p  u.  pi  ober  SP  u.  SPi,  fo  finb  bie  beiben ©e= 

raben  p  u.  pi   ^armonifd^   getrennt   1)  burd)   a  u.  b  nad^  12  unb 

2)  burd)  SF  u.  SFi  nad^  15,  b.  ^,  bie  beiben  auf  einanber  fenf== 

redeten  ©trabten  p  u.  pi  finb  bie  Orbnungi3ftral)len  einer  3^i)o[u^ 

tion,  in  ber  ab  einerfeitS  unb  SF,  SF^    anbrerfeitS  jugeorbnete 

etral)len  bilben,  toorau^  na(^  27  folgt,  bafe  SBiuM  FSa  =  F^Sb, 

unb  felbftt)erftänbli($  au(^  Sßinlel  FSb  :=  Fi  Sa. 

Sä^t  man  bie  beiben  S:angenten  a  u.  b  einanber  unenblii^ 
na^e  rüden,  b.  I}.  in  1  S:angente  jufammenfaHen,  in  toelc^em  gaE 
il^r  ©d)nitt:punft  mit  bem  a5erü^rung^:pun!t  ^ufammenfäUt,  fo  ert)ält 
man  aU  befonbern  gaö  folgenben  @afe ; 

474.  3iebt  man  oon  ben  beiben  a3renn:punften  F  u.  F^ 
xtaä^  bem  iBerübrungi^^punft  S  einer  Sangente  a  2  ©erabe 
FS  u.  FiS,  fo  bilben  biefelben  mit  a  gleid^e  2öin!et 
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475.  ißet  ber  ^araBel  xMt  ber  eine  S3renn:punft  auf 
ber  Sixe  inö  Unenbli(|e,  ba  aber  jonft  an  bem  ^ttod\t  ha- 
burd^  m(^t6  geänbert  toxx'o,  jo  bleiben  auc^  für  fie  aüe  biefe 
©afee  rii^tig,  nur  muß  ftatt  be6  ©tra^le^,  ber  t)on  S  na^ 
bem  Srenn))unft  F^  öef)t,  ber  burc^  S  jur  Stxe  ^parallele 
©tral^I  senommen  werben*  ' 

476,  ^it^t  man  ijon  einem  fünfte  F  au§  nac^  ben 
3©tfen  ABO  eineö  5Dreietfi8  bie  3  ©tra:^Ien  aibiCi  unb 
nun  no(^  burd^  biefell^en  ©dfen  3  neue  ©trauten  a^b2e2, 
fo  ba§  ber  SSinlel,  ben  bie  a2  mit  ber  einen  ©eite  b  beiS 
©reiecf^  ABC  bilbet,  gleich  ift  bem  SßinM,  ben  bie  ai 
mit  ber  anbern  ©eite  e  bitbet  unb  tx>obei  nod)  außerbem  a^  ai 
burd^  bc  nid^t  getrennt  fein  bürfen^  fo  fd)neiben  fid^  a2b2C2 
in  einem  2ten  gSunft  Fi,  tt)obei  F  u.  Fi  2  S3renn:pun!te 
einer  bem  ©reiec!  eingefd^riebenen  Äurt)e  II K  barfteKen» 
5)iefer  ©a^  folgt  unmittelbar  au6  473,  ba  burcf)  bie  3  Zan^ 

genten  abc  unb  ben  Srenn^unlt  F  ber  Äurte  II  K  unjti;)eibeutig 

fi)rfrt  ift. 

Saßt  man  in  476  ben  einen  S3renn^unft  F  auf  einer 
©eraben  fortrüdfen,  fo  bef($reibt  ber  anbere  eine  bem  ©reiedE 
ABC  umf(^riebene  Äuri)e  II,  ba  bie  ©tral^lenbüfd^el  AFi 
n.  BFi  ))roie!t  werben,  infofern  e^  bie  33üf(^el  AFaBF 
finb.  dtMt  biefe  ©erabe  iui^  Unenblid^e ,  fo  werben  bie 
beiben  m\ä)d  AFi  u.  BFi  (ober  AFiU.CFi)  fongruent 
unb  bie  Äurt)e,  auf  ber  ber  2te  a3renn:punf t  liegt,  fteHt  bal}er 
md)  69  ben  bem  £)reiedf  ABC  umfd^riebenen  ,Kreiö  bar, 
fo  baß  wir  ^ier  wieber  auf  ben  ©afe  235  ftoßen  *).  ®e:^t 
bie  erfte  ©erabe  burd^  einen  6df))un!t  be^  S)reiedEi8,  fo  gel)t 
bie  Äuri)e  be^  2ten  33renn:punfte^  Fi  ebenfaEig  in  eine  buri^ 


*)  ^«  möge  ^iev  noä)  ber  (5a^  öon  235,  au  bem  voix  ^tx  )oon  einem 
anbcm  Sßegc  cjelattöt  finb,  auf  eine  Sit  Wct  kwiefen  mxhtn: 

SDie  Beiben  9brmali)un!tc  fteßen  offenbar  2  &tn  eine«  einer  Parabel 
umf^rtebenen  ^xüm  bar,  beffen  3tc§  (Sd  ber  33renn^un!t  ift.  Seber  ^ei«, 
ber  bal^er  burd^  \)k  3  ©dfen  eine«  einer  ^arabel  umfd^rtebenen  ^Dreiedf^^  ge^t, 
cntl^ält  i)on  2  foli^en  umfd)rtebenen  3)retedfen  5  @cfen,  toeBwe^en  er  nad^  222 
a«^  ba«  6te,  b,  1^,  hm  5örenn)?unft  entölten  mu% 
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baöfelBe  (£(S  gel^enbe  ©erabe  üfcer.  SBirb  ABC  gleich:: 
fd)en!li9  unb  bie  erfte  ©erabe  bilbet  bie  ©enlrei^te  auig  ber 
(S:pi^e  auf  bie  ©runblinie,  fo  fällt  bie  2te  ©erabe  mit  i^x 
jufammett,  b.  :^.  aüe  fragli(J)en  Äuröen  IiaBett  biefelbe  2l):e. 
477,  3ie:^t  man  t)on  einem  Srenn:pun!te  F  einer  (gßi^pfe 
ober  §i):perbel  an  alle  j^anc^enten  ©erabe  p  unter  lonftan* 
tem  SBinM  «  *) ,  fo  liegen  il)re  ©(%nitt:pun!te  auf 
einem  greife  K,  tt)el(^er  bie  (SEi^fe  ober  ^^Jperbel  bo)):pelt 
berül^rt 

Slnftatt  ba§  tx)ir  biefen  33ett)eii8  führen,  möge  ber  allgemeine 
©a^,  oon  n)el(^em  biefer  nur  ein  fiejonberer  ^^all  ift,  l^ier  angegeben 
unb  betx»tefen  tt)erben. 

@ine  ©erabe  m  gig.  82  f(^neibe  eine  Äurt)e  II  K  in  ben 
beiben  fünften  m  u.  N  unb  man  begielje  nun  bie  ©erabe  m 
fo  auf  fi(^  felbft  ^rojeft,  b.afe  ben  fünften  MaN  bie 
fünfte  MaiN  entfpre($en,  toobei  a  u.  ai  beliebig  gelegen 
ftnb,  tDä^renb  b^i  cci  ujeitere  entf:pred)enbe  ^unltcn^aare 
barfteöen  follen;  fdjneiben  nun  bie  ®tral)len  p.. ,  einest 
©tra^lenbüfclel^F  bie  ©erabe  m  einerfeit^  unb  bie  ÄurbeK 
anbrerfeiti^  entf))re(i)enb  in  ben  fünften  abcb  .  ,  einerfeitiS 
unb  inben$unften:paarenaai,  ßß^,  m  ^  --  anbrerfeit^S,  fo 
uml}üllen  bie  ^aare  t)on  ©eraben,  toel($e  bie  fünfte  aa^ 
mit  bem  fünfte  ai,  bie  fünfte  ßß^  mit  bem  fünfte  \i 
bie  ^un!te  yy^  mit  bem  fünfte  Ci  iz.  oerbinben,  eine  neue 
^urt)e  Ä,  toeli^e  aud)  PM  u,  FN  ju  Sangenten  l^at,  unb 
bie  K  bo^^^elt  berührt, 

©{^neiben  bie  ©eraben  «ai  ß\  rk  *  *  -  entf:pre(^enb  bieK  no(^ 
in  ben  fünften  «2/^2^2 »» »  fo  ift  öor  2lllem  leicht  ju  erfennen, 
bafe  K  (ccißiri  * » 0  ^K  (ß%ßiY2  -  0^  fe^^^  V^^^  ^^^  ^on  einem 
beliebigen  fünfte  toie  a  nac^  einem  beliebigen  ^aar  entfprec^enber 
fünfte  oon  m  toie  aai  2  (Stral)len,  bie  bie  K  jum  jtoeiten  "^d 
in  «1  u,  «2  f t^neibeu;  f 0  treffen  ie  2  Strahlen  ber  iBüf (i)el  «i  u.  «2 


*)  (^^  laffen  fid)  unter  hm  mxäü  a  pW  je  2  ©erabe  an  eine  %an^^ 
Oente  ^iet)en,  Don  biefen  ift  felBfitjerftänbüc^  nur  je  bie  eine  px  nehmen,  beten 
Sßa^l  feine  3n)eibentigfeit  ^uVd^t,  )r)mn  man  au  jeber  ^^angente  eine  ^araEele 
a  burd)  F  legt,  unb  p  i^him  a  bie  ©erabe  p  fo  MIß,  ba^  F  (p  »  _)  unb 
F  (a  .  .  .)  2  gleid^länfige  kongruente  6tra^Ienl&üfd^el  barfteUen» 
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mlä^t  burc^  benf eitlen  ^unft  S  t)on  K  ße^en,  bte  m  ftetö  in  einem 
^aar  fünften  bbi  )oon  ber  33efd)affen^eit,  ba^  MaNb/rMaiNbi. 
Untöe!el)rt  folgt  aber  nun  I)ieraui8,  ba§,  ti^enn  man  i)on  irgenb  einem 
anbern  fünfte  ß  ober  y  uon  K  nad)  trgenb  einem  anbcrn  ^aare 
entf:pre(^enber  fünfte  6  bi  obercci  t)on  m  ©erabe  ^iel^t,  bieje  immer 
bie  K  in  ^un!ten:paaren  ßiß2  r\y%  ^tne^  Äuri^engebilbeö  fcE)nei== 
ben  oon  ber  23efdE)atfent)eit,  ba§  K  (MaiN^^i  ,.,)  ttK  (M«2 
N/?2r2  »»Ol  ^^^^^  W^  wtan  j.  23.  /^«i  u.  /^a2/  trelc^e  bie  m  in 
ben  fünften  eei  fdöneiben  mögen,  fo  ift  na(^  bem  foeben  a3etx)iefe:= 
nen  tt^egen  ber  ^projelt  93üfd)el  «i  (M«/JN)  7r«2  (Ma/5N} 
MaNeTrMaiNei,  alfo  auc^  Ma  Nb  e  tt  Ma^Nbi  ei,  3ltfo 
®tral)tenbüf(^el  ß  (MNbe)  nß  (MNbieO,  b,  '£).  K  (MN«iA) 
ttK  (MN«2/^2)  ^»  h  ^-  ^»  2)^  ^^^^  ^^'^  ferner  nac^  unferer 
25orauöfe^nng  K  («lAn..»)  ^K  (aßr*.-)  al§  lnt>olut  Äur^^ 
oengebilbe,  fo  ift  nun  aud^  K  {aßy  .  .  ,)  nK  («2/^2 ^2  ♦  *  0- 

§iebei  leuchtet  atöbalb  ein,  ba§  für  bie  Jprojeft.  23ejiet)un9 
^  («1  An  •  -)  ^K  (a2ft/2  ^  ♦  •)  bie  beiben  g5un!te  M  u.  N  ent- 
f:pre($enb  gemeihfame  (Slemente  barftellen,  tt)e§tx)egen  bie  ©el)nen 
«i«2  /^ift  ^c,  eine  2te  ,KurDe  II  umpKen,  tüeldje  bie  K  in  ben 
fünften  MN  berulfiren  *),  n^orau^  aUhalh  no(^  folgt,  ba§  für  bie 
t)roie!t.  Sejiel)ung  K  («/?/..  ,)  tt  K  («2 i^2 ^"2  •  ♦  0  i'i^  ©eraben 
PM  u,  PN  Tangenten  ber  Äuri^e  ^  barftellen, 

S)erfelbe  Setoei^,  mlä^et  l^ier  für  bie  ©eraben  aa^ßhirc^... 
geführt  tt)urbe,    gilt  felbftoerftänblici)   aucE)  für    bie  ©eraben  a^cii 

ßi^i  rik ^^^  bitten  n)ir  annel)men  ftjoKen,  ba§  fie  bieK  jum 

2ten  Wal  in  ben  fünften  «3  /^a  ^'g . . .  f (^neiben.  95etra(^tet  man  nun 
aber  bie  ^ur^engebilbe  K  («2  ft  ^2  ♦  -)  u,  K  («31^3/3 .  ♦ .)/  f^^  ift  al^balb 
p  erfennen,  ni(^t  nur  baß  fie  unter  fic^  ^rojelt.,  fonbern  aud),  baß 
fie  ini)olut,  finb,  ti^ie  lefetereiS  fi($  ergiebt,  wenn  man  a  in  bie  Sage 
i3on  «1  unb  umgeMjrt  gerüdt  benft,  in  mlä)em  gaße  aföbann 
«2  u.  0J3  ebenfaß^  il)ren  $lafe  öertaufd^en.  S)a^  ini^olut,  (Jentrum 
Pi  biefer Snoolution  c(2cc^.ßoß^, . .  fte^t nun  offenbar  berÄuroeß 
gegenüber  in  bemfelben  S3erl)ältntB  ti>ie  F* 


*)  gür  ben  £rei^  l^etgt  biefea :    alle  (Bt1)nm  eineö  ^reife^,    auf  benen 
berfelBe  f^n^e  ober  ftumpfe  SStnfel  im  greife  fie^t,    untl)iillen  einen  Concentrin 
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gür  ben  oben  in  477  anc^efü^rten  iefonbern  gaü  biefe^ 
t)ier  t)eti)iefenen  aßc^emeinen  ©afee;^  ift  m  bie  unenbli(^  ferne  ©erabe, 
M  n.  N  finb  bie  ?lormal^un!te  (naä^  Iß),  F  n.  F^  finb  bie  ©renn- 
))nn!te  ber  ÄurDe  Ä  (nad)  15)  unb  ben  2ten  33renn:pun!t  Fi  flnbet 
man  leicht,  tüenn  man  bebenlt,  bafe  jebe  ©erabe  «2^3  wtit  ber  ©e^ 
raben  cc^a  benfelkn  Sßinfel  a  bilbet  vok  a^a. 

3uf,  £)er  ®a^  477  läßt  \x6),  xozxm  man  ba^  jnle^t  über 
Fl  ertt)iefene  noc^  mit  beriicffii^tigt,  (x\x6)  alfo  au^fpred)en: 

478.  Serül)rt  ein  Ärei^  txm  (gllipje  ober  §l)^erbel  Ä 
t)on  aufeen  bo:p:pelt,  fo  ift  febe  @el}ne  be^  Äreife^,  tüelc^e 
Ä  berüi}rt,  ©runblinie  eine^  gleii^fi^enHigen  ©rdleä^,  beffen 
2  ©(^enM  bnr(^  bie  beiben  ®renn))nnfte  FFi  oon  Ä 
öel)en, 

479«  3f^t)tmanoon  einem  23renn:pnn!t  F  einer  Äuroell 
nact)  bem  ©c^nitt))un!te  P  2er  Sanc^enten  ab  eine  ©erabep, 
fo  i)albirt  fie  ben  SBin!el,  ben  bie  \)on  F  nac^  ben  beiben, 
Serül)rnnv3^:pnnften  a  n»  b  gel^enben  ©eraben  q  n.  qi 
bitben» 

3ft  nämlit^  ber  @tra|)t  pi  oon  F  bem  ©traute  p  fonjngirt, 
fo  ift  im  (Stra^{enbnf(^el  F  ber  äßurf  F  (qp  qiPi)  ein  l^armoni^ 
fc^er,  ba  aber  nac^  15  p  n.  pi  anf  einanber  fenfoe(^t  ftel)en,  fo 
folgt  bie  3lid)tig!eit  be^  ®a|e^  an^  27. 

480.  ©inb  A  n.  B  2  ^pnnlte  einer  Änroe  II  nnb  fdjneibet 
bie  ©erabe  AB  bie  ©ireltrijc  im  ^nnfte  C,  fo  ^albirt  bie 
©erabe  CF  ben  einen  ber  beiben  SBinfel  AFB,  toenn  F 
ber,  im  fraglii^en  ©ireltri^  3el)örige  33rennpnn!t  ift. 

S)enn  jiel)t  man  nac^  bem  ^ole  P  oon  AB  bie  ©erabe FB, 
fo  itt  nad)  15  CFP  ein  rechter  WinJet  nnb  ba  m6)  479  Sßinfel 
AFP  =  BFB,  fo  folgt  bie  gii(^tigfeit  be^  ©afee^  ^ieran^  nn^ 
mittelbar. 

481.  aSerbinbet  man  bie  2  g5nnfte  A  n.  B  oon  480  mit 
einem  beliebigen  3ten  ^nnt'te  M  ber  Änroe,  nnb  finb  C  n.  Ci 
bie  ©{^nitt:pnntte  ber  ©e|nen  AMn.  BM  mit  ber  ©ireltri?;, 
fo  ift  ber  ©e:^ti?in!el  CPCi  für  iebe^a  M  fonftant  nnb  j^toar 
7ZZ  V2  AFB. 

S)enn  finb  toie  in^  480  FP  n.  FPi  bie  Sinien,  ioeld^e  bie 
©e^rnnfel  AFM  n.  BFM  l)albiren,  fo  ift  äßinM  CFP  nnb 
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eknfo  CiFPi    je  ein  xtä^kv  SSinM  unb  alfo  CPCi  =  PFPi 

©iefer  oben  in  479  bettjiefene  @afe  erfd^eint  afö  befonberer 
gaö  folgenben  allgemeinen  ©a^e^: 

482,  §at  man  2  fefte  S:angenten  ab  einer  Äuroe  11, 
fo  erf(|eint  bai8  enbli(^e  ©tüö  einer  3ten  bett)egli(f)en  S^am 
gente,  ba6  jtDifc^en  ben  S^angenten  a  n.  b  liegt,  Don  iebem 
33renn:punfte  an^  unter  !onftantem  äßinfel 

Sie  a3etrad)tung  bergig»83a  crgiebt  nämlid)  über  bie  @rö§en^ 
oerl^ältniffe  ber  l)ier  in  Setrad^t  fommenben  SöinM  aKbatb  folgenbe 
^Relationen:  aFN=:  NFc,  cFM  =  MFb,  aFP  =:  PFb.  S)a 
aber  aNF  +  NFc  +  cFM  +  MFb  =  aFP  +  PFb,  jo  er^^ 
pt  man  2  (NFc  +  cFM)  =  2.  aFP  b,  ^,  NFM  =  aFP 
=  bFP  )xi.  j,  b.  vo. 

ßnf.  1.  ©er  le^te  33etoeii8  ftüfete  jiä)  auf  eine  befonbere  Sage 
i)on  c,  liegt  ha^  enblii^e  ©tüd  t>on  cb  im  91eben\))inlel  be^  joeben 
betrai^teten  (f.  gig.  83b),  fo  ti^ürbe  berSeti^eiiS  eine  Heine  3)lobifi= 
Mon  erteiben;  .e^  ift  nämli($  in  biefem  gall  NFM  =  cFM  — 
cFN,  aber  ti^ie  i)or^in  ift  2  cFN-f-  2aFP  =  2cFM,  tDorau^ 
tDieber  NFM  =  aFP  =  bFP, 

@ine  anbere  tt?efentlic^e  Slenberung  erleibet  iebod)  ber  ©a^, 
voenn  bei  ftetiger  2lenberung  ber  Sage  c  aHmäl^lid)  bie  ju  a 
(ober  b)  ))araßele  Sage  ai  (ober  b^)  annimmt  ober  refp,  fie  über^ 
f(|reitet*);  an  biefem  ©renjfaöe  ber  :paraMen  Sage  fie^t  man  näm- 
li(^  au^  Sig»8'^c  atebalb,  ba§  ber  eine  ber  betben  unenblid^en 
jtoif($en  ab  gelegenen  2lbf(^nitte  oon  c  unter  einem  Sffiinlel  er^ 
f(!^eint,  ber  ben  besä  anbern  jul80°  ergänjt  unb  e^  f^eilen  nun  bie 
beiben  Strahlen  ai  u,  b^  ben  bie  Äuri^e  umpöenben  ©tra^len^ 
büfi^el  II  in  2  Steile,  beren  einer  bem  einen  ber  beiben  Sieben- 
voinM  angel^ört,  tt?ä^renb  bie  Strahlen  be^  anbern  S^eil^  unter 
bem  anbern  5yiebenmin!el  oon  F  au^  erfi^einen,  toie  in  33erü(Sfi(^- 
tigung  ber  gig,  83  d  l}ier  noä)  näljer  gejeigt  werben  fott. 

e^  ift  MFN  =  V2  (^FM  +  MFc  +  cFN  +  NFa) 
=  1/2  (360  — aFP  —  PFb),  mxau^  folgt  MFN  =  180  -- 
aFP  =  180  —  bFP, 


*)  3)iefe^  ifl  felbftt)crftänblid^  Uo^  M  Mipfe  ober  §i)per6el  möglic^. 
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guf.  2*    eine  unmittelbare  golge  be^  lefeten   S{)eifö  'om 
482  3uf.  1  ift: 

tlmjd)reibt  man  einer  (SUi^ye  i?ber  §^:perbel  ein  einfa(^e§ 

4©eit,  jo  i[t,bie©umme  ber  ©et)mnM,  unter  benen  2  Oe^ 

genfeiten  i^on  einem  33renn^un!t  au^  erfd)einen,  =:  180^. 

3uf»  3.    ©inb   bie  Reiben  feften  S^angenten  a  h  bie  in  ben 

@(^eiteln  ber  großen   ober  reeßen  2I):e  errid)teten  S^angenten,   fo 

erfd)eint  offenbar  jebe^  i)on  if>nen  'oon  einer  3ten  beliebigen  5J:an= 

gente  c  abgefdinittene  enblic^e  ©tütf  'oon  j-ebem  ber  beiben  33renn^ 

))unfte  unter  90^,  bal)er  erl)ätt  man  nad)  81 : 

(äTrtd)tet  man  über  bem  ©tütf  einer  beliebigen  Sangente, 
ba^  jtr>ifd)en  ben  §au:ptjc^eitettangenten  liegt,  aU  ©urc^meffer 
einen  Ärei^,  fo  ge()t  berfelbe  burd)  bie  beiben  Srenn^unfte» 
3uf.  4.  5Den  (Safe480  fann  man  füglid)  aud)  fo  au^f^prei^en: 
©in  !onftauter  Sffiinlel  a,  ber  fic^  um  feinen  feften  ^&)d^ 
tel  F  bre^t,  fd)neibet  2  fefte  ©erabe  ab  in  Sßunften,  bereu 
SSerbinbung^linien  eine  Äurt)e  II  beröl^ren,  bereu  einer 
©renn^unft  P  ift  (i^ergL  139,) 

483.  Sic  beiben  SBinfet,  unter  benen  biefelbe  beti^eglic^e 
j\i3ifd)en  ab  gelegene  S^angente  Don  ben  beiben  23renn^un!ten  auö 
erfd)eint,  finb  im  Stllgemeinen  i)on  einanber  t)erfd)ieben,  ieb,oc^'  läßt 
\xä)  für  bereu  ©umme  ober  Sifferenj  eine  merftoürbige  Dftelation 
auffinben,  tDie  au^  golgenbem  unter  Serüdfi(^tigung  ber  gigg*  84 
u»  85  ju  erfel^en  ift. 

ffietrai^tet  mau  uamlid)  in  ben  8  giguren  84  unb  85,  t^eld^e 
aüe  möglichen  gälle  für  bie  gegenfeitige  Sage  t>on  A  unb  ß  bar^ 
ftelteu,  ie  bie  beiben  ©reied^e  FAP  unb  F^AP  fo  erl)ält  man  in 
aßen  gdtlen 

für  bie  @Ui^fe  azzilSO-^-Tj—y—e  ß=2lS0—p—r—s  unb 
alfo  a  +  ß  =  (ISO -^71-2/)  +  (180  —  2e  —  p)=o+^ 
für  bie  §t)^erbel  «  =  180  —  ;- —  5— />i,  ß=180  —  r  —  e. 
unb  alfo  ß  —  a=ijb  b.  :^,  mit  2Borten: 

^n  ber  (Sßipfe  ift  bie  ©umme  ber  ©el)t)3inlel ,  unter  benen 
baö  enblid)e  j\i5ifd)en  2  feften  S:angenten  gelegene  ©tüd 
einer  beliebigen  3ten  S^angente  oon  ben  Srenn^unften  au^  er^: 
fd)eint  (naä)  482),  gleid)  bem{emgen  Sßinfel  ab  ber  beiben 
Sangenten,  in  toeld)em  bie  Äuroe  nid)t  enthalten  ift    23ei  ber 
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^^:perBel   finbet   baigjelk:  3lefuttat   für  bie   SDifferenj  tiefer 

3uf.  Man  Um  ftatt  be^  ©e^tt^mfefö,  unter  bem  ba^  ©tue? 
einer  3ten  J.anc^ente  t)on  ben  S3renn:pun!en  au^  erf(^eint,  aui^  ben 
©et)tx>in!el  ber  Se^ne  AB  felbft  in  ben  ®a^  einführen,  infoferne, 
aU  batb  au^'  ben .  legten  gtgg,  einleu(^tet,  bafe  biefe  ©eljtüinfel 
AFB  unb  AFiB  jn  ber  (Stti^fe  immer  —  2a.u.  2ß  in  hn  ^iy- 
:t5erb?l  entmeber  :=:^2an.2ß  ober  —  d:  (180  —  2  a)  n,  ±  (180— 2ß} 
finb,  fo  bafe  man,  tüenn  biefe  ©e^minW  entf^)red)enb  mit  «i 
u.  ßi  ßeäei(^net  tDerben ,  tt)ieber  erhält  für  bie  (SUipfe  ai+ft==:2/X' 
für  bie  §^perbel  ai--r-/?i=+2f*. 

484    (Sine   ßanj  ä^nli(^e  ^telation  ergiebt  .ft(^   nun  noc^ 

umgeMjrt  für  bie  Bdjmnlel,  unter  mtä)^n  ber  Slbftanb  ber  23renn= 

:punfte  FF^  i)on  ben  beiben  fünften  A  u.  B  au^  erf^eint    Se^ 

trai^tet  man  nämlii^  tüieber  für  alle  8  gäHe  ber  gigg*  84  unb  85 

bie  beiben  S)reiedfe  F-i  AC  unb  FPC  einerfeit^  unb  F^DB  nnh 

FPD  anbrerfeit^  unb  brüdt   auf  biefe  SBeife  ben  Söinfel  bei  C 

ober  D  auf  bo:p:pelte  SBeife  auß ,    fo  ert)ält  man  1)  für  bie  gi= 

guren  84a  unb  b  7i—ßz=zp — a  unb  '3^+  ßz=zv+a,   tüorau^ 

»jirb  ^  +  -5-=2j^  ebenfo  2)  für  bie  giguren  84c  unb  ä  ß—ri 

=a— ^  unb  ß-—&=a+rf  tt)orau^  tüirb  fi—S^=:2v  3}  für  85a 

ri—ß-^a  +  v  n.  d^  +  ß^=.v—a,,>^m<m^  ri+^d-=z2p^^)  für  85b 

/5  +  i;i=(180— «)  +  (180— j')  U,  ß+d^:=zv—af  morau^^— ^= 

2.(180  —  1^)  5)für  85c:-a  +  ^!=:(180— i^)  +  (18a— ^)  n.  &—ß 

—  a  —  v,  txiorau^  ^  +  ^  =  2  (180  —  v)  6)  für  85d  tf—^^  — 

180— ^— au.  ^— i5i  =  j'  +  180  — a,  ti)orau^:  ^  — ^— 2^/.  b.  1^, 

S)ie  ©umme  oier  bie  ©ifferenj  ber  ®e^min!el  unter  benen 

ber  2lbftanb  ber  beiben  Srcnn))unfte  i^on  2  ^unlten  A  u.  B 

einer  Äuri^e  II  aug  erf(i)eint,  ift  glei(^  bem  bo^p^elten  ©e^minlel  v, 

unter  bem  berfelbe  2lbftanb  i)om  ©d)nittpunfte  P  ber  Sangen- 

ten  AA  u.  BB  aua  erfc^eint,  mobei  bie  ©umme  p  fefeen  ift, 

tDenn  A  u.  B  auf  berfelben  ©eite  ber  großen   ober  reellen 

Stre  liegen,  bie  ©ifferenj,  ^enn  fie  auf  i)erf($iebenen  ©eiten 

berfelben  liegen,  unb  ti^obei  no(^  aufeerbem  bei  ber  §^^erbet 

ftatt  V  fein  ?lebenti)inM  gefegt  tx)erben  muß,  ttjenn  im  erften  gaU 

A  u»  B  auf  oerfc^iebenen  ©eiten  ber  imaginären  2l^e  im  2ten, 

njenn  A  u.  B  auf  berfelben  ©eite  berfelben  liegen. 
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SDtejentgen  ber  legten  Stummem,  in  betten  bie  Beiben  ^renn- 
:pun!te  borfotnmen,  erleiben  eine  SJlobtfifation  für  bie  ^arabet,  ha 
^ier  etgentlid)  nur  ein  23renn^:»un!t  i)orf)anben  t[t,  Mxaäjtd  mm 
aber  ben  unenbttc^  fernen  ^unft  ber  2lrc  cit^  ben  2ten  ©renn^punft/ 
fo  erleiben  bie  obigen  Sei^i^eife  feine  Slenberung,  tx>ie  auc^  juniAl^eit 
oben  jd)on  gezeigt  tourbe,  bo(^  mögen  l^ier  biefe  ©ä|e  noc^  bireft 
jufamtnengeftettt  unb  in  Äiirje  betx>iefen  t^erben,  ba  no(^  einige 
ttjeitere  fi(^  an  biefe  (Sigetttptnüi^feit  ber  5ßarakl  anfc^Iielenbe 
©äfee  jugleii^  beigefügt  ti^erben  fotten. 

485.  2^  ber  $arabei  ntai^t  bie  Sangente  AA  mit  bem 
23rennftral)l  FA  benfelben  SßJinW  tx>ie  mit  ber  3l:re  f.  gig.86 
(i)ergl  474.) 

M^  m  ift  baljer  fteti8  AFAi  unb  BFBi  ein  glei(^f(^en!^ 
lige^  ©retecf  unb  alfo  aSintel  BEÜ  =  2.BBiF  unb  äßinM 
AFU  =  2  AAiF. 

486.  ©erj-entge  SßinW  p  ber  beiben  Sangenten  a  u.  b 
(ober  AA  u>  BB),  in  meld)etn  bi^  ^Parabel  nic|t  liegt, 
ift  gleid)  bem  SBinfel,  unter  bem  ba^  jtt)if(^en  a  u.  b  ge* 
legene  ©tüiS  einer  3ten  Sangente  erfi^eint,  ober  toa^  auf 
ba^felbe  Ijeraui^fommt,  gleid)  ber  §älfte  be^  ©el)tr)inW^ 
AFB,  unter  bem  bie  ©c^ne  AB  erf($eint  (Siefer  ®a# 
tritt  an  bie  ©teile  'om  483,  in  fo  ferne  l^ier  ber  eine  ber 
beiben  ©el^tt^inW  zr:  o  tt)irb. 

m  ift  nämlid^  na^  485  3uf.  SBinM  f^  =  FA^^P 
—  FBiP  =  1/2  UFA  ^  V2  UFB  rrs  V2  AFB  =  AFP 
=  BFP  Cnad)  479), 

3uf.  S)a^  atefultat  biefe^  @a|eg  !ann  man  alfo  au^brüdEen: 

3ie:^t  man  nacl)  ben  ©c^nitt:punften  ab  einer  beliebigen  San^ 

gentß  hmä)  2  fefte  Sangenten  ab  einer  5ßarabel  i)otn  Srenn^Juntt 

au^  bie  ©erabenFaFb,  fo  erganjt  ber  ©el)ir)in!el  aFb  ben  MinM 

APB  ber  beiben  Sangenten  ^u  2  rechten  2Bin!eln, 

487.  ^k^  man  hnvä)  ben  Serül)rung^:pun!t  A  ben  ©ur^^ 
meffer,  mlä)zv  bie  Sireftrijc  im  g5unlte  A2  fc^neiben  möge, 
fo  ift  aSinfel  AgFArzr:  A2PA1;  FA  :==  AA2  =  FAi 
:i=:  A1A2;  Fai  n^  A2ai;  Aai  =:  A^ai;  babei  liegt  bie 
9Jlitte  ai  ^on  FAg  auf  ber  burd^  ben  §au:ptf(|eitel  gejogenen 
Sangente  ic.  zz.  f.  gig.  87, 

?Pfa  ff,  neuere  ©eometvic  iL  X6 
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Sitte  btefe  eittjelnen  SBa^rl^eiten  ergeben  ftc^  unter  25enü^ung 
ber  testen  Stummem,  ti^enn  man  auf  bie  2:angente.AA  i)onP  aui3 
einen  ^er:penbifel  Pai  fällt  unb  biefen  um  btefette  Sänge  Fa^ 
ü6er  ai  ^inau§  -i)er{ängert,  tx>enn  man  Bebenft,  ba|  in  ber  ^arabel 
bie  ^au^tfc^eiteltangente  in  ber  WitU  jtDif^en  bem  23renn))un!t 
unb  befjen  polare,  ber  J)ire!tr{^  liegt 

488.  Sie  ©umme  (ober  S)iffereni^)  ber  beiben  Söinfel,  tx>el(i)e 
bie  gal)r[tral)len  PA  u,  FB  in  A  u.  B  mit  ben  S)ur(i)meffern  in 
A  IL  B  bilben,  ift  gletc^  bem  bo:p:peften Hßinfel;  weli^en  ber  ^at)x^ 
f{ral)t  FP  mit  bem  bürd)  P  geljenben  2)ur($meffer.bilbet  (i^gl  484). 

S)er  eine  aSinM  ift  =^  BiFB  ber  anbere  =  AiPA,  alfo 
(für  bie  gig.  86)  il)re  ©umme  =  2 AiPA +  2AFPzz:2AiPP 
tu.  j.  b.  n). 

@g  mögen  nun  no(^  einige  @äfee  ober  Betrachtungen  ange^ 
fc^Ioffen  tDerben,  für  bie  fi)tiU  !ein  ))a[fenber  ^la^  \i&)  fanb  ober 
bie  am  :paffenben  ^lafe  unbea^tet  geblieben. 

aSor  aßen  möge  alö  ergänjung  ^on  30  bie  bortige  Setrai^- 
tung  auf  6  beliebige  g^unfte  einer  ^%uri)e  II  au6gebel)nt  tt)erben: 

489.  2Bir  nennen  bie  SSerbinbung  i^on  6  ^unlt^n  abcb  e  f  einer 
Äuröe  II  in  einer  beftimmtenOrbnung  ein  ber  Äur^e  II 
eingef(%riebene0  6  (S(S,  inbem  toir  fe  2  unmittelbar  auf  einanber 
fotgenbe  fünfte  bur(^  eine  (unbegrenzte)  ©erabe  oerbunben  beulen; 
babei  nennen  mr  in  bem  6@ä^  abcbef  ab  u.  be/bc  u.  ef,  cbu.  af 
je  ein  ^aar  ©egenfeiteri.  S)ie  6  fünfte  beftimmen  nun,  t^ie  man 
fi(f>  al^balb  überzeugt,  60  \)erf(f)iebene  6eöe,  bie  alfo  60  ©erabe 
liefern,  in  benen  ie  =bie  3  (S(i)nittpun!te  il)rer  3  ^a^r  ©cgenfeiten 
liegen;  .biefe  Sinien  nennen  toir  :f>a^^!alif($e  Siniert  unb  bezei(^:= 
neu  fie  mit  1,  tuä()renb  toir  feben  ©c^nitt))UHft  X)m  ein  $aar 
©egenfeiten  burcl)  ))  bejeic^nen  U)ollen;  tt)ir  be^efi^nen  ferner  eine 
ber  Sinien  1  bur^  2lngabe  be^S  6M^,  ju  bem  eö  gel}ört  unb  ebenfo 
einen  $unft  ^  bur(^  Eingabe  ber  ©egenfeiten,  bie  xi)n  beftimmen; 
bemna(^  bat  x.  iß.  bie  Sinie  1  abebef  bie  3  fünfte  ))  (ab.be), 
(bc.af),  (cb.af). 

äBir  lönnen  biefeg  tej  fo  auebrücEfu: 

A.  S)ie  6  fünfte  abebef  einer  Äuroe  II  beftimmen  ein 
i)oUftänbige^  6ecf,  ba^  15  (Seiten  l)at,  bie  fi($  in  45  muen  ^un!== 
ten  ))  fd)neiben,  i)on  benen  60  2Kal  3  in  ie  1  ©eraben  1  liegen. 
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B.  ©urd^  leben  ^un!t  ))  ge^en  4Sttttett  L 

:23etrad)ten  tt^ip  ben  ^unf t  (ab.be)  *),  f o  gelten  namlic^  burd^ 
i^n  fot9ent)e  4  ßtnten  1:  abcbef,  abfbec,  bacbef,  bafbec;  bie 
übrigen  beiben  fc^einbar  noc^  i^or^anbenen  6@cfe,  in  benen  ab  u. 
be  ©egenfeiten  finb,  fallen,  'mk  man  ateba,lb.fiel)t,  mit  einem  ber 
ertüdl)nten  4  jufammen,  wm  \k  in  umgefe^rter  Orbnung  gefd)rie:* 
Izn  tüerben, 

C,  3e  8  Sinien  1  j(i)neiben  fic^  in  einem  t>on  20  nenen 
fünften,  bie  ttiir  mit  g**)  be^eid)nen.  ©a  nämlid^  burd^  jeben  ber 
3  ^nnlte  :p  einer  ©graben  1  aufeer  ben  2  (Segenfeiten,  tt)eld)e  eben 
biefen  $unft  :p  bestimmen,  nüc^  B  je  nod)  3  Sinien  1  gelten,  jo 
fann  man  ie  3=  fölc^e  ©erabe,  mn  benen  jebe  hixxd}  einen  anbern 
biefer  3  fünfte  :p  get)t,  al^  3  ©eiten  eine^  2)reietfö  betrad^ten, 
tt)a^  alfo  125.©r€iec!e  giebt,  tjon  benen  febe^  al^  !perj:pe!t  jn  iebem 
an'i^cxn  hettaijkt  derben  fann,unb  !ann  nun  Derjnt^en,  biefe  ©reis= 
etfe  fo  in  \ml)kn,  baß  bie  ©öen.ju  ben  45  fünften  :p  gel^oren, 
tt)oburd)  man  na($  T.2;^.  87  p  neuen  3Inff(^tüfien  über  bie  Sägern 
i}erl)ältniffe  berfelben/  ju  gelangen  ^offen  !ann» 

1)  ©er  einfa(^fte  gaß,  ber  fte^  J)ier  barbietet,  unb  unmittel- 
bar ^um  ermün jd)ten  ^kk  fül}rt,  ift  ber,  bafe  man  bie  3  g5aar 
©egenf eiten  f elbft  aU  bie  3  ^aare  entf.^red^enber  ©eiten  ber  beiben 
))erfpe!t.  SreiecEe  betra(^tet  unb  jtnar  in  ber  ft)mmetrifd)en  Slufein^ 
anberfolge  tt)ie  bie  gig.  88  bie^  unmittelbar  jeigt,  benn  [inb  für 
bie  Sinie  a,bcb.ef  ab  cb  ef  bie  (Seiten  be^  einen  unb  be  fa  bc 
bie  entf^prei^enben  ©eiten  beö  anbern  ©reietf ^,  fo  fteHen  bie  SSer^ 
binbungjglinien  ber  3;  ^aare  entf:pre(^enber  ©cEen  (ab,cb)  unb 
(b  e .  f  a) ,  (c b\  e  f).  u.  (f  a .  Ij) ,  (e  f .  a  b)  u.  (b c ,  b  e)  offenbar  3 
Sinien  I  uui^  jti^k  offenbar  bie  -feer  ))a§falifc^en  Sinien  ab ebcf, 
abcbef,  alKfeb, 

SBoUen  ti^ir  nun  ba^  ©efe^  fu(^en,  ti^oburdE)  bie  S^f^^^^^«- 
gel^origffit  ber  3  bur(^  einen  g5unft  g  ge^enben  ©eraben  1  beftimmt 
ift,  fo  fd)reiben  ti)ir  biefe 3  Sinien  1  alfo:"  afcbeb,  abcbef,  abcfeb 


*)  3)er  ^i\ot\^  für  einett  befonbern  gaU  genügt  offenbar,  h^  \<x  burd^ 
S5ettaii{d)ung  ber  33K(i)fiaben  au§  \^m  aUe  einzelnen  gäHe  fid^  ergelbem 

^*)  W.x  gelten  ^on  ber  geu)ö()nlic^en  ^ejeld^nung  g  aB,  'i^o,  XQVt  ^i\o^ni 
finb,  für  Siitten  hk  deinen  latciuifc^en  ^uc^flakn  ju  geh'aud^ett, 

16* 
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unb  e6  teud^tet  ein/  ba^  fotcienbe  2Jier!mate  l^ier  befttntmetib  ftnb: 
1)  bie  3  getrennten  (Scfen  ace  bleiben  bei  dien  an  berfclben  ©teile 
unb  2)  bie  3  anbern  getrennten  ©cfen  fbb  erleiben  bie  3  einzigen 
mßglid)en  ct)flifd)en  SSerfe^ungen  in  bemfelben  ©inne;  joll  aber 
l^ieburd)  bie^nfammengeprigfeit  biefer  Sinien  1  tt)ir!li(^  unjtx)eibeutig 
firfrt  fein,  \o  muß  hk  SBa,l)l  ber  3  getrennten  ©tfen  \DiIIfül)rli($ 
fein,  b»  "i).  e^  tnuJ3  fbb  in  bie  ©teile  i)on  ace  eintreten  fönnen, 
ol)ne  eine  2lenberung  ber  Sinien  1  ju  bett^irfen,  tt^k  biefe^  aud)  ein= 
lmä)ki,  t^enn  man  fie  alfo  fd)reibt:  fabebc,  febcba,  fcbabe 
nnb  e^  genügt  bal)er  bie  Orbnung  ber  3  erften,  fo  vok  bie  Orb^ 
nung  ber  3  anbern  getrennten  ober  refp,  ben  ©inn  ber  c^llifcben 
23erfefeung  berfelben  anzugeben,  um  bie  3  ßinien  felbft  ^xjcixt  ju 
laben,  ti^e^megen  cinä)  ber  ^^^^Ö^^ff  f^^^^^^^  3  Sinien  1  unb  anä) 
ber  ^un!t  g  felbft,  in  bem  fie  fid)  fd)neiben,  füglii^  burcb  ein 
einfa(^e^  ©d)ema  bejci(^net  tt)erben  !ann,  ba^  auf  unfern  galt  an- 

öeti3enbet   alfo    tft  (?5^);  l)iebet  ift  leii^t  ju  erlennen,  ba^  biefeö 

©c^ema  nur  eine^  bon  36  ift,  U)el($e  fämmtli($  biefelbe  @ru:ppe 
t?on  ©eraben  1  ober  benfelben  @d)nitt:punft  g  bebeuten,  benn  e^  ift 
biefeö  ©d)ema,  um  bie  §auptanberungen  l)ier  anjufübren,  ibentifd)  mit 

i\n)  ^'  (bbf)  "^«  (Ice)  ^"  (bbf)'  ^«^^  'f*  ''^  ''' 
ju  bead)ten,  ba§  ©($ema  Q^^^  unb  Q^V)  2  tx)efentlic^  t)erf(^ie^ 

bene  $un!te  g  barfteöen.  §ierau§  ift  suglei($  ju  erfeljen,  ba§  iebe 
Sinie  1  nur  einen  einzigen  foli^en  $un!t  g  in  fi(%  entplt,  inbem 
man  bon  einer  Sinie  ftet^  nur  ju  ibentifc^en  ©(^ematen  gelangt 

3uf.  e^  möge  l)ier  einfd)altungg^eife  ba^  fi^on  in  30  ange= 
tuenbete  öett^ei^öerfal^rert  au<S)  bei  biefer  ©rtoeiterung  be^  bortigen 
©afee^  ^la^  finben: 

2)ie  3  @egenfeiten:paare  be^  ^uri^en6(S(fa  abcbef  f($neiben 
ft^  in  3  ?ßunften  einer  ©eraben,  lä^t  fii^  nad)  I  %i^.  75a  auc^ 
fo  au^brüden:  bejte^t  man  ba^  Äurt^engebilbe  K  berartig  :proie!t. 
auf  ft($  felbft,  ba§  ben  fünften  ace  bie  fünfte  bfb  entf:pre(^en, 
fo  liegen  bie  ©(^nittpnlte  bon  ab  u.  be,  af  u.  bc,  cbu.  fe  in  ber 
©eraben,  ^el(^e  bie  beiben  ebenen  ©etoebe,  bereu  :ßro];e!t  33ejiel)ung 
bur(|  K  (ace)  TT  E  (bfb)  fi):irt  ift,   entfprei^enb  gemein  l)aben. 
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glimmt  ntan  nun  an  E  (ace ,  0  ^  K  (b f B .  0  ^  K  (f  6b . .  0 
n  K  (bbf.^Ov  fö  giebt  e^,  'xoxt  bieje^  fc^on  in  30  ^uj,  3  au§ 
l%\.  226  ertüiefen  ti^urbe,  2  lonjungirte  tmagtn,  fünfte  MN  in 
K;  benen  bei  ieber  biefer  3  2lrten  ber  :proieft.  35ejiel)un9  biefelben 

2  toniungirt  imagin.  fünfte  MiNi  t)on  K  enti:pre(^en ,  fo  ba§ 
ber  reelle  (na(^  I  2^.  186,  2)  @($nittpun!t  P  i)oi^MNi  uhb 
MiN  in  ieber  ber  3  Stnien  1:  abcfeb,  afcbeb,  ab  ob  ef  liegt 
©anj  auf  biefelbe  SBeife  finbet  man  aber  (^ergl.  baju  ebenfatlö  bie 
entti^idttung  i)on  30),  ba^  ber  reeUe  ©c^nitt^unft  Q  i)on  MMi  u. 
NNi  in  ieber  ber  3  fiinien  1   afcbeb,  abcbef,  abcfeb  liegt 

©ie  beiben  5ßun!te  g  V'JJJ^  unb  /JJj)  liegen  alfo  in  ber  polare 

be§  (S^nitt^unWe^  R  i)on  MN  u.  MiNi,  bie  fünfte  MN  finbet 
man   aber   na^^  I.  Sl).  226  alfo:    5Jlan  juc^t  (j.  gig.  89)  bie 

3  fünfte  aiCiei  \)on  ber  Se}(^affenl)eit,  ba§  acaie,  aceci,  acice 
ie  einen  orbentli(^en  )^armontj(^en  SBurf  bilben,  bann  finb  MN  bie 
Orbming^elemente,  b.  ^,  bie  ©erabe  MN  ober  m  i[t  ;3nt)olution65 
a):e  be6  int^olut  Äurbengebilbesa  aai.  cci^eei,  (gbenjo  ift  MiNi 
ober  mi  3nt)olution^a):e  be^^  ini^olut  Äuri)engebilbe!3  bbi,bbi4fif 
ti^enn  bib^fi  gu  bbf  auf  biefelbe  Steife  gefunben  ttjerben,  n)ie 
aiGiei  gu  ace.  Sluf  ber  polare  be^  ®(^nitt:pun!te6  t)on  MN 
Ml  Ni  liegen  nun  aber  offenbar  au($  bie  beiben  ^ttt^olution^ceritra 
CCi  ber  foeben  angeführten  ^n^Jolutionen^  ^el($e  man  aB  ©(^nitt- 
:puntte  i)on  aai  cci  eei  einerfeit^  unb  bbi  bbi  ffi  anbrerfeit^  er^ 
plt;  nun  I)at  aber  ai  bem  ace  gegenüber  bie  Sage,  ba§  aai 
nai^  lÖ»a  burd^  ben  ©c^nitt^unft  ber  beiben  S^angenten  cc  ec 
ge^t,  ebenfo  eCi  buriä)  ben  ©d)nitt))unft  i)on  aa  u.  cc  iz.  iz., 
fo  bag  man  l^ieraiiiS  fol'genben  ti^eiteren  ©a^  erhält, 

D,   3^  i^i^^^  "^ViXiii  g  i)on  bem  ©d^ema  (?c  c)  S^ptt    ein 

^Punft  g  i)on  bem  ^ö^jzma  ß^.^  (man  nennt  fie  gen^ol^nlid^  ^^aS* 

SaPfd^e  ®egen)Jun!te)  unb  biefe  beiben  ®egeni)un!te  liegen  auf  einer 
©eraben,  bie  man  alfo  erl)ält:  man  jie^e  in  ben  2)reie(äen,  bereu 
©eiten  bie  3  Siangenten  in  a  c  e  einerfeitö  unb  b  b  f  anberfeitiS 
finb,  je  i>on  einer  fötfe  nac^  bem  33erül>rung^:pun!t  ber  ©egenfeite 
eine  ©erabe,  fo  fi^neiben  \\6)  biefe  3  S;ran)^t>erfalen  m6)  I  2:^.48 
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für  jebe^  ber  betben  S)reietfe  m  1 5ßun!te  nnb  btefe  2  fünfte  Cu.Ci 
liegen  mit  ben  beiben  ©egen^unlten  PQ  in  1  ©eraben;  babei  er^ 
gteW  bie  35ergleic%ung  t)on  ^ng.  89  a  b  u.  c,  WoM  89  b  bie  Sage 
t^on  a^bi  Ci.*.,  89c  bie  gegenfeitige  Sage  t)on  MNMiNtPQ  für 
reelle  Orbnungöelemente  blo^  fd^etnatifd)  i)eran^c^auUd)en ^oH, 
bafe  bie  :@egen))un!te  PQ  !)armonif(i)  getrennt  finb,  nid)t  nur  bur(^ 
bie  ÄurJ^e  b.  ij,  acc^,    fonbern  anä)  huxä)  CCi  u.  mmi. 

SBenben  n)ir  un^  nun  ti^ieber  ju  ber  bur(^  biejen  3^M  ^^- 
terbrod)enen  Unterfuc^ung. 

2)  Sä^t  man  \,  ^-ig.  90  bie  ©eiten  be^  einen  ber  belben 
))erf:peft  ©reiecfe  ab  ob  ef  unb  ebenfo  bie  beiben  ©eiten  be  u,  fa 
beö  2ten  ©reiecf^  ungeänbert  töie  in  1)  fein,  tt)ä^tt  aber  ftatt  ber 
3ten  ©eite  be^  2ten  eine  jold)e  Sinie  1,  voziä:)t  mit  il}r  buri^  ben= 
felben  $un!t  :p  ber  Sinie  abcbef  gel)t,  fo  ift  l}iebei  eine  3fa(^e 
2öal)l  mög(i(^,  jeboi^  gelangt  man  nur  bei  2  berfelben  ju  einem 
gett)ünfc^tcn  O^cjuUat,  nämlic^  bann,  t^enn  man  bie  Sinie  cbbefa 
(ober  b  c  b  e  f  a)  aU  3te  ©eite  tt)äl)lt,  auf  ber  aufser  bem  ©d)nitt:pun!te 
öon  bcu»ef  nod)  bie  beiben  fünfte  p  (bb»at)unb  (ac»be)  liegen» 
23ie  3  ^aare  entj))re(^enber  ©den  ber  beiben  fo  erl^altenen  :perfpe!t. 
©reiede  finb  nämtid),  um  beim  Iften  galt  ju  bleiben  *)  (ab.cb) 
unb  (be.fa),  (ab.ef)  unb  (be.ac),  (cb.ef)  unb  (af.bb).  S)ie 
aSerbinbungölinie  ber  beiben  Iften  ®den  liefert  bie  Sinie  baf  cbe, 
bie  2te  bie  Sinie  bacfeb,  bie  3te  bie  Sinie  bbcafe  unb  biefe 
3  ©eraben  1  fi^neiben  fid)  baber  in  1  fünfte.  Unterfud)t  man  nun 
bie  3^iiötnmcngebörig!eit  biefer  3  Sinien,  fo  finbet  man,  ba{3  tl)r 
©d)nitt^un!t  ntd)t  p  ben  20  fünften  g  i)on  C  gel)ört,  Sßir  vooh 
len  bal)er  baö  ©efe^  i^rer  ^iifcimmengeprigfeit  ermitteln:  ©(^reibt 
man  jebe  biefer  3  ©eraben  in  bo:ppclter  Sffieife  an,    inbem  man  fie 

alfo  orbnet  U  ^'f^^,^^  JJ  1'  |t^^^^  ™  l  ^^'^^'   fo    ernennt 
'  12  afcbeb  112.  bbefca  III  2  facbbe    ' 

man  l^ierau^  alöbalb:   gel)t  man  t>on  I  auö,  fo  gelangt  man  t)on 

II  in  III,   inbem  man  bie  eine  ©eite  ab  ber  beiben  ©egenfeiten 

ab  ob  ungeänbert  läfet  unb  nun  bie  beiben  fünfte  re(^t)§  unb  tbzn^ 

fo  bie  beiben  $un!te  tinfiS  gerabe  je  unter  \iä)  umftellt,  burd^  ba^^ 


*) ^I3er  2te  %a\l  h.  '^,  btc  iBime  Bcbcfa  liefert,   tote  man  ftd^  leidet  üBer 
jeugt,   ein  nid^t  triefeutUd^  i^erfd^iebene^  D^efultat. 
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fette  aSerfa^rett  gelattöt  tnatt  i)onI2. 5uin2.;  ttjenn  man  bie  anbete 
©eite  cb  ber  ertr>äl)ntcn  betben  ® egenfeiten  ungeänbert  läßt ;  auf  bief elbe 
SBeife  !ommt  man  i)on  II  ju  I  n.  III,  tt»enn  man  mit  ben  ©egen^ 
feiten  ab  ef  unb  >oon  III  ju  I  u.  II,  tx>enn  man  mit  ben  (Segen- 
feiten  ef  unb  cb  ebenfo  t)erfäf)rt  tx)te  foeben  mit  ab  unb  cb.  §ier== 
auß  ift  erftd)tlic£),  bafe,  tr>enn  man  ju  einer  ©eraben  t^ie  cfabeb 
bie  beiben  zugehörigen  fud)en  mU,  t)iebei  bie  SBaI}I  ber  beiben  ©e- 
genfeiten,  mit  §ilfe  berer  man  t)on  ber  gegebenen  ßinie  auf  bie 
befd)riebene  SSetfe  ju  ben  beiben  übrigen  gelangt,  tion  tt)efentli(^em 
@inf[uj3  ift,  ober  mit  anbern  SBorten,  ta^  man  ju  einer  gegebenen 
©eraben  1  3  t)erfd)iebene  fol($er  ©rup^pen  \)on  je  3  ©eraben  1,  bie 
fid)  in  einem  fünfte  fd)neiben,  ftnbet,  je  nad)bem  man  üon  einem 
ber  3  i)erjd)iebcnen  ^aare  i)on  ©egenfeiten  au$gel)t;  auf  jeber  ©e= 
raben  1  liegen  baljer  3  fol(^er  fünfte,  bie  n)ir  mit  l)  bezeichnen 
unb  für  bie  n)ir  ebenfaUö  ein  befonbere^  @d)ema  einführen,  inbem 
iDir  bie  Sinie,  auf  ber  ber  .fraglid)e  ^unltt)  liegt,  l}tnj (^reiben,  unb 
babei  bie  beiben  ^aare  ©egenfeiten,  todä^c  beim  Uebergang  jur 
2ten  unb  3ten  ber  bur($  fie  gel)enben  ©eraben  1  ungeänbert  bleiben 
muffen,  burd)  fette  23u(^ftaben  l;erDor^eben,  fo  ba^  bie  3  auf  abcbef 
liegenben  fünfte  l>  fo  ju  bezeid^nen  finb:  aficbef,  ahcbcf, 
abcbef;  man  erl)att  alfo  ben  ©a^: 

E.  Sie '60  Sinien  1  fd)neiben  fid)  gu  je  3  au§er  in  ben  20 
fünften  g  auc|  nod)  in  60  fünften  ^,  ^on  benen  auf  ieber  1  3 
liegen. 

3)  Säfet  man  enblid)  t^teber  n^ie  unter  1)  unb  2)  bie  Seiten 
al  cb  ef  be^  einen  ©reieä^  ungeänbert,  ti)äl)lt  bagegen  alö  ©eiten 
be^  Z^  biefem  )l>^x\p^tt  ©reiedf^  S  ginien  1,  bie  mit  i^nen  burd) 
biefelben  fünfte  ber  ©eraben  abcbef  getjen,  fo  ift  l)ier  eine  27facbe 
SBabl  mögli($,  allein  nur  in  1  gälte  gelangt  man  ju  einem  für 
unö  braud)baren  Slefultat,  namlid)  \t)m}x  man  ben  obigen  3  ©eiten 
in  berfelben Orbnung  folgenbe  Sinien  1  entf^redjen  lä^t:  1)  abfbec, 
bbceaf,  efbbca.  Slöein  aui^  l^ier  ift  ba^  SRefultat  nid)t  toefent^^ 
lid)  t)erfd)ieben  i)on  bem  fo  eben  enttDidelten  ©afe  E,  benn  e^  geben 
bie  aSerbinbung^linien  entfpred)enber  eden  bie  3  Sinien  ecabbf, 
ceabfb,  caefbb,  b.  l>  bag  ®&)^ma:  ecaBbf. 

Sßeitere  Kombinationen  ^)erf:pelt.  ©reiede,  bereu  Sljce  eine 
Sinie  1  ift,   bürften  ml  nii^t  e^ifiiren,    bagegen  laffen  fic^   nun 
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bte  W1)tv  ert)altenen  DlefuÖate  ftjteber  umc^e!el^rt  gaitj  auf  al)nlt(^e 
SBeife  al^  ©runblage  neuer  Unterfuc^ungen  benü^en/  .. 

4)  23etrad)tet  man  bie  3®erabenl,  tceldfie  fid)  na^  C  in  einem 
fünfte  ß  fi^neiben,  fo  liegen'^  auf  ieber  3  ^un!te  !p;  t)on  biefen 
l^aben  t^ir  in  bem  SetDeife  p  C  auf  iebet  ©eraben  je  2  benüfet, 
al^  entf^ret^enbe  @(fen  2er  :perfp/S)rete(fe,  iRimmt  man  nun  bte 
3  übrigen  al^  6c!))unfte  eine§  3  giSg,  ba;^  ju  iebem  ber  i)ortgen 
Reiben  :perf^e!t  i[t,  fo  erl^ätt  man  für  je  2  biefer  3  ^erfpett.  ©reis 
ec!e  eine  2l):e  ber  ))erf:peft.  Segiet)ung  unb  biefe  3  muffen  fic^  nai^ 
bem  33en)ei^  t)on  457  in  1  fünfte  f(^neiben.     S)tefe  3  Sl^en  finb 

aber  offenbar  bie  3  Sinien  be^  ©tjftem^  it^^t)   ^^    ^^^   ^^^  ^^^^ 

biefem  2ßege  ti^ieber  ju  bem  ©a^e  C  felbft  gelangen. 

5)  ©(plagen  tx)ir  in  Sejug  auf  bie  3  fid)  in  einem  ^Puntte  1^ 
fd^neibenben  ©eraben  benfelben  SBeg  ein  (f,  gig.  91).  SSe^eid^nen 
tt?ir  ber  Äürje  tDegen  bie  3  6cf:punfte  (ab.cb)  (ab.ef)  (cb.ef) 
be^  Iften  in  2)  betrachteten  SDreieif^  burc^  ABC  unb  entf:prec|enb 
bie  (Stfen  (ce.bf)  (ac.fb)  (ae.bb)  burd)  AiBiCi  unb  enbli(^ 
bie  @(äen  bei3  3ten  I)ier  no(^  in  23etrad)t  ju  jiel)enben  Sreiecfa 
namli(^  (ae.fb)  (ce.bb)  (ac.fb)  burc^  A2B2C2>  fo  liefern 
bie  ))erfpe!t.  ©reiecEe  ABC  u.  AiBiCi  al^  )f^x\$dt. Jt):t  bie  ©e^^ 
rabe  abcbef,  bie  ))erf^)eft.  5)reie(fe  ABO  u.  A2'B2  02  bie  ©erabe 
abefcb;  bagegen  liefern  bie  :perf:pe!t.  SreiecEe  AiBiCi  u.  A2B2C2 
afö  ©d)nitt:punfte  entf:pre(ienber  ©eiten  folgenbe  3  fünfte  f): 
aBfbec,  efböca,  bcenfb.  ©iefe  3  ^erfpelt.  .©reteäe  muffen 
\xä)  ferner  in  1  ^mtt  fc^neiben  unb  man  finbet  aöbatb,  ba§  biefer 

©i^nitt^unft  ber  5ßunft  g  (JJJ)  ift. 

Um  ba^  ©efe^  ber  3ufammengel)örtg!eit  biefer  3  ^un!tc  ^ 
unb  beiS  jugel)örigen  jpun!tei8  g  ju  errmitfeln^  f,d6reibe  man  bie 
erfteren  alfo:  ace  bbf,  cea  fbb,,  eac  Bbf;  beac|)tet  man  nun, 
bag  bie  3  ©lemente  ace  einerfeit^  unb  bbf  anbrerfeit^,  toeld^e  al§ 
^arafteriftifc^  in  bem  pgeprigen  $un!t  g  l>eroortreten,  in  iebem 
ber  3  pfammenge^örigen  fünfte  ^  ftet§  beifammen  fteljen,  unb 
ba§  bie  c^flifd)en  SSeränberungen  bie  in  {eber  biefer  2  ©ru:p:pen 
oon  ie  3  Slementen  unabl}ängig  aber  in  beiben.forrefponbirenb  auf 
äl)nli(^e  äöeife  ijorjune^men  finb/  um  i)on  einem  spunft  |  p  ben 
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betben  attbern  ju  gelangen,  basSfelbe  ®efe|  kfolflett,  tozlä^tß  in  Ci, 
aU  (^ara!tcri[tijc^  für  bie  Sejeic^nung  beö  ^unöeg  (^^0  ^e^^^^== 

öei)oben  tDurbe,  fo  fann  1)  lein  S^^^f^'t  barüber  fein,  n)te  tiian  un* 
tntttelbar  ^u  einem  ^nn!te  ^  bie  3  jugeprigen  anbern  9ßnn!te  I) 
unb  g  berfelben  ©erab^n  m  finbet,  2)  ba§  ju  einem  fünfte  i)  nur 
gerabe  eine  }o(d)e  neue  @erabe  m  get}6rt,  in  ber  no(i)  2  fünfte  l) 
unb  1  $un!t  g  liegt,    unb  3)  ti?ie  eine  foId)e  ©erabe  m  n^ie   bie 

obige  unjn)eibeutig  burc^  ba^  ®(^ema  (^lf\  (^ara!teri[irt  tx)erben 

!ann,  ttjobei  nur  nod)  au^brüif lid)  I)erüorgel)oben  merben  foö,  ha^  jebeS 
ber  36  in  C  ern?äl)nten  Schemata  eine^  unb  bej^jelben  ^unfteö  ^  auf  bie? 
felbe  mec^anifc^e  SSeife  für  ein©c^ema  einer  unb  berfelben  ©eraben  m 
benufet  tperben  fönne,  ti^ieman  fid)  Iei(^t  über jeugt ,  ttjenn  man  nur 
bebenft,  ba^  na<^  2)  folgenbe  3  Schemata  für  unfern  obigen  $unft  ^: 
cfufieb,  fcciBbe,  cafebb  \kU  ibentifc^  finb;  e§  finb  alfo  ^.S. 

Cfbf)  Cöffi)  Cfifb)  ^^^^^^^^^  ©(^emata  einer  ®erar)en  m. 
Wlan  ^at  alfo  folgenben  @a^: 

E.  @^  giebt  20  ©erabe,  ixjir  bejeic^nen  biefelben  mit  m, 
toeld^e  ie  3  5t5un!te  ^  unb  1  ^unft  g  enthalten, 

6)  Stimmt  man  t^ieber  A2B2O2  aU  ba^  eine  ber  beiben 
^erf:pe!t.  ©reieefe,  bagegen  al^  ba6  anbere  ba^  ©reied'  A3B3C3 
(f.  gig.  91),  beffen  ©den  folgenbe  3  fünfte  \:  aebcif, 
Bbefac,  öcblife  unb  beffen  Seiten  alfo  bie  3  Sinien  1:  bafbec, 
aebcbf,  acbbef  finb,  fo  erljalten  \v>\x  ate  %x^Ux  ^erf^jeft*  8e^ 
jiel^ung  berfelben   bie  SSerbinbungölinie    folgenber   3  ^unlte  g: 

(ef  c)  Cbl)  (?f|)  ^^^  ^^^  ^^^  ^  i^mntn.  5Run  tft  bie  ^er^ 
f:pelt.  3l?:e  i)ott  ABO  u.  A3B3C3  unb  ebenfo  bie  i^on  AiBiCi  u. 
A3B3C3  bie  fiinie  abcbef,  ba  aber  nac^  457  bie  4  ))erf:pe!t»  2l^en 
ber  4  ^erf^)eft  ©reiede  ABC  AiBiCi  AsB^Co  unb  A3B3O3 
burc^  einen  ^un!t  gelten  muffen,  unb  bie  ^erf^eö»  2l^e  x>on 
ABO  u.  A2B2O2  bie  ginie  abefcb  ift,   fo  entl)ält  bie  obige  ®e^ 

rabe  i  au(^  noc^  ben  '^mlt  g  (^^|) ,  fo  ba§   alfo   burc^   biefen 

$unft  g  bie  3  burc^  ba^  ©($ema  angezeigten  ßinien  1,  al^bann  eine 
Sinie  m  mit  3  $un!ten  i)  unb  1  Sinie  i  mit  mä)  3  fünften  g 
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gelten,  Um  nc(^  ba§  ®efe^  bcr3^fatntnenge,l§5rtg!eitber  4  fünfte 
9,  bie  in  1  ©eraben  i  liegen,  ju  erlennen,  fc^reikn  ^ir  biefe  ©^e^ 

mata  alfo:  (iJ^J'(?Jj)   i^^^)  i}^^),  ^^^ei  ba^'  ©efefe  atefcatb 

in  bie  Stucken:  fiprtngt/ infofern  man  ^on  bem  Iften  @($ema  ju  aüen 
übrigen  gelan(^:^--  inbem  man  nur  je  einen  $un!t  ber  obern  9fteiX)e 
mit  bem  gleii^liegenben  ber  untern  ju  i?ertaufd)en  braucht,  unbman 
überzeugt  M  t^id)t,  ba§  z^  I)iebei  ganj  einerlei  ift,  i)on  n)eld)em 
©(^ema  man  auögel^t;    fo  erpit  man  j.  ^.  bei  gugrunbclegung 

be^    legten    ©c^ema    folgenbe    S^f^^^^^^^üwng :  i}^^}  i^^f) 

Che)  (f^^)'  ^^^  biefelben  5punÖe  g  finb. 

.  Slu^  biejer  3lrt  ber  3ii{ö^nien,gel)ßrigfeit  ge^t  jugkic^  |ert)or, 
ba^  man  i)on  einem  fünfte  g  au^ge^^enb  blo^  auf  1  l^rt  511  einer 
folgen  ©eraben  i  gelangt,  jo. baß  man  alfo  folgenben  ©a^-  erfcäit: 
G.  @ö  giebt  15  Sinieni,  i^on  benen  lebe,  4  fünfte  g  efit|alt, 
7)  SSerfu(^t  man  e^,  bie  ß  fünfte  g,  ti|tld)e  auf  ben  3  ßimen 
be^  ©(^ema^  aifbce  unfrer  gigur  Ite^n/  al^  ein  ©reietf  auf 
einei^  ber  übrigen  ))erf:pe!t.  ju  bejieljen/  fo  finbet  man,   '^ü^  bie 

3    fünfte  (jjg)  (Jf  J)  (Jj|)    ^^^    »ebingung    entpec^en, 

tt)el(%e  3  fünfte  g  erfüllen  muffen,,  um  in  1  Sinie  i  ju  liegien,   fo 

ba^  man  folgenben  ©a^  erhält, 

R   S)ie  3  fünfte  g,  ti^etc^e  auf  3  ©eraben  1  eine^  5pun!te^ 

1^  liegen,  finb  immer  in  einer  ber  ©eraben  i-entl)attem 

490.  ©inb  ab  gig.92  2  ^araüele  Sangenten  unb  e  eine  be- 
liebige 3te  Sangente  einer  ©Uipfe,  bereu  Serü:^rung||^nft  C 
t[t  unb  bie  bie  a  u.  b  in  Au*  B  fi^neibet,  fo  ift  für  lebe 
8fti(^tung,i^on  a  u.  b  immer  CA..CB  einer  !onftanten@roBe, 
uamlii^  bemÖuabrate  be^  ju  c  :parallelen  ^albmeffers^  glei(^. 
3iel)t  man  ndrnlid^  burd)   bie  ©üben    be^  ju  c  paraffelen 

S)urd)meffer$  bie  beiben  Sangenten  de,  bie  bie  c  entf:pre(^enb  inDjE 

fd)neiben,  fo  beftimmt  nad)  24b  AB. DE  immer  ein  inoolut  ge? 

rabeö  ©ebilbe  auf  c,  in  bem  bem  ^unlt  C  ber  unenbli(^  ferne  $unft 

jugeorbnet  ift,   toorau^a   ber  ©a^  nac^  25  unmittelbar  folgt,   ba 

eD  =  CEr=:  bem  ju  c  :paraltelen  §albmeffer. 

©teilen  bie  beiben  in  ben  ©üben  ber  großen  Sl^e  an  bie 
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©öt^fe  geäOöeuen  %anc^enkn  bie  foeben  emäl^ttten  ^parallelen  %an^ 
genten  a  u.  b  bar,  unb  benft  man  ficE)  ükr  AB  aU  S)ur(^me[fer 
einen  Ärett  gebogen,  ber  nad^  482  3u^3  burd)  bte  23renn:punfte  PFi 
gel)t,  unb  bentt  man  fn^  ferner  bie  beiben  gal)r[tral)[en  FCu,FiG 
gejd^en;  fo  i[t  na^  474  f. gig. 93  SBinlel  F,  C  A  r;^  FC B  =  FgCB 
unbalfo  CF2.  =  CF,  unb  baCA.  CB  =  CF2.CFi  =  CF,CFi, 
fo  erf)ält  man  im  3^f^^^^^^^^^3  ^  ^^^  leisten  ©a^e  folgenben 
iniereffanten  ©a^: 

491.    3n  jeb^r  effi^fe  i[t  bag  ^robuft  2er  galjrftra^len 

^o.n  ben  Srenn^punÜen  nai^  einem  ^untte  C  ber  @tti:pfe  glei(^ 

bem  Quabrate  he^  gur  Sangente  C  C  ^jaraUelen  §albmeffer5. 

492.    a3etx>egt   \iä)   ein  ^$un!t  P . . ,   auf  einer  ©eraben  q 

fort,  fo  br^I)t  fid)  feine  polare  p...  in  23ejug  auf  bie ^Kurbe  II K 

um  eimn' %n!t  Q,   ber   auf  bem  S)ur(i)meffer  q^  i)on  E  liegt, 

ml^^x  ber  SRic^tung  i>on  q  fonjugirt  ifi     ^i^^  man  nun  i)on 

einem  beliebigen  fünfte  Qi  i)on  qi  na(^  bem  fünfte  P...  je  eine 

©erabe  p...,  fo  f(^neii;)en  p  u.  pi  bie  unenblic^  ferne  in  jugeorb== 

neten^^unlten  einer  ^n^olution,  in  mlä)tt  anä)  bie  (Sd)nitt|)unfte 

i}on  q:  u.  qi  einanber  gugeorbi^et  finb. 

e^, ift  nämlid)  @tral^fcnBüf,d)eI  Qi  (p.^0  afö  ®($ein  beig 
geraben  ©ebilbe^  q  (P.*.)  ^^rojeft  ju  @traI;IenMf(^el  Q  (p...) 
alfo  and^  bte  ©djnitte  biefer  beiben  ^üfd)el  mit  ber  unenbli(^  fer^ 
neu  ©eraben,  in  biefen  ©d^nitten  entf:pre(^en  fid)  aber  bie  unenblid) 
ferneif  fünfte  i)on  q  u.  q^  offenbar  abti^ec^fetnb. 

@0  folgt-  aber  nun  offenbar  l^ierau^  umgefe'^rt,  ha^,  ttjenn 
man  burd)  P...  ©erabe  pi...  j^t,  t)on  ber  Sefc^affen^eit,  ba§ 
bie  ©d)nit;tpun!te  i)on  pi  u.  p  mit  ber  unenbli(^  fernen  ©eraben 
gugeorbnete  fünfte  einer  ^^oolution  barfteUen,  in  kr  aui^  bie 
©d)nitt:pun!te  t)on  q- u.  qi  einanber  jugeorbnet  finb,  ba^  alle  biefe 
©erabe  burc^  benfelben  ^unft  mn  qi  gelten  muffen, 
©in  befonberer  gati  biefer  Umfef)r  lautet: 

gällt  man  oon  alten  fünften  einer  auf  ber  Sl^e  f en!re($^ 
Un  ©eraben  $er:penbi!et  auf  il^re  polaren,  fo  gel)en  biefe 
burc^  einen  feften  ^un!t  ber  fraglichen  2l):e. 

493.  ©(^neibet  man  eine  ^^perbel  burc^  eine  ©erabe, 
fo  finb  bie  ©tücfe,  ii^elc^e  gtx^ifc^en  je  einer  5lf^m))tote  unb 
ber  Äurt)e  gelegen  finb,  einanber  glei(^. 
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3ft  namltd)  %ic^.  94  Cq  ber  ju  ber  9fltd)tung  ber  fraglt($en 
©e!ante  foniugtrte  ©urd^meffer,  fo  ift,  tt^enn  mit  :p  ber  unenblid^ 
ferne  S^mtt  mit  q  bie  3}tltte  ber  (Selante  bejet(^net  n)irb,  ^):p .  q  q ,  a  ai .  b  61 
eine  ^nt^olution,  n)ie  ber  SSergleid^  mit  gig.  94  b  ali^balb  ernennen 
lä^t,  n)o  bie  2ift)m:ptoten  burd)  gettjö^nlic^e  S^anc^enten  ijertreten  ftnb» 
gitf»  2ä^t  man  bie  betben  fünfte  a  u»  ai  einanber  unenb- 
üc^  nä^er  rMen,  fo  erhält  man: 

Sebei3  ©tucE  einer  §^perbeI:=S:angente  5ti3ii'd)en  ben  2lft)m;p= 
toten  tüirb  im  S3erü{)rungi3:punft  Ijatbirt: 

494,  S)ie  2lfi)m:ptotenc^orbe  *)  ab  unb  Serü^rung^d^orbe 
(polare)  cb  eine^  ^un!te^  A  finb  :parallet  unb  ab  liegt 
in  ber  SUiitte  jtDifi^en  A  unb  ob. 

£)ie  gig.95b,  m  t\  an  bie  ©teile  ber  unenblid)  fernen  @e= 
raben  i5on95>a  tritt/ liefert  ben  23etüei^  be^  allgemeinen  ©a^e^,  mn 
bem  ber  ertx)a^nte  ein  befonberer gaü  i[t:  ber  ©(^nittpnnft  mn  ab 
u.  ef  ift  namli(^  bem  ^pnnfte  A  foniugirt,  unb  A  ift  i)on  feiner 
polare  cb  burc^  bie  ©efanten  aB  u.  ef  l^armonifi^  getrennt. 

495.  §at  man-2  ©t)fteme  je  nnter  fic^  äljnlic^er  unb  aljnlii^ 
liegenber  (f. 265)  Äuri^en  II  namtid^  KE1K2...U.  ß^i^a-v  fo 
lafet  ft($  burd^  bie  4  ©c^nitt^punlte  einer  beliebigen  Antike  K  unb 
einer  beliebigen  Äuri^e  ^  enttt)eber  feine  Parabel  legen,  ober  2 
neue  ©^fteme  je  unter  fic^  al^nli(^er  ober  al;nli(^  liegenber  Parabeln, 
©i^neiben  namlic^  bie  ^uri)en  K...U. Ä*..  entf^red^enb  bie 
unenblic^  ferne  ©erabe  in  ben  fünften  aai  u.  bbi,  fo  giebt  e^ 
Mne  ^Parabel,  tx)enn  abaibi  ein  orbentlid)er  SBurf  ift;  bagegen  finb 
bie  2l):eu  ber  beiben  $arabelft)fteme  nad^  ben  Orbnung^punlten 
ber  3^t)otution  aai.bbi  gerid)tet,  n)enn  aai  bbi  ein  orbentlii^er 
SBurf  ift  (nad)  188> 

496;   Slufg.  (S^  foH  eine  Äuroe  II  gefunben  iDerben/bie 

einem  4  ©eit  eingefd)rieben  ift,  unb  i)on  einem  5Pun!te  aui3 

unter  einem  re(^ten  2BinIel  gefeljen  ti?irb. 

^aä)  3^r.  323  \Derben  alte  Äuri)eu  II,  bie  einem  4  ©eit  ein- 

gef(^rieben  finb,  J^on  2  feften  fünften  an^,  bie  man  huxä)  bie 


*)  ©0  nennt  man  mo§l  ber  ^ürje  \uc^tn  bie  ©e^ne,  toti^t  2  tjon 
1  ^untk  paraKel  hin  Slf^ntptoten  öejogene  (Seraben  auf  einer  ^^perbel 
^epimmen. 
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SDur($fd)nittö:pun!te  ber  3  über  ben  3  ©tac^onaten  ate  ©ut:(%mcffern 
6ef(ftrieknen  Greife  er^^alt,  unter  einem  redeten  SöinM  gefef)en.  fiegt 
ntan  nun  burd)  biefe  2  ^un!te  unb  ben  ßegebenen  eine  ^reiötinie, 
fo  ^at  man  ben  RxM,  ber  bie  (Säen  aEer  ber  gefu(|ten  Ruxu 
umfd)rieBenen  3ied)teden  entl)ält  unb  beffen  3)^tttel^unft  mä) 
3lx.  266  mit  bem  3)littel^un!t  ber  öei^t<^t2n  Rnxu  sufammenfallt, 
n^oburi^  bie  Söjung  al^  gefunben  ju  betrai^ten  ift. 

497»    ®el)t  eine  ©iagonate  d  eineig  einem  Äreii^  K  ein:= 

gefi^rieknen  einf ad)en  4  (Scf)^  bur(^  ben  Äreiömittel:punft,  jo 

fielet  fie  auf  einer  ©eite  p  be^^  jum  4  (Sc!  geljörigen  ^oh 

breiec!^.  fenfred^t 

d  ift  nämlid)  offenbar  bie  Sßplare  beö  unenblii^  fernen  ^unftö 

'om  p.    §ierau^  Ißft.  man  lei^t  bie  älufgak ,  bure^  einen  ^^unft 

einen  ^er:penbi!el  p  auf  eineCSerabe  q  ju  ptl^en,  bie  man  nic^t  bis 

jum  ©(^nitt^unft  pq  t)erlängern  fann. 

498*    ©inb  K1K2K3  3  Äreife  unb  fc^neibet  bie  gemein- 

fame.eijorbe  EiKa  ben  ÄreiS  K3  in  ben  ^unöen  ab,  bie 

gemeinjame  6|orbe  K^Ks  ben.feiS  K2  in  axii,  fo  liegen 

ab  ai 61  ebenfalls  in  einem  Äreife, 

5Jle^men jDir,  um  ben  ©afe  allgemeiner  ju  bereifen,  an,  eS 

feien  ^i^2'^3  3  hnxä)  biefelben  2  fünfte  ge^enbe  Äuri)e  II,  fo 

f(^neiben  fi(^  nac^  142  bie  3  gemeinfamen  ©eljuen^  ^1^2  Äi.^3 

Ä2Ä3  in  1  fünfte;   ba  bieS  aber  nun  in  golge  beffen  auc^  mit 

ben  3  ©el)nen  ab  aibi  unb  ber  ©el)ne  Ä2  A3  ber  gall  ift,  fo  giebt 

eS  immer  auä)  eine  Äuri)e,-bie  burd^  ah  ath  ^^^  bie  beiben  nod& 

übrigen  @(^nitt:pun!te  ^on  Ä2Ä3  gel)t. 

.499.  S)ur(^  3  Siangenten  unb  1  Srenn:punft  ift  nad)  15  eine 
^urt>e  II  t)oH!ommen  beftimmt;  ift  nun  biefer^  iSrenn))unft  ber 
®(^nitt:pun!t  hexSS^b^m  beS  hnxä)  bie  3  Sangenten  gebtlbeten 
©reiedS,.  fo  ift  ber  anbere  ber  ®(^nittpun!t  ber  in  ben  SRitten 
ber  Seiten  errichteten  ^er:penbifel,  n^ie  biefeS  unmittelbar  auS  465 
unb  477  in  SSerbinbung  mit^  183  folgt    ^ierauS : 

500.  Sef(^reibt  man  um  einen  23renn^?un!t  einer  (Slli^fe 
ober  §l):perbel  als  3Kittel^un!t,  mit  ber  §au^t^2I^e  als  §alb^ 
meffer  einen  ÄreiS,  fo  laffen  fi(^  in  benfelben  unenb- 
li(^  \)iele  Sreiede  einf (^reiben,  bie  juglei(^  ber  Äuroe 
umf(^rieben  finb,  bie  §öl)enf(%nittpunlte  aller  biefer  S)rei^ 
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etfe  fallen  in  einem  5Punfte  jufamtnen,  unb  bie  ?Dittten 
i^rer  ©elten,  fo  ti^ie  bie  guß^junfte  ber  Sß^m  liegen  in 
einem  feften  Greife. 

50L  ©(^lie^üi^  fei  I)ter  noc^  eine  intereffante  (SriDeiterung 
ber  Setradjtungen  nnb  ©dfee  ber  5Jtummern  300  —  304,  ix^obei  bie 
gig.  40  {in  aSerbinbung  mit  38  unb  39)  Setreff  ber  33ejeid)nung  2C. 
ju  (ärunbe  gelegt  i[t. 

a3etrac[)tet  man  n^leber  ganj  Ä)ie  in  303  K  unb  A  B  C  A^  B^  C^ 
b.  l).  V  fo  njie  a  unb  alfo  au^  ai  al^  feft,  fo  ift  bei  t^eränber^ 
Iid)em  h  b.  l).  Vi  ftet^  B(b.O  tv  0(0^.0/  ^enn  e^  ift  a  (bi,.,) 
^ai(b..),  ba  b  unb  bi  jugeorbnete  ^^unlten^aare  eineiS  in  K  ge= 
legenen  inüolut.  Äurüengebilbe^  finb ,  beff en  S^toolution^centrum'  S 
ift  na(^  302 ,  tüorau^  folgt ,  'tja^  Ci  al6  ©i^nittpunf t  uon  ai  b  unb 
a  bi  auf  einer  bur(^  ai  unb  a  get)enben  Äurt^e  II  Ä  liegt»  äluf 
biefer  Äuroe  Ä  liegt  aber  nun  ani)  Ä  benn  bie  2  ©eraben  a^  C 
unb  aO,  mlä^e  fxi^  in  bem  ^^unftelC  ber  K^  fd)neiben,  ^aben 
nad)  292  eben  gerabe  bie  ®igenf(^aft,  baß  fie  bie  K  in  fold)en 
2  fünften  b  unb  bi  fc^neiben,  beren  SSerbinbung^linie  burd)  S 
b»  ^.  bnxä)  ben  $ol  t}on  A  Ai  für  K  get)t;  bal)er  ift  benn  nun 
C  (ci ,  0  ^  ^1  (ci  -0  b.  ^.  Tt  ai  (b .  0  ba  aber  au(^  B  (b « .)  tt  ai(b .  0 
fo  ift  C(ci.O  7rB(b..)*  £ä|t  man  b  na(^  Ai  rüden,  fo  faßt 
au(^  bi  mit  Ai  jufammen ,  ba  Ai  eine^ö  ber  Orbnung^elemente  be^ 
oben  ertDä^nten  inooL  Äuroengebilbe^  ift  unb  bie  :proiett  Süfd)el 
B(b.O  unb  C(q  .0  finb  bal)er  m6)  :perf:peft;  läfet  man  babei  no(^ 
b  nac^  a  ober  A  rüden,  fo  fäfft  offenbar  entfprei^enb  ebenfalls  Ci 
mit  a  ober  A  jufammen ,  fo  ba§  A  a  fi($  atö  %e  ber  fraglii^en 
:perfpe!t  23ejiel)ung  t)erauöftel[t ,  unb  bie  3  ©eraben  Aa  Bb  Cci 
fi^neiben  \\6)  ba^er  ftet^  in  1  in  ber  gig.  40  burc^  ein*  bejeid)neten 
$unft  ©erfelbe  Semeiö  läfet  \x6)  nun  nod),  mt  man  ficb  al^balb 
überzeugt,  auf  15  anbere  ^unftenpaare  ant^enben,  fo  ba^  man  nun 
(x\^  gortfe^ung  oon  304  no(^  folgenben  ©a^  erhält: 

©inb  oon  ben  ©egenedem^aaren  AAi  BBi  CCi  eine^ 
4  ©eit^  V  K  ben  2'^^aaren  AAi  BBj  K^  ben  2  paaren 
AAi  CCi  Kl  ben  2  paaren  BBi  CCj  umfd)rieben,  fo  Ijaben 
bie  no(^  übrigen  ©d)nittpuntte  aai  oon  KKi  bbi  oon 
KKo  cci  i)on  Ki  K2  außer  ben  in  300  entt)altenen  Sagen:= 
eigentl}ümlid)feiten  noi^  bie,  bafe  {e  fotgenbe  3  ©erabe  \\6) 
in  1  ^un!e  fc^neiben  1)  Aa  Bb  Cci  2)  Aa  Bbi  Co  3)  Aa 
Bib  Ci  Ci  4)  Aa  Bibi  CiC  5)  Aai  Bb  Co  6)  Aai  B^b  CiC 
7)  Aai  Bbi  Cci  8)  Aai  Bi  £>i  CiCi  9)  Aia  B^b  Cci 
10)  Aia  Bbi  CiC  11)  Aia  Bb  C,Ci  12)  Aia  B^bi  Cc 
13)  Ai  ai  Bbi  CiCi  14)  Aiai  Bb  CiC  15)  Aiai  Bibi  Cci 
16)  Aiai  Bib  Cc. 

*  £;iefe  iturtje  ^  ^at  ge^enüBer  E  eben  bie  (Sicjenfi^aft  tüte  bie  Kj  in 
hiw  Drummern  292  jc.  300  ic. 
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